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Factores Gamma de Tate asociados a caracteres
cuadraticos

Tate gamma-factors attached to quadratic characters
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Resumen. El objetivo de este articulo es presentar los calculos explicitos para
los factores gamma de Tate en el caso de los caracteres cuadraticos asociados
al simbolo de Hilbert.
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Abstract. The goal of this paper is to show the explicit calculations for the
Tate gamma factors, in the case of the quadratic characters attached to the
Hilbert symbol.
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1. Introducciéon

Es un hecho conocido que la funcién zeta de Riemann ((s) =", <, ni codifica

mucha informacioén sobre los nimeros primos. Desde Riemann, al estudiar esta
funcién se afiade un factor gamma I'(s/2)7~*/2 para obtener una funcién “zeta
completa” Z(s) = T'(s/2)n~%/2¢(s) que satisface la ecuacién funcional Z(s) =
Z(1—s).

El enfoque moderno para estudiar la ecuaciéon funcional de la funcion zeta
global es desarrollado por Tate en su tesis doctoral, la cual se encuentra en [3].
Artin le propone a Tate generalizar el concepto de funcién zeta de Dedekind
y L—serie, y simplificar la prueba de la continuacién analitica y la ecuacién

funcional usando analisis armonico en el espacio de adeles e ideles.
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Para esto Tate introduce funciones zeta locales

/ p(O)m (I dt,

Qp*

donde ¢(t) es una funcién localmente constante y con soporte compacto en Q,,
7(t) es un cardcter de Q, y s € C de manera que la integral exista. En su
tesis, Tate muestra que existen factores gamma locales p(m, s) de manera que
se cumple la siguiente ecuacién funcional local

/@(t)w(t)|t|;*1dt:p(7r,s)/go(t)ﬁ(t)|t\;sdt,
Q) Q

donde ¢(t) es la transformada de Fourier de o(t) ver (3) y T(t) es el conjugado
complejo de 7(¢). El lector interesado puede consultar [4].

Los factores p(7, ) son conocidos como factores Gamma de Tate. Aunque se
conoce su existencia para cualquier cardcter m(t) no es facil encontrar cdlculos
explicitos de estos factores para un caracter fijo m(t).

El objetivo de este articulo es presentar los calculos explicitos para estos
factores en el caso de los caracteres cuadréticos m(t) = (8,t), asociados al
simbolo de Hilbert. Estos factores gamma aparecen en los trabajos de S. Ra-
llis and G. Schiffmann [7], Y. Jang [5], F. Sato [9] y O. F. Casas-Sénchez, J.
Galeano-Penialoza and J. J. Rodriguez-Vega [2]. Sin embargo en ninguna de
estas referencias se encuentra la lista completa ni los calculos explicitos.

2. Preliminares

2.1. Nimeros p—adicos

A continuacién damos un breve resumen acerca de los hechos méas importantes
sobre analisis p-adico. Para un estudio més detallado el lector puede consultar
por ejemplo [1, 6, 10] y [11].
Sea p un nimero primo. Cualquier nimero racional no-nulo puede escribirse
- a .
de manera tnica como z = p”—, con v = v(x) € Z y a, b enteros coprimos con

p. La norma p-ddica de x # 0, se define como
2|, =p77,
y 0], = 0. Esta norma satisface
|z +ylp < méx(|z]p, [ylp),

lo cual implica la desigualdad del tridngulo. Una norma que satisface esta pro-
piedad es llamada una norma no-Arquimediana.

El siguiente teorema caracteriza todas las normas definidas sobre Q. La
demostracién puede encontrarse en [6].
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Teorema 2.1 (Ostrowski). Cualquier norma no-trivial definida sobre Q es
equivalente al valor absoluto real o a la norma p—ddica | - |, para algin primo

p.

El campo de los ntimeros p-adicos se define como la completaciéon de Q con
respecto a la norma p-adica y se denota por Q.

El conjunto Z, = {z € Q, : |z|, < 1} es llamado el conjunto de los enteros
p-ddicos y es un anillo de Q,. El conjunto U = {z € Z, : |z|[, = 1} es el
grupo de unidades de Q,. El conjunto pZ, = {z € Z, : |z|, < 1} forma un
ideal principal maximal de Z, y el cociente Z,/pZ, es un campo finito de p
elementos.

Cualquier niimero p-adico = # 0 puede representarse de manera tinica como

o0
I:PW($0+I1P+I2PQ+'”):Pvzxjpjv (1)
=0

donde v = 7y(z) € Z y los x; son enteros que satisfacen 0 < z; < p — 1,
j=0,1,..., 29 #0, y la serie converge en norma p-adica.
La parte fraccionaria {z}, de un nimero = € Q,, se define como

(2} 0 siy(x)>00x=0,
€T =
Pop (o +zip+ A1) siq(z) <.

La aplicacién p(z,y) = |z — ylp, =,y € Q, define una distancia sobre Q, x Q,.
Ademsds, (Qp,p) es un espacio métrico completo. Las bolas y las esferas se
definen de manera usual:

By(a) ={z € Qy: |z —al, < pk}7

Sp(a) ={z€Qp:|z—al,= pk}.

Estas bolas forman una base para la topologia de Q.
Todas las definiciones dadas anteriormente pueden extenderse a Q) toman-
do ||z[|, = méxi<j<n |74y para = (21,...,2,) € Qj.

2.2. Medida de Haar

Ya que (Qp, +) es un grupo topoldgico localmente compacto, existe una medida
invariante por translacién dz, (i.e., d(x +a) = dz, a € Qp), que es tnica, salvo
multiplicacién por una constante positiva. Esta medida es llamada la medida
de Haar de (Qp,+). Normalizamos esta medida con la condicién pr dr=1,y
as{ dx es Unica.

El conjunto Q, ~ {0} es la unién de un numero contable de conjuntos
mutuamente disjuntos S,, v € Z:

Qp~ {0} = U2 08, = U2 _fa: o], = p7).
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Por lo tanto, para cualquier funcién continua ¢(x), x € Q,, con soporte com-

pacto,
| elarde = Jin 5 /

P y=—00

Una funcién f es llamada localmente integrable, f € L, .(Q,), si para cualquier

entero positivo IV,
/ 1f(2)]dz < oo.
Bn

Para f € L}, .(Q,), la integral impropia, f@ x)dx se define como
NOUEEDY /f dr= Jim Y /f
P —o0<y< 00 —oco<y<N

si el limite existe.

Las anteriores nociones pueden extenderse facilmente a Qj, reemplazando
dx por una medida producto adecuada.

Existe una conexién importante entre las estructuras aditiva y multiplica-
tiva de Q,, a saber, para a € Q) tenemos d(ra) = |a|,dz, ver [11].

2.3. Funciones de prueba y distribuciones

Una funcién f : Q, — C es llamada localmente constante si para cada punto
x € Q, existe un entero [(x) tal que

fla+a) = fx),  |af], <p'™.

Como ejemplo, tenemos Ay (z) := Q(p~F|z|,), k € Z, donde Q(t) es la funcién
caracteristica del intervalo [0, 1], i.e

1, 0<t<1,

Q(t):{o P> 1.

El espacio de las funciones localmente constantes, con soporte compacto es
llamado espacio de Bruhat-Schwartz, S = S(Q,) (o espacio de las funciones de
prueba).

Un funcional lineal f definido sobre S

fS—=C
¢~ (f,9)

es conocido también como una funcién generalizada o una distribucion. De-
notamos por 8’ = S'(Q,) el conjunto de todas las distribuciones sobre Q,.
Observemos que todas las distribuciones sobre @, son continuas.
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Sea f € S'(Qp) y g € S'(Q}'). Su producto directo esta dado por la férmula

(f(x) x g(y), ) = (f(x), (g(v), e(z,y))),  VYoeS@Q™).

La convolucion de f, g € S'(Qp) es el funcional
(fxg,9) = lm (f(z) x g(y), Ar(z)p(z +y)),

si el limite existe para todo ¢ € S(Qj).

2.4. Transformada de Fourier
Sea xp : Qp —> C* el cardcter aditivo definido por
Xp(€ - ) = exp(2mi{E - x}p), (2)
donde ¢ - = 37, &z
Para ¢ € S(Q}), definimos su transformada de Fourier F¢ por
FoN© =60 = | (-, €qp 3)

donde d"x denota la medida de Haar Q) normalizada de tal forma que Z;; tiene
medida 1. La transformada de Fourier induce un isomorfismo lineal de S(Qj)
sobre S(Q}) vy la transformada inversa estd dada por

(F 1)) = / Yol =2 - €) (€)™,
bh

para ¢ € S(Qy), ver [10].
La transformada de Fourier F[f] de una distribucién f € S'(Q}) estd defi-
nida por la relaciéon

(FLL ey = (£, Flel),

para todo ¢ € S(Qy), entonces F[f] € S'(Q}). Ademas, se tiene la férmula de
inversién

f=FIFI(=E)], fes'(@p).
2.5. Simbolo de Hilbert

El stmbolo de Hilbert (a,b),, a,b € Q) se define como

(a,) {1 siaz? + by? — 22 = Otiene una solucién (,y, z) # (0,0,0) en QE’)
a,b), =

—1 en otro caso.
El simbolo de Hilbert posee las siguientes propiedades ver [12, Theorem 3.3.1]:

(CL, b)P = (b7 a)p y (a7 C2)p = 17 para a,b,c S Q;a (4)
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(ab, c)p = (a,c)p(b, ¢)p, para a,b,c € Q, (5)

1 para a,b € Z,
6
<ao> para a € Z,, (6)
p

donde ag € Z, con a = apmod Zy, y (ao) es el simbolo de Legendre.
p

(Cl, b)P
(avp)P

Lema 2.2. [12, Section 3.3] Para a,b € ZS se tiene

El siguiente resultado sera usado en lo que sigue.

Lema 2.3. /8, Section 6.6] Un nimero 2-ddico a € Z5 es un cuadrado si y
s6lo sia €1+ 237Z,.

3. Calculos explicitos para p # 2

En esta seccién trabajamos con Q,, p # 2, y deseamos encontrar las funciones
p(mg, s) que satisfacen

/ Btyma (It dt = p(ms, 5) / oOms@liodr, seC,  (7)
Q) Qy

donde ¢ € S(Q,) y m5(t) = (B,t), es el cardcter cuadrético asociado al simbolo
de Hilbert.

Lema 3.1.
! —2p_1 stm >0,
0 stm < —2,
donde ny = %.

Demostracion. Si m > 0, entonces

1— —1
/x(nome)dZ= / dz = 2p :

(Z5)? (Zy)?
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Ahora sea m = —k, con k > 0, entonces

-1

15 NoZ
p"2)dz = = / <> dz
/ X(nop™2)dz = 5 > s XU

(Z)? =t
124 12
:27 X(nok>/ X(Zoul>du’ Z:l2+pu-
p ="\ ok ) Jz, " \p

Para k > 1 la integral / X <;7k0u1) du=0y

Zyp

/ X(nop™z)dz =0, param < —2.
(Zp)?

Para k = 1, tenemos que / X ( Zoul) du =1, por lo tanto
p

P

/ X(nop™)dz = — ISX (nol?)

2p = D

Para la tltima igualdad se utilizé que

1 <m) JP  sip=1 méd 4,

Seme

k=0 1 () VP sip=-1 mdd 4,
P

ver [11, p. 55] O

Sea ¢(z) la funcién caracteristica del conjunto 1 + pZ, vamos a calcular la
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transformada de Fourier de esta funcién

B(t) = / X (t€)p(€)de

P

=/ x(t€)d¢, §=1+pu
14+-pZy

:pfl/ x(t + ptu)du
zZ

P

=p 'x(t) / X(ptu)du

Zp
_ 1 sipt], <1
=p~'x(t) —
0 si|pt], >1

=p 'x()¥(t),

donde ¥(t) es la funcién caracteristica de p~1Z,,.
Calculemos ahora la parte derecha de la ecuacién (7)

/ (t)ma ()]t dt = / dt=pt.

Qp +pZyp

Para la parte izquierda de (7) tenemos

/ POt mp (£)dt = / R CLACITe
p p~! D
neQy /o’

Y m) / (L.
p~1Z,nQy

neQy /Qx”

/ (O (1)t dt
p~1Z,NNQy

Comparando estas integrales con (7), se debe tener que

sy = Y () / NOltr (8)

n€Q; /(Qp)? Qx> Mp-17,,

Note que la suma de la derecha se hace sobre 7 mdédulo un cuadrado, asi que
los tnicos valores que toma 7 son 1, ¢, p, pe, donde € es una unidad que no es
un cuadrado, ver [11, p. 11].

Ahora calculamos las integrales de la derecha.

Lema 3.2.
Lp_| siord(n) =0 mdd 2,

- 2(1-p=%)
X(t)ms 1dt = —s_,s—1 s—1/2 . 3
/ S + 5o (%‘)) siord(n) =1 méd 2.

2
nQy Np~1Zy,
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Demostracion.
[ oxorta= [ ol
nQy* np=1z, m2-1 opm iz’
m =ord(n)(2)
= Z p~™ms / X(nop™z)dz.
m > —1 Z§2
m =ord(n)(2)
Utilizando el Lema 3.1, tenemos:
Caso 1. ord(n) = 2k,
oo™ / \mop™2)dz = 2 i p=m
0 2
m > —1 <2 m=0
ZZ
m =ord(n)(2)
I b
TRy
Caso 2. ord(n) =2k + 1,
Z pfms / (77017 Z) i p- (2m+1)s +p \/I) 770 _ i
2 P 2p

m > —1
m =ord(n)(2)

2
X
ZP

_ 1-p —s = —2ms sOp Mo s—1 1
=—5 P dp +p 5 VP p

) p 2p
B p—s _ps—l ps—1/2 0
= + op|— |-
2(1—p=%) 2 P
O
Reemplazando en la ecuacién (10) se obtiene:
p(mg,s) = mg(1) 1 + mg(e)l. + ma(p)Ip + m(pe)Ipe,
donde I, := i x(®)[t]*~tdt, para n = 1,¢,p,pe. Como 1 y € son de

2
77@;; mpilzp
orden cero y p y pe son de orden 1, entonces, de acuerdo con el Lema 3.2
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tenemos
1—p! 1—pt

p(mg, s) = Wﬁ(l)m +75(6)W

-8 _ ,s—1 ps 1/2 1
p p
+7 + -
o0 (S T (5)
—s s—1 s—1/2

+7w(p6)<§(_15__;:) P 1/2 <O)>
—p P

p
:”“)m”ﬂ@m 0 (G

—s _ s—1 s—1/2
p p p
+ Wﬁ(pG) (2(1 _p,QS) - 2 JP) ’

L s — 1 se - _P__ _ -
donde hemos usado que para n = p se tiene 7y = Sord = 1 y para n = pe
tenemos que 179 = % = €9, finalmente, como € es una unidad que no es un

cuadrado (%") = (%") =-1.
Para 8 = 1 tenemos

1— —1 p—s _ ps—l 1 _ps—l
p(ﬂ-la ) + _ = _
(I—=p=2) 2(1—-p=2) 1-p=*
Para (8 = ¢, recordando que 7 (p) = —1 y m(pe) = —1, tenemos
l_p—l B p p.s 1 1+ps—1

p(me, 5) = (L—p=2) 2(1 —p %) ldp]

Para 8 = p, pe, recordamos que m,(1) = 1, m,(e) = —1, mp(p) = 012) y mp(pe) =
—02 Y Tpe(1) = 1, mpe(€) = =1, Tpe(p) = —02 y Tpe(pe) = o2, entonces

o (P12 o (P12 3 2
P(ﬂnas) = io—p < 9 0P> :ng < 92 Jp(l)) :|:0 =1/ y 11 =D, DPe.

4. Calculos explicitos p = 2

En esta seccién trabajamos con Qs, asi que la ecuacién (7) toma la forma
[ etomaiel e = pimss) [oOmstolelat, sec. ()
QX Q;

igual que en la seccién anterior ¢ € S(Q,) y ma(t) = (B8,t)2 es el cardcter

cuadratico asociado al simbolo de Hilbert.
En este caso la integral que usaremos es la siguiente.
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Lema 4.1.
% stm >0,
/ X(no2™z)dz = %X(T”no) si—3<m< —1,
(Z;)z 0 stm < —4,
donde 1Mo = 5araw -
Demostracion.
/ X(no2™z)dz = / X(1m02™2)dz
@5y 14292,
Moz
= / X(QT)dZ’ m = —k
142375
AL mnu Y 4
~ g \or) | X\gk=s)
Zo
] si k>4,
B éx(g—ﬁ) sil<k<3.
O]

Consideremos () la funcién caracterfstica del conjunto 1 + 23Zs, y calcu-
lemos su transformada de Fourier.

Lema 4.2. Si ¢(t) la funcién caracteristica del conjunto 1 + 23Zs, entonces

¢(t) = 27x()y(t)
donde 1 (t) es la funcion caracteristica de 273Zs.

Demostracion.

B(t) = / () p(E)de

[ e
142379
:2*3x(t)/ x(23ut)du
Zo

sift] < 23,

1
=273\(¢
X ){o si [¢] > 25
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Primero calculemos la parte derecha de la ecuacién (9)

[ewmsoirta= [ ot

Q; 142375

- / dt
14+2-3Zo

=973,

Para la parte izquierda de la ecuacién (9) tenemos

/@(t)ﬂﬁ(t)ms_ldt: 273 / X(t)ﬂ—ﬁ(t)lﬂs_ldt

Q; 2=370
—23 Y ) / (B[t
WGQ;/(sz )2 77(@;)202*322

Comparando estas integrales con (9), se debe tener que

prss) = 3 ) / Ol (10)
776@;/(@;)2 WQQX N2-37Zo

De acuerdo con [11, p.12], para p = 2, el grupo cociente Q5 /(Q5)? consiste de
ocho elementos, a saber, {+1,+3,+2 + 6} = {1,3,5,7,2,6,10,14}. As{ que en
la suma de la derecha n varia en este conjunto. Por simplicidad, tomaremos los
valores positivos.

Lema 4.3. La siguiente integral

[ xoea

n(Q3)2N273Zy

es igual a

273 (225y(272n9) + ﬁ) , siord(n) =0 mdéd 2,
2-3 (235(27310) + 25y (27 10) + 213%) , siord(n) =1 mod 2.
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Demostracion.
[ oxorta= [ o
n(Q5)2N2-3Z; m 2> =3 no2m LY

m =ord(n)(2)

S e / (027 2) 02" 2] dz
m > —3 Zx
m =ord(n)(2)

Z 27ms / x(1n02™2)dz.

m > —3 A
m =ord(n)(2)

Ahora utilizando el Lema 3.1, tenemos:

Caso 1. ord(n) = 2k,

> /x(7702’"2)dz: > Q’ka/x(no?’%)dz

m> -3 7 k>—1 o
m =ord(n)(2)
=928 / (02 %2)dz + Z 9 2ks / (102%% 2)d=
Z; k>0 ;
= 273225y (27 %) + 2*371 — 12_23 :

Caso 2. ord(n) =2k — 1,

Z 2_mS/X(’I7()2mZ)dZ — 9 Z 2_2ks/X(77022k_1Z)dZ

m Z -3 Z; kZ_l Z;
m =ord(n)(2)

=2° 225/X(7702’3z)dz+/ (no2~* dz+22 2’“/ (102271 2)dz

k>1
z z =

X
2

2—2.9
=2° (2282‘3x(2_3no) + 272 o) + 27 225> :
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Reemplazando en la ecuacién (10) se obtiene:

ri 1
=mg(1) | 2%e?
8p(7‘('[375) ﬂ-ﬂ( )( €? +1_2—28)
+ 75(3) 22505 !
? 1—2-2
+m5(5) (2%%e® + !
p 1—272
+mp(7) (2% !
p 1—272
. mi 11— 225+l
+7m5(2) (23664 - 2&1_2_25> (2.2)
3 Bmi s 1— 2725+l
+75(6) (2 e =
5mi 1— 9225+l
10) (2%eF —2° ————
+ Wﬁ( ) ( e 1—92-2s )
xi 1 —272s+!
14) (23T —s =
+ 77[3( ) ( e 1—92-2s )

Por tdltimo, reemplazamos en (2.2) cada valor de 8 y el correspondiente simbolo
de Hilbert, dado en la siguiente tabla.

n | m(n) | ms(n) | m5(n) | 77(n) | m2(n) | m6(n) | m0(n) | ma(n)
1 1 1 1 1 1 1 1 1
3 1 -1 1 -1 -1 1 -1 1
5 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1
7 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
2 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1
6 1 1 -1 -1 -1 -1 1 1
10 1 -1 -1 1 -1 1 1 -1
14 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1

De donde encontramos los siguientes valores para cada funcién gamma.

1. =1

1—2¢1
p(ﬂ'l,S) 17275
2. B=3,7
,0(71‘375) = i22b t= p(ﬂ—778)
3.8=5

( ) 1 + 925 _ 275+1 1 + 28 + 2725
T5,8) = =
PATS: 2(1 — 2-2) 21+ 2-9)
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4. B=2
plmz,5) = 22(7%),
5. 8="6
p(mg, ) = —i23(s=3),
6. =10
plmio, s) = —2(73).
7. =14
(T4, 8) = i23(s=3),
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