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Resumen. Hoy en d́ıa, las diversas familias de polinomios ortogonales

continúan siendo un área trascendente de investigación para la comu-

nidad matemática. En este art́ıculo, se presentan algunos de los princi-

pales resultados alcanzados por varios matemáticos desde el siglo XIX

hasta la actualidad, correspondientes a los polinomios ortogonales clási-

cos de una variable discreta y sus extensiones.
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Abstract. At present, the several families of orthogonal polynomials

continue being a transcendent research area for the mathematical com-

munity. In this paper, some of the main results obtained for several

mathematicians from the 19th century until the present, correspondent

items to the classical orthogonal polynomials of a discreet variable and

your extensions are presented.
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1. Introducción

Actualmente la teoŕıa de funciones especiales es bien conocida por su impor-
tancia dentro de la F́ısica-Matemática, en especial, la de los polinomios orto-
gonales, por su aplicación en los más diśımiles campos de la ciencia moderna.
Los polinomios ortogonales son entes matemáticos de gran sencillez y con un
sinnúmero de aplicaciones tanto en las Matemáticas, especialmente en las ecua-
ciones diferenciales, combinatoria, teoŕıa de números, álgebra computacional,
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funciones Theta, teoŕıa de grupos, geometŕıa fractal [54], teoŕıa de la aproxi-
mación y la de fracciones continuas, aśı como en la F́ısica y en la Ingenieŕıa en
los campos de la f́ısica cuántica [39, 40], ecuaciones de Schrödinger, entroṕıas
de Shannon, osciladores [39] etc. También, cabe destacar su útil aplicación en
la compresión y análisis de imágenes [4, 18, 29, 47, 52, 56, 57, 58, 60], en la
reconstrucción de rostros [4, 18, 47], en visión por computador [34], en redes
neuronales [31], en el estudio de imágenes médicas [59], en el procesamiento de
señales [42] aśı como en la seguridad de la información entre otros. Realmente,
el estudio de forma sistemática de tales funciones, comienza a finales del siglo
XVIII cuando se trataban de resolver problemas relativos a la mecánica celeste.

Cabe destacar que existen ciertas familias de polinomios ortogonales deno-
minadas comúnmente familias discretas, ya que o su ortogonalidad viene dada
mediante sumas, o bien, son solución de una ecuación en diferencias. El caso
más sencillo lo constituyen los polinomios de Chebyshev discretos introducidos
por éste en 1858 en un breve trabajo titulado Sur une nouvelle série y que luego
amplió en su ensayo Sur l’interpolation des valeurs équidistantes de 1875, cuyo
principal objetivo era construir buenas tablas de fuego para la artilleŕıa rusa.
Luego, para 1905 C. V. L. Charlier introduce por primera vez los conocidos
polinomios discretos de Charlier [20]. También M. P. Kravchuk siguiendo
las ideas expuestas por Chebyshev, en 1929 introdujo una nueva familia de
polinomios ortogonales discretos, los llamados polinomios de Kravchuk. Para
1934, son obtenidos por primera vez los polinomios de Meixner [38]. Otras fa-
milias de polinomios ortogonales son los polinomios de Hahn introducidos por
W. Hahn [27] como caso ĺımite de los q-polinomios de Hahn en 1949 y estu-
diados en detalle por Karlin y McGregor [30] en 1961, quienes le dieron el
nombre. Estas últimas cuatro familias son conocidas como las familias de po-
linomios ortogonales clásicos de una variable discreta sobre una red uniforme
[3, 21, 33, 43, 44, 46], definidos como a continuación se expresa.

Los polinomios mónicos de Charlier vienen definidos del siguiente modo

Cα
n (x) ≡ (−α)n 2F1

⎛
⎝ −n,−x

−α−1

−

⎞
⎠ , α > 0,

los cuales satisfacen la relación de ortogonalidad∑
k≥0

Cα
n (k) (−k)j

αk

k!
= 0, j = 0, . . . , n− 1,

aśı como la siguiente relación de recurrencia

xCα
n (x)=Cα

n+1 (x)+(n+α)Cα
n (x)+αnCα

n−1 (x) ,n ≥ 0,

donde rFs denota la serie hipergeométrica ordinaria en la variable z y

(z)n ≡ z (z + 1) · · · (z + n− 1) , n > 0, (z)0 = 1,

denota el śımbolo de Pochhammer, para más detalle, véase [25, 32, 44].
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Los polinomios mónicos de Meixner vienen definidos del siguiente modo

Mα,β
n (x) ≡ αn (β)n

(α− 1)
n 2F1

⎛
⎝ −n,−x

1− α−1

β

⎞
⎠ , β > 0, 0 < α < 1,

los cuales satisfacen la relación de ortogonalidad∑
k≥0

Mα,β
n (k) (−k)j

αk (β)k
k!

= 0, j = 0, . . . , n− 1,

aśı como la siguiente relación de recurrencia

xMα,β
n (x)=Mα,β

n+1 (x)+
n+α (n+β)

1−α
Mα,β

n (x)+
αn (n+β − 1)

(1−α)
2 Mα,β

n−1 (x) , n ≥ 0.

Los polinomios mónicos de Kravchuk vienen definidos del siguiente modo

Kp,N
n (x) ≡ pn (−N)n 2F1

⎛
⎝ −n,−x

p−1

−N

⎞
⎠ , 0 < p < 1,

los cuales satisfacen la relación de ortogonalidad∑
0≤k≤N

Kp,N
n (k) (−k)j

(
N

k

)
pk (1− p)

N−k
= 0, j = 0, . . . , n− 1,

aśı como la siguiente relación de recurrencia

xKp,N
n (x) = Kp,N

n+1 (x) + [p (N − n) + n (1− p)]Kp,N
n (x)

+ np (1− p) (N − n+ 1)Kp,N
n−1 (x) , n ≥ 0.

En los últimos años, estos polinomios han jugado un papel fundamental en la
compresión y análisis de imágenes [29, 47, 52, 56], en la reconstrucción de rostro
[47], en visión por computador [34], en redes neuronales [31], en el estudio de
imágenes médicas [59] etc.

Los polinomios mónicos de Hahn vienen definidos del siguiente modo

Qα,β,N
n (x) ≡ (α+1)n (−N)n

(n+α+β+1)n
3F2

⎛
⎝ −n,−x, n+α+β+1

1
−N,α+1

⎞
⎠ , α, β > −1,

los cuales satisfacen la relación de ortogonalidad∑
0≤k≤N

Qα,β,N
n (k) (−k)j

(
α+ k

k

)(
β +N − k

N − k

)
= 0, j = 0, . . . , n− 1,

aśı como la siguiente relación de recurrencia

xQα,β,N
n (x) = Qα,β,N

n+1 (x)+(An+Cn)Q
α,β,N
n (x)+An−1CnQ

α,β,N
n−1 (x) , n ≥ 0,

donde

An =
(n+ α+ 1) (N − n) (n+ α+ β + 1)

(2n+ α+ β + 1) (2n+ α+ β + 2)
,
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y

Cn =
n (n+ β) (N + n+ α+ β + 1)

(2n+ α+ β) (2n+ α+ β + 1)
.

Cabe notar que existe otra familia de polinomios ortogonales discretos, también
llamada polinomios de Hahn, los cuales vienen definidos de la siguiente manera
[44]

Q̃μ,ν,N
n (x) ≡ (N + ν − 1)n (N − 1)n

× 3F2

⎛
⎝ −n,−x, 2N + μ+ ν − n− 1

1
N + ν − 1, N − 1

⎞
⎠ , μ, ν > −1.

Además, satisfacen las siguientes condiciones de ortogonalidad∑
0≤k≤N

Q̃μ,ν,N
m (k) Q̃μ,ν,N

n (k)ρ (k) = d2nδm,n, 0 ≤ m,n ≤ N − 1,

siendo

ρ (x) =
1

Γ (x+ 1)Γ (x+ μ+ 1)Γ (N + ν − x) Γ (N − n− x)
,

y

d2n =
Γ (2N + μ+ ν − n)

(2N + μ+ ν − 2n− 1)Γ (N + μ+ ν − n)

× 1

Γ (N + μ− n) Γ (N + ν − n) Γ (n+ 1)Γ (N − n)
.

Nótese que si se escala estos polinomios, haciendo uso de la expresión anterior,
se tiene entonces

Q̂μ,ν,N
n (x) ≡ Q̃μ,ν,N

n (x)

√
ρ (x)

d2n
, n = 0, 1, . . . , N − 1, (1)

los cuales satisfacen las siguientes condiciones de ortogonalidad∑
0≤k≤N

Q̂μ,ν,N
m (k) Q̂μ,ν,N

n (k) = δm,n, 0 ≤ m,n ≤ N − 1.

A partir de estos resultados, para el año 2005, Jian Zhou junto con otros
autores en [57] mostró que dada una imagen digitalizada f (x, y) de tamaño
N ×N el momento de Hahn de orden m+ n viene dado mediante

Hmn≡
∑

0≤x≤N−1

∑
0≤y≤N−1

f (x, y) Q̂μ,ν,N
m (x) Q̂μ,ν,N

n (y) ,m, n = 0, 1, . . . , N − 1,

y haciendo uso de la expresión anterior aśı como de (1) se llega al momento
inverso

f (x, y) =
∑

0≤m≤N−1

∑
0≤n≤N−1

HmnQ̂
μ,ν,N
m (x) Q̂μ,ν,N

n (y) ,
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el cual indica que la imagen digitalizada f (x, y) puede ser reconstruida a través
del cálculo de sus momentos ortogonales hasta el orden 2N − 2. Resultados
similares a los anteriores ya hab́ıan sido dados anteriormente en el año 2003
por Pew-Thian Yap junto con otros autores para el caso de los polinomios de
Kravchuk ; para más detalles véase [47, 52].

En la próxima sección, se darán varias extensiones de estos polinomios es-
tudiadas por algunos autores.

2. Extensiones de los polinomios ortogonales clásicos de una
variable discreta

Actualmente es conocido, que los ilustres matemáticos, Nikiforov y Uva-

rov, introdujeron para el año 1983 los q-polinomios sobre redes no uniformes,
aunque dichos resultados aparecieron más tarde para el año 1985, en una edición
rusa ya completada [43]. A ráız de esto, fueron apareciendo nuevos resultados,
para más detalle, consultar [2, 8, 9, 13, 37, 43, 44, 51]. En el año 2012, Jor-
ge Arvesú y Anier Soria en [13] construyeron una función de Stieltjes en
términos del q-falling factorial

Sq(z) ≡
∑
k≥0

uq
k

qk [z]
(k+1)
q

, (2)

para los q-polinomios ortogonales clásicos (q-Charlier, q-Meixner, q-Kravchuk

y q-Hahn) en una red no uniforme x (s) = (qs − 1) (q − 1)
−1

, donde uq
k son los

q-momentos de orden k y [z]
(k)
q es el q-análogo del falling factorial [13] definido

mediante

[s]
(k)
q ≡ (q−s; q)k

(q − 1)k
qks−(

k
2), k ≥ 1, [s]

(0)
q = 1,

siendo

(a; q)k ≡
∏

0≤j≤k−1

(1− aqj), k > 0, (a; q)0 = 1,

el q-análogo del śımbolo de Pochhammer [25, 43]. Además, probaron que esta
función de Stieltjes, asociada a estos polinomios es solución de la q-ecuación en
diferencias no homogénea

∇ [(σ(s) + τ(s)� x(s+ 1/2))Sq(s)] = τ(s)Sq(s) + Cq, ∇ ≡ �
�x(s+ 1/2)

.
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En particular, para el caso de los q-polinomios de Charlier se tiene que⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

τ(s) = μq3/2 − q1/2x(s),

σ(s) + τ (s)� x(s+ 1/2) = qsx(s) +
[
μq3/2 − q1/2x(s)

]
� x(s+ 1/2),

Cq =
1

eq [(1− q)μ]
,

siendo la función de Stieltjes asociada

Sq(z) =
uq
0

x (z)
1ϕ1

⎛
⎝ q

q;μ(1 − q)q1−z

q1−z

⎞
⎠

=
Cqq

−1/2

x (z)
2ϕ1

⎛
⎝ q−z, 0

q; (1− q)μq
q1−z

⎞
⎠ ,

donde rϕs denota las q-series hipergeométricas básicas, para más detalle, con-
sultar [25, 32]. De igual modo, para el caso de los q-polinomios de Meixner se
tiene ⎧⎪⎨

⎪⎩
τ(s) = q1/2(μqγ+1 − 1)x(s) + μq

γ+2
2 [γ]q,

σ(s) = (q − 1)x(s)2 + x(s),

siendo

Sq(z) =
q−1/2

x (z)
2ϕ1

⎛
⎝ qγ ; q−z

q;μq
q1−z

⎞
⎠

=
q−1/2

x (z)

(
μqγ+1; q

)
∞

(μq; q)∞
2ϕ2

⎛
⎝ qγ , q

q;μq1−z

q1−z, μqγ+1

⎞
⎠

=
uq
0

x (z)
2ϕ2

⎛
⎝ qγ , q

q;μq1−z

q1−z, μqγ+1

⎞
⎠ .

También, para el caso de los q-polinomios de Kravchuk se tiene⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

τ(s) =
q1/2pq(qN − 1)

1− p
− q1/2 (p(q − 1) + 1)

1− p
x(s),

σ(s) = (q − 1)x2(s) + x(s),

Cq = (1− p)
N [N ]q!

Γq (N + 1)
= (1− p)

N
q−(

N
2 )/2,
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siendo

Sq(z) =
Cqq

−1/2

x (z)
2ϕ1

⎛
⎜⎜⎝

q−N , q−z

q;
pqN+1

p− 1
q1−z

⎞
⎟⎟⎠

=
Cqq

−1/2

x (z)

(
pq
p−1 ; q

)
∞(

pq
p−1q

N ; q
)
∞

2ϕ2

⎛
⎜⎜⎜⎝

q−N , q

q;
pqN+1−z

p− 1

q1−z ,
pq

p− 1

⎞
⎟⎟⎟⎠

=
uq
0

x (z)
2ϕ2

⎛
⎜⎜⎜⎝

q−N , q

q;
pqN+1−z

p− 1

q1−z,
pq

p− 1

⎞
⎟⎟⎟⎠ .

Por último para el caso de los q-polinomios de Hahn se tiene⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

τ(s) = −q(1−N−α)/2[α+ β + 2]qx(s) + qα+1+(β−N)/2[β + 1]q[N − 1]q),

σ(s) = q−(N+α)/2x(s) ([N + α]q − x(s)) ,

Cq = qυ̃(α,β,N)−1/2Γq (β + 1)Γq (N + α)

Γq (N)
,

siendo

Sq(z) =
uq
0

x (z)
3ϕ2

⎛
⎝ qβ+1, q1−N , q

q; qN+α−z

q1−z, qα+β+2

⎞
⎠

=
Cq

x (z)
3ϕ2

⎛
⎝ qβ+1, q1−N , q−z

q; qα+1

q1−N−α, q1−z

⎞
⎠ .

Estos resultados, también fueron estudiados para las familias de los polinomios
ortogonales clásicos de una variable discreta sobre una red uniforme, en el año
2013, por los autores Cleonice F. Bracciali, Teresa E. Pérez y Miguel

A. Piñar, los cuales, por ejemplo, para el caso de los polinomios discretos de
Hahn dieron el siguiente resultado

� [(α+ 1 + z) (N − z)S (z)]

= [(α+ 1)N − (α+ β + 2) z]S (z) +
1

N !
(α+ β + 1)N+1 ,
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donde

S (z) =
(α+ β + 2)N

N !z
3F2

⎛
⎝ −N,α+ 1, 1

1
1− z, α+ β + 2

⎞
⎠ .

Para más detalle, consultar [22].

Es importante precisar, que los q-polinomios son objetos matemáticos de
gran interés por sus distintas aplicaciones en diversas áreas de la F́ısica–Mate-
mática. Son significativas sus aplicaciones y su relación con la teoŕıa de parti-
ciones [5], las fracciones continuas, series de Euler, funciones theta y eĺıpticas,
entre otras [6, 7, 24]. A lo anterior hay que añadirle su estrecha conexión con
la teoŕıa de grupos y ciertas estructuras algebraicas, tales como los grupos de
Lie, las álgebras de Lie, los grupos finitos, los grupos cuánticos, las álgebras de
Hecke, las q-álgebras (o álgebras cuánticas) [9, 25, 55]; éstas últimas han sido
usadas para describir el espectro rotacional y vibracional de núcleos atómicos
de las moléculas diatómicas, aśı como en el estudio del problema inverso de la
dispersión cuántica [23], etc., véase para más detalle [1, 19], y las referencias del
mismo, también en todo tipo de funciones especiales, véase por ejemplo [55].

La conexión con la teoŕıa de grupos es mucho más reciente, de hecho, co-
menzó conGelfand y Šapiro en los años 50 los cuales descubrieron la relación
entre los polinomios de Jacobi y el grupo lineal especial SL(2,C). A partir de
ese momento, la literatura que considera dichas relaciones se ha expandido de
manera explosiva. Posteriormente, después de que se hubiesen introducido los
grupos cuánticos, Drinfeld y Woronowicz mostraron que estos grupos es-
taban relacionados con las q-funciones especiales de una forma análoga a como
están relacionados los polinomios de Jacobi y el grupo SL(2,C). También, los
q-polinomios han sido considerados para describir algunas de las propiedades
de los estados cuánticos de los átomos y los fotones [26].

Sus aplicaciones en F́ısica se han incrementado en los últimos años debido
a la introducción de los q-osciladores cuánticos, véase [14, 15, 16, 17] y las
referencias de los mismos. Dichos objetos tienen una gran importancia en di-
versos problemas de la F́ısica–Matemática actual, en sistemas integrales, teoŕıa
cuántica de campos conformes, F́ısica–Estad́ıstica, entre otros. También se han
evidenciado sus aplicaciones en el q-análogo de la teoŕıa cuántica del momento
angular [48, 50], y las q-ecuaciones de Schrödinger [41].

Por otro lado, usando el q-análogo de la teoŕıa cuántica del momento angular
[48, 49] pueden obtenerse diversos resultados relacionados con los q-polinomios,
algunos de los cuales de una forma nada trivial desde el punto de vista de
la teoŕıa de los polinomios ortogonales. Además los coeficientes de Clebsh–
Gordan (6j-śımbolos) de las q-álgebras SUq(2) están relacionados con ciertos
q-polinomios (véase por ejemplo [9, 48, 49]).
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Como es conocido, para el año 1991 en [45], Nikishin y Sorokin conside-
rando r funciones (f1, f2, . . . , fr) de la forma

fj (z) =

∫
�j

dμj (x)

z − x
, j = 1, . . . , r, z ∈ C\�j,

con un desarrollo formal cerca del infinito

fj (z) =
∑
k≥0

ck,j
zk+1

, j = 1, . . . , r,

introducen el concepto de aproximaciones Hermite–Padé de tipo II, en cuyo
caso el objetivo es hallar un polinomio P�n de grado ≤ |�n|, y r polinomios
Q�n,1, . . . , Q�n,r tales que

P�n (z) fj (z)−Q�n,j (z) = O
(

1

znj+1

)
, z → ∞,

donde el denominador común P�n puede ser determinado mediante el sistema
de ecuaciones lineales homogéneas, con a lo sumo |�n|+1 coeficientes incógnitas
y |�n| ecuaciones lineales∫

�j

xνP�n (x) dμj (x) = 0, ν = 0, 1, . . . , nj − 1, j = 1, . . . , r, (3)

siendo los numeradores

Q�n,j (z) =

∫
�j

P�n (z)− P�n (x)

z − x
dμj (x) , j = 1, . . . , r,

y el error de aproximación

P�n (z) fj (z)−Q�n,j (z) =

∫
�j

P�n (x)

z − x
dμj (x) , j = 1, . . . , r.

Además, a los polinomios de grado ≤ |�n| que satisfacen la condición de ortogo-
nalidad (3), Nikishin y Sorokin en [45] los denominaron polinomios multior-
togonales de tipo II.

Más adelante, en el año 2001, Jorge Arvesú junto a otros autores, traduce
(3) al caso discreto e introduce en [12] los polinomios ortogonales múltiples
de Charlier, Meixner, Kravchuk y Hahn. En este trabajo, haciendo uso de los
polinomios (−x)j , plantearon que un polinomio ortogonal múltiple discreto de

tipo II sobre una red lineal, correspondiente a un multi-́ındice �n ∈ N
r, es un

polinomio P�n de grado ≤ |�n| que satisface las condiciones de ortogonalidad∑
0≤k≤N1

P�n (k) (−k)j ρ1,k = 0, j = 0, . . . , n1 − 1,

...∑
0≤k≤Nr

P�n (k) (−k)j ρr,k = 0, j = 0, . . . , nr − 1.



14 A. Soria, E. R. Moreno-Roque & J. B. Mart́ı-Zamora. Polinomios ortogonales clásicos

Aśı de este modo, los polinomios múltiples de Charlier C�α
�n (x) [12], correspon-

dientes al multi–́ındice �n ∈ Nr y al conjunto de parámetros �α = (α1, . . . , αr),
son los polinomios mónicos de grado |�n|, para los cuales se satisfacen las si-
guientes condiciones de ortogonalidad∑

k≥0

C�α
�n (k) (−k)j υ

α1 (k) = 0, j = 0, . . . , n1 − 1,

...∑
k≥0

C�α
�n (k) (−k)j υ

αr (k) = 0, j = 0, . . . , nr − 1,

donde

υαi (x) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

αx
i

Γ(x + 1)
, Si x ∈ R\Z−,

0, en caso contrario.

También en [12] encontraron el siguiente operador de creación

Lαi

�n

[
C�α
�n (x)

]
= −C�α

�n+�ei (x) , i = 1, . . . , r,

donde Lαi

�n viene definido mediante

Lαi

�n [f (x)] ≡ αi

υαi (x)
� [υαi (x) f (x)] ,

para cualquier función continua f (x), i = 1, 2, . . . , r, y�f(x) = f(x)−f(x−1).
Como una consecuencia de lo anterior consiguieron la fórmula tipo Rodrigues
[12]

C�α
�n (x) = (−1)|�n|

⎛
⎝ ∏

1≤j≤r

α
nj

j

⎞
⎠Γ(x+ 1)C�α

�n

(
1

Γ(x+ 1)

)
,

donde

C�α
�n =

r∏
i=1

C�α
ni
, C�α

ni
= α−x

i �ni αx
i .

Luego para el año 2008D. W. Lee en [36] halla la siguiente ecuación en diferen-
cias de orden superior para estos polinomios múltiples de Charlier estudiados
en [12]∏
1≤i≤r

Lαi

�n

[�C�α
�n (x)

]
+
∑

1≤i≤r

ni

∏
1≤j≤r
j �=i

Lαj

�n

[
C�α
�n (x)

]
= 0, donde�f(x)=f(x+1)−f(x),

y más tarde para el 2011 en [28, 53] Walter van Assche da la siguiente
relación de recurrencia

xC�α
�n (x) = C�α

�n+ �ek
(x) + (αk + |�n|)C�α

�n (x) +
∑

1≤i≤r

αiniC
�α
�n−�ei (x) .
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En este mismo año, Hiroshi Miki junto a otros autores, consideró teniendo
en cuenta los operadores de aniquilación y creación [39], el siguiente conjunto
de r Hamiltonianos Hi, i = 1, . . . , r definidos en la forma

Hi =
∑

1≤j≤r

a+j aj +
∑

1≤j≤r

αja
+
j + ai + αi, i = 1, . . . , r,

aśı como los estados |x〉〉 definidos mediante la combinación de los estados
|n1, . . . , nr〉

|x〉〉 = r−x/2e−α1

√
x!

∑
�n≥0

C�α
�n (x)√

n1! · · ·nr!
|n1, . . . , nr〉 , x ∈ N,

en vista a deducir ciertas propiedades de los polinomios múltiples de Charlier,
entre ellas, la siguiente expresión expĺıcita

C�α
�n (x)=

∑
1≤l1≤n1

· · ·
∑

1≤lr≤nr

(−n1)l1 · · · (−nr)lr (−α1)
n1−l1 · · · (−αr)

nr−lr

l1! · · · lr! (−x)l1+···lr ,

y la función generatriz

∑
�n≥0

C�α
�n (x)

n1! · · ·nr!
zn1
1 · · · znr

r = e−(α1z1+···+αrzr) (z1 + · · ·+ zr + 1)
x
.

Los polinomios múltiples de Meixner de primer tipo [12], correspondientes al
multi-́ındice �n ∈ Nr y al conjunto de parámetros �α = (α1, . . . , αr) y β, son

los polinomios mónicos M �α,β
�n (x) de grado |�n|, para los cuales se satisfacen las

siguientes condiciones de ortogonalidad∑
k≥0

M �α,β
�n (k) (−k)j υ

α1,β (k) = 0, j = 0, . . . , n1 − 1,

...∑
k≥0

M �α,β
�n (k) (−k)j υ

αr ,β (k) = 0, j = 0, . . . , nr − 1,

donde

υαi,β (x) =

⎧⎨
⎩

Γ(β + x)

Γ(β)

αx
i

Γ(x+ 1)
, si x ∈ R\ (Z− ∪ {−β,−β − 1,−β − 2, . . .}) ,

0, en caso contrario.

Además, en [12] encontraron el siguiente operador de creación

Lαi,β
�n

[
M �α,β

�n (x)
]
= −M �α,β−1

�n+�ei
(x) , i = 1, . . . , r,

definido mediante

Lαi,β
�n [f (x)] ≡ αi (β − 1)

(1− αi) υαi,β−1 (x)
� [

υαi,β (x) f (x)
]
.
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A partir del cual consiguieron la fórmula de tipo Rodrigues [12]

M �α,β
�n (x)=(β)|�n|

⎡
⎣ ∏
1≤j≤r

(
αj

αj − 1

)nj

⎤
⎦Γ(β)Γ(x+ 1)

Γ(β + x)
C�α
�n

(
Γ(β + |�n|+ x)

Γ(β + |�n|)Γ(x+ 1)

)
.

Luego, de forma similar al caso de los polinomios múltiples de Charlier, D. W.

Lee determina en [36] la siguiente ecuación en diferencias de orden superior
para estos polinomios múltiples de Meixner de primer tipo estudiados en [12]∏

1≤i≤r

Lαi,β+i−r+1
�n

[
�M �α,β

�n (x)
]

+
∑

1≤i≤r

ni

∏
1≤j≤i−1

Lαj ,β+j−r+1
�n

∏
i+1≤k≤r

Lαk,β+k−r
�n

[
M �α,β

�n (x)
]
= 0.

También, para el año 2012 [28] Maciej Haneczok y otros autores trabajan
con la siguiente relación de recurrencia

xM �α,β
�n (x) = M �α,β

�n+�ek
(x) +

⎡
⎣(β + |�n|)

(
αk

1− αk

)
+

∑
1≤i≤r

ni

1− αi

⎤
⎦M �α,β

�n (x)

+
∑

1≤i≤r

niαi (β + |�n| − 1)

(αi − 1)2
M �α,β

�n−�ei
(x) .

Además, para este mismo año, de manera similar al caso de los polinomios
múltiples de Charlier, Hiroshi Miki junto a otros autores en [40], consideró el

siguiente conjunto de r hamiltonianos H�α,β
i , i = 1, . . . , r definidos como sigue

H�α,β
i = ai +

∑
1≤k≤r

a+k ak
1− αk

+

⎛
⎝ αi

1− αi
+

∑
1≤j≤r

αj

1− αj
a+j

⎞
⎠

⎛
⎝ ∑

1≤k≤r

a+k ak + β

⎞
⎠ , i = 1, . . . , r,

aśı como los estados |x, �α, β〉〉 definidos mediante la combinación de los estados
|n1, . . . , nr〉

|x, �α, β〉〉 = N r
x,�α,β

∑
�n≥0

M �α,β
�n (x)√

n1! · · ·nr!
|n1, . . . , nr〉 , x ∈ N,

en vista a deducir ciertas propiedades de los polinomios múltiples de Meixner
de primer tipo, entre ellas, la siguiente función generatriz para estos polinomios

∑
�n≥0

M �α,β
�n (x)

n1! · · ·nr!
zn1
1 · · · znr

r =

⎛
⎝1 +

∑
1≤k≤r

zk
1− αk

⎞
⎠

x ⎛
⎝1 +

∑
1≤k≤r

αk

1− αk
zk

⎞
⎠

−x−β

.
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Los polinomios múltiples de Meixner de segundo tipo [12], correspondientes al

multi-́ındice �n ∈ N
r y al conjunto de parámetros �β = (β1, . . . , βr), βi > 0,

βi − βj /∈ Z, para todo i �= j y 0 < α < 1, son los polinomios mónicos

Mα,�β
�n (x) de grado |�n|, para los cuales se satisfacen las siguientes condiciones

de ortogonalidad∑
k≥0

Mα,�β
�n (k) (−k)j υ

β1,α (k) = 0, j = 0, . . . , n1 − 1,

...∑
k≥0

Mα,�β
�n (k) (−k)j υ

βr,α (k) = 0, j = 0, . . . , nr − 1,

donde

υα,βi (x) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

Γ(βi + x)

Γ(βi)

αx

Γ(x+ 1)
, if x ∈ R\ (Z− ∪ {−βi,−βi − 1, . . .}) ,

0, en caso contrario.

Además, en [12] encontraron el siguiente operador de creación

Lα,βi

�n

[
Mα,�β

�n (x)
]
= −Mα,�β−�ei

�n+�ei
(x) , i = 1, . . . , r,

definido mediante

Lα,βi

�n [f (x)] =
α (1− α)

−1
(βi − 1)

υα,βi−1 (x)
� [

υα,βi (x) f (x)
]
,

aśı como la siguiente fórmula de tipo Rodrigues

Mα,�β
�n (x) =

(
α

α− 1

)|�n|
⎡
⎣ ∏
1≤j≤r

(βj)nj

⎤
⎦ Γ(x+ 1)

αx
M�β

�n

(
αx

Γ(x+ 1)

)
,

donde

M�β
�n =

∏
1≤i≤r

M�β
ni
, M�β

ni
=

Γ(βi)

Γ(βi + x)
�ni

Γ(βi + ni + x)

Γ(βi + ni)
.

Del mismo modo que en los casos anteriores, D. W. Lee determinó en [36]
la siguiente ecuación en diferencias de orden superior para estos polinomios
múltiples de Meixner de segundo tipo estudiados en [12]∏

1≤i≤r

Lα,βi+1
�n

[
�Mα,�β

�n (x)
]
+

∑
1≤i≤r

di
∏

1≤j≤r
j �=i

Lα,βj+1
�n

[
Mα,�β

�n (x)
]
= 0,
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donde

di =

∏
1≤k≤r

(nk + βk − βi)

∏
1≤k≤r−1

k �=i

(βi − βk)
∏

i+1≤l≤r

(βl − βi)
Θ�n,�α,r,

siendo

Θ�n,�α,r =
∑

1≤j≤r

(−1)i+j (nj + βj − βi)
−1

∏
1≤k≤r

(nj + βj − βk)

∏
1≤k≤r−1

k �=j

(nk − nj + βk − βj)
∏

j+1≤l≤r

(nj − nl + βj − βl)
.

También, para el año 2012 [28] Maciej Haneczok y otros autores hacen uso
de la siguiente relación de recurrencia

xMα,�β
�n (x) = Mα,�β

�n+�ek
(x) +

[
(nk + βk)

(
α

α− 1

)
+

|�n|
1− α

]
Mα,�β

�n (x)

+ α
∑

1≤i≤r

ni (βi + ni − 1)

(1− α)
2

r∏
j �=i

ni + βi − βj

ni − nj + βi − βj
Mα,�β

�n−�ei
(x) .

Los polinomios múltiples de Kravchuk [12], correspondientes al multi-́ındice
�n ∈ Nr con |�n| ≤ N y al conjunto de parámetros N y �p = (p1, . . . , pr), son

los polinomios mónicos K�p,N
�n (x) de grado |�n|, para los cuales se satisfacen las

siguientes condiciones de ortogonalidad∑
0≤k≤N

K�p,N
�n (k) (−k)j υ

p1,N (k) = 0, j = 0, . . . , n1 − 1,

...∑
0≤k≤N

K�p,N
�n (k) (−k)j υ

pr ,N (k) = 0, j = 0, . . . , nr − 1,

donde

υpi,N (x) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

N !pxi (1− pi)
N−x

Γ (x+ 1)Γ (N − x+ 1)
, si x ∈ R\ (Z− ∪ {N + 1, N + 2, . . .}) ,

0, en caso contrario.

También, en [12] se consiguió el siguiente operador de creación

Lpi,N
�n

[
K�p,N

�n (x)
]
= −K�p,N+1

�n+�ei
(x) , i = 1, . . . , r,

definido mediante

Lpi,N
�n [f (x)] =

pi (1− pi) (N + 1)

υpi,N+1 (x)
� [

υpi,N (x) f (x)
]
,
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y a partir de dicho resultado obtuvieron la siguiente fórmula de tipo Rodrigues

K�p,N
�n (x) = (−N)|�n|

⎛
⎝ ∏

1≤j≤r

p
nj

j

⎞
⎠ Γ(x+ 1)Γ(N − x+ 1)

N !

×K�p
�n

(
(N − |�n|)!

Γ(x+ 1)Γ(N − |�n| − x+ 1)

)
,

donde

K�p
�n =

∏
1≤i≤r

K�p
ni
, K�p

ni
=

(
1− pi
pi

)x

�ni

(
pi

1− pi

)x

.

De igual modo que en los casos anteriores, D. W. Lee en el 2007 probó en
[35] la siguiente ecuación en diferencias de orden superior para estos polinomios
múltiples de Kravchuk estudiados en [12]∏

1≤i≤r

Lpi,N+r−i−1
�n

[
�K�p,N

�n (x)
]

+
∑

1≤i≤r

ni

∏
1≤j≤i−1

Lpi,N+r−j−1
�n

∏
i+1≤k≤r

Lpi,N+r−k
�n

[
K�p,N

�n (x)
]
= 0.

Luego, para el año 2012 [28] Maciej Haneczok y otros autores utilizan la
siguiente relación de recurrencia

xK�p,N
�n (x) = K�p,N

�n+�ek
(x) +

⎡
⎣(N − |�n|)pk +

∑
1≤i≤r

ni (1− pi)

⎤
⎦K�p,N

�n (x)

+
∑

1≤i≤r

nipi (pi − 1) (|�n| −N − 1)K�p,N
�n−�ei

(x) .

Los polinomios múltiples de Hahn [12], correspondientes al multi-́ındice �n ∈
Nr y al conjunto de parámetros �α = (α1, . . . , αr), β y N , son los polinomios

mónicos Q�α,β,N
�n (x) de grado |�n|, para los cuales se satisfacen las siguientes

condiciones de ortogonalidad∑
0≤k≤N

Q�α,β,N
�n (k) (−k)j υ

α1,β,N (k) = 0, j = 0, . . . , n1 − 1,

...∑
0≤k≤N

Q�α,β,N
�n (k) (−k)j υ

αr,β,N (k) = 0, j = 0, . . . , nr − 1,

donde

υαi,β,N (x) =

⎧⎨
⎩

Γ (αi + x+ 1)

Γ (αi + 1)Γ (x+ 1)

Γ (β +N − x+ 1)

Γ (β + 1)Γ (N − x+ 1)
, si x ∈ R\ (X ∪ Y) ,

0, si x ∈ X,
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donde

X = {−1,−2, . . .} ∪ {N + 1, N + 2, . . .} ,
y

Y = {−αi − 1,−αi − 2, . . .} ∪ {β +N + 1, β +N + 2, . . .} .
También, en [12] se obtuvo el siguiente operador de creación

Lαi,β,N
�n

[
Q�α,β,N

�n (x)
]
= − (|�n|+ αi + β)Q�α−�ei,β−1,N+1

�n+�ei
(x) , i = 1, . . . , r,

definido mediante

Lαi,β,N
�n [f (x)] =

αiβ

υαi−1,β−1,N+1 (x)
� [

υαi,β,N (x) f (x)
]
,

y a partir de dicho resultado obtuvieron la siguiente fórmula de tipo Rodrigues

Q�α,β,N
�n (x) =

(−1)
|�n|

(β + 1)n1+n2∏
1≤k≤r

(n1 + n2 + αk + β + 1)

Γ(x+ 1)Γ(N − x+ 1)

Γ (β +N − x+ 1)

×H�α
�n

(
Γ (β +N − x+ 1)

Γ(x+ 1)Γ(N − x+ 1)

)
,

donde

H�α
�n =

∏
1≤i≤r

H�α
ni
, H�α

ni
=

1

Γ(αi + x+ 1)
�ni Γ(αi + ni + x+ 1).

De igual modo que en los casos anteriores,D. W. Lee probó en [36] la siguiente
ecuación en diferencias de orden superior para estos polinomios múltiples de
Hahn estudiados en [12]∏

1≤i≤r

Lαi+1,β+i−r+1,N−i+r−1
�n

[
�Q�α,β,N

�n (x)
]
+

∑
1≤i≤r

di (|�n|+ αi + β + 1)

×
∏

1≤j≤i−1

Lαj+1,β+j−r+1,N−j+r−1
�n

∏
i+1≤k≤r

Lαk+1,β+k−r,N+r−k
�n

[
Q�α,β,N

�n (x)
]
= 0,

donde

di =

(|�n|+ αi + β + 1)
−1

∏
1≤k≤r

(nk + αk − αi)

∏
1≤k≤r−1

k �=i

(αi − αk)
∏

i+1≤l≤r

(αl − αi)
Ξ�n,�α,β,

siendo

Ξ�n,�α,β=
∑

1≤j≤r

(−1)
i+j

(nj + αj − αi)
−1

(nj + αj + β + 1)
∏

1≤k≤r

(nj + αj − αk)

∏
1≤k≤r−1

k �=j

(nk − nj + αk − αj)
∏

j+1≤l≤r

(nj − nl + αj − αl)
.
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Más tarde, para el 2010, Jorge Arvesú en [10] introdujo por primera vez los
q-polinomios múltiples de Hahn y en el 2012 inspirado en un trabajo de Lee

[36] obtiene la siguiente q-ecuación en diferencias de orden superior para estos
polinomios

⎛
⎝ ∏

1≤i≤r

Dαi+1,β+1,N−1

⎞
⎠ �

�x (s)
Q�α,β,N

q,�n (s) =

− q−(N+|�n|+β−1)/2

⎛
⎝ ∑

1≤i≤r

ξi [|�n|+ β + αi + 1]q Dαi+1,β+1,N−1

⎞
⎠Q�α,β,N

q,�n (s) .

Para más detalle véase [11].
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