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REsUMEN. En este articulo discutimos la estabilidad de cier-
tas aplicaciones armoénicas definidas sobre una superficie de Rie-
mann M con valores en una variedad bandera maximal F(n) =
U(n)/(U(1) x---xU(1)). Usando resultados de NEGREIROS [N3],
estudiamos la estabilidad de una gran cantidad de aplicaciones
armonicas las cuales ya habian sido encontradas por el autor an-
teriormente (véase [P1], [P2],[P3]).
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1. Introduccion

El estudio moderno de aplicaciones arménicas entre variedades riema-
nnianas comenzé6 con EELLS & SAMPSON [ESal, CHERN [Ch] y CALABI
[Ca] e inicialmente se presté mucha atencién a las aplicaciones de la
esfera S? en la esfera S™ o en el espacio proyectivo RP". Posteriormente,
en esta misma direccion, fueron obtenidos resultados muy importantes
por CHERN, CARMO & KoBAYASHI [ChCK], CARMO& WALLACH [CW]
y BARBOSA [Ba]. Los fisicos DIN & ZARZEWSKI [DZ] y GLASER &
STORA [GS] mostraron mas tarde que era util complejificar el problema,
esto es, considerar el encaje totalmente geodésico natural del espacio
proyectivo real RP™ en el espacio proyectivo complejo CP™.

EELLS & WooD [EW], clasificaron todas las aplicaciones armonicas
f: 8% — CP" !, en términos de aplicaciones holomorfas no degeneradas
h: 82 — CP""!. CHERN & WOLFSON [ChW] e independientemente
BursTALL & WooD [BW], clasificaron todas las aplicaciones arméni-
cas f: S? — G1(C"), para k = 2, 3, 4 y 5, en términos de aplicaciones
holomorfas entre estas variedades. Mas generalmente, usando el encaje
de Cartan, UHLENBECK [Uh] clasificé todas las aplicaciones arménicas
f: S? — G1(C"), para k arbitrario, también en términos de datos holo-
morfos.

Recordemos la definicién de aplicacién armonica con el fin de dejar
més claro el propésito de este trabajo. Sean (M, g) y (N, h) varieda-
des riemannianas de dimensién m y n respectivamente. Una aplicacién
¢: (M,g) — (N,h) es arménica si es un punto critico del funcional
energia (véase [EL])

B@) =5 [ ldof,. (1)

donde [d¢| es la norma de la aplicacién lineal do: T, M — Ty, N, la
cual estd dada por

m

|do]> = " (dp(x)(Xs), dp(2)(X0))y, (2)

=1

donde Xj,...,X,, es una base ortonormal de T, M.
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En otras palabras, ¢ es armédnica si y solamente si satisface las ecua-
ciones de Euler-Lagrange

d

IE(G) = | Blo)=0, 3

para toda variacion (¢;), t € (—¢,€), de ¢ (véase [EL]).

EELLS & SAMPSON [ESa], probaron que: wna aplicacion holomor-
fa entre dos variedades de Kdhler necesariamente es armonica. Este
resultado fue generalizado por LICHNEROWICZ [L] asi:

Teorema 1.1. Sean (M,g,J1) y (N, h,J2) variedades casihermiticas
con M cosimpléctica y N (1,2)-simpléctica. Si ¢: (M, J1) — (N, J2)
es una aplicacion holomorfa entonces ¢ es armonica.

Este teorema en realidad nos estda dando un método para construir
aplicaciones armonicas, puesto que si conocemos aplicaciones holomor-
fas podremos producir aplicaciones armoénicas. Recordemos que ¢ es
holomorfa si satisface las ecuaciones de Cauchy—Riemann, las cuales son
ecuaciones diferenciales parciales de primer orden. Las ecuaciones de
Euler—Lagrange son ecuaciones diferenciales parciales de segundo orden,
por tanto el teorema anterior nos da una reduccién en el orden de las
ecuaciones.

Estamos particularmente interesados en el caso en que M es una su-
perficie de Riemann cerrada y la variedad N es una variedad bandera
maximal F(n) =U(n)/(U(1) x---xU(1)). En este caso, la condicién de
que M sea cosimpléctica se verifica inmediatamente pues toda superficie
de Riemann es una variedad de Kéahler y toda variedad de Kahler es
cosimpléctica (véase [Sa]). La condicién de que F'(n) sea (1,2)-simpléc-
tica es conocida, pues las métricas de este tipo sobre F'(n) han sido bien
estudiadas por MO & NEGREIROS [MN1], PAREDES [P1], [P2] y [P3], y
COHEN, NEGREIROS & SAN MARTIN [CNS].

Para aplicar el teorema 1.1 necesitamos usar aplicaciones holomorfas
¢: M — F(n) ya conocidas. Por tal razén, usamos las aplicaciones
de Eells-Wood introducidas por NEGREIROS en [N2]. Las aplicaciones
de Eells—Wood fueron construidas usando los ejemplos de aplicaciones
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holomorfas de una superficie de Riemann M en el espacio proyectivo
CP"~! dados por EELLS & Wo0OD en [EW].

Otra razén para estudiar aplicaciones arménicas de este tipo, es que
cuando M es una superficie de Riemann con una estructura conforme
especial se tiene que, ¢ es armonica si y solamente si es minima. Es decir,
que de esta forma podemos producir ejemplos de aplicaciones minimas
o superficies minimas.

Estos tépicos también son de interés por las posibles aplicaciones fisi-
cas. Recientemente, han sido publicados varios trabajos en fisica en los
cuales se usan variedades bandera (flag manifolds) y aplicaciones arméni-
cas. Entre dichos trabajos podemos mencionar los de KARABEGOV [K],
OwcCzAREK [O], IOANNIDOU & SUTCLIFFE [IS] y FIORESI [F].

Como las aplicaciones armoénicas son soluciones del sistema de ecua-
ciones diferenciales parciales (3) una pregunta razonable es si estas so-
luciones son estables o no. En este articulo presentamos la construccién
de una gran cantidad de aplicaciones armonicas usando las métricas
caracterizadas en [P1] y estudiamos su estabilidad usando resultados
obtenidos por NEGREIROS en [N3].

2. Preliminares

Las variedades bandera complejas que nos interesan estan definidas
por

F(n)={(L1,...,Ly) : L; subespacio de C", dim¢L; =1, L, LL;}. (4)

El grupo unitario U(n) = {A € Mat(n,C) : AA' = I} actia transitiva-
mente sobre F'(n) asi:

U(n) x F(n) — F(n)

(A, (L1,...,Ly)) +— (ALq,..., ALy).

Usando esta accién obtenemos la siguiente representacion algebraica

F(n) =2, (5)
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dondeT'=U(1) x --- x U(1) es un toro maximal en U(n). Por tal razén,

n—veces
estas variedades son conocidas como variedades bandera maximales.

Sea p = T(1)F(n) el espacio tangente a ['(n) en el punto (7). Es
bien conocido que, el dlgebra de Lie del grupo de Lie U(n) es el espacio
vectorial u(n) = {X € Mat(n,C) : X + X' = 0}. Este espacio vectorial
es tal que

un) =poul)s---au(l). (6)

n—veces

Es decir, p es un subespacio vectorial de u(n) y por tanto sus elementos
son matrices complejas n x n (véase [ChE]).

Definicién 2.1. Una estructura casicompleja U(n)-invariante sobre
F(n) es una transformacién lineal J: p — p tal que J? = —1.

BoreL & HIRzEBRUCH [BH]| probaron que existen 2(5) estructuras
casicomplejas invariantes sobre F(n) y éste también es el nimero de
torneos con n vértices. Veamos ahora que es un torneo y su relacion con
estructuras casicomplejas sobre F'(n).

Definicion 2.2. Un torneo con n vértices o n—torneo 7 es un grafo,
consistente de un conjunto finito p1,po, ... ,p, de vértices o jugadores
distintos, tal que cada par de vértices estd unido por exactamente un
arco orientado p; — p; o p; — p;. Si p; — p; decimos que p; le gana a
p; (véase MOON [M]).

Sea 77 un torneo con n jugadores {1,...,n} y 72 un torneo con m
jugadores {1,...,m}. Un homomorfismo entre 7; y 73 es una funcién
¢:{1,....,n} = {1,...,m} tal que

T o ,
s Tt = (o) Zoo) 6 els)=elt).
Cuando ¢ es biyectiva decimos que 77 y 75 son isomorfos. Cada torneo
determina un vector, llamado vector resultado o vector marcador

n
n
(S1y---,5n), tal que ;S’: <2> 7
1=
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(1) (2 (©)
(0,2) (0,1,2) (11,1)
(4) ) (6) (7)
(0,1,2,3) (1,1,1,3) (0,2,2,2) (1,1,2,2)

Ficura 1. Clases de isomorfismos de n—torneos para
n=2,3,4.

y cuyas entradas corresponden al nimero de juegos que cada jugador ha
ganado. Claramente, torneos isomorfos tienen el mismo vector resultado.
Lo contrario no es cierto, pues para n > 5 existen torneos que tienen
el mismo vector resultado y no son isomorfos. Los torneos pueden ser
clasificados en clases de isomorfismos, la Figura 1 contiene las clases de
isomorfismos de torneos para n = 2,3,4 junto con el vector marcador
correspondiente.

El torneo con n jugadores {1, ... ,n}, definido por: i — j < i < j,
es llamado torneo canénico y su vector marcador es: (0,1,2,...,n—1).

Existe una identificacién natural entre estructuras casicomplejas inva-
riantes sobre F'(n) y torneos con n vértices (véase [BS] o [MN2]), la cual
es clave en el estudio de la geometria de las variedades bandera. Dada
una estructura casicompleja invariante J, podemos hacerle corresponder
un torneo 7 (J) con n jugadores {1,... ,n} ast: SiJ(a;;) = (a};) entonces
7 (J) es tal que para i < j

(i —j <= a;j = \/j&m’) 0 (Z —j = a;j = *\/*_10,1']‘) .
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Se dice que una estructura casicompleja J sobre F(n) es integrable si
la variedad (F'(n), J) es una variedad compleja, esto es, admite sistemas
de coordenadas locales complejas con cambios holomorfos de coordena-
das. BURSTALL & SALAMON [BS], probaron que una estructura casi-
compleja J sobre F'(n) es integrable si y solamente si el torneo 7 (J),
asociado a J, es isomorfo al torneo canoénico.

Todas las métricas invariantes a izquierda sobre F'(n) pueden ser es-
critas en la forma (véase [N1] o [Bl])

ds?\ = Z )\ijwij & wyj (7)
.3
donde la matriz A = (\;;) es una matriz real simétrica tal que A;; > 0,
siit#j y \ij =0,si7=j. Las w;; son las formas de Maurer—Cartan de
U(n), las cuales son tales que wj; es una forma diferencial de tipo (1,0)
. . TT) . .

si y solo sit — j y ademas w;; + wy; = 0.
Las métricas (7) son llamadas métricas tipo Borel y son casihermiticas
para cada estructura casicompleja invariante J sobre F'(n). En otras pa-

labras, ds3 (JX,JY) = ds%(X,Y), para X,Y campos vectoriales sobre
F(n). Cuando J es integrable se dice que la métrica es hermitica.

Definicién 2.3. Dada una estructura casicompleja sobre F'(n), defini-
mos la forma de Kahler asociada a esta estructura como

QUX,Y) = ds} (X, JY), (8)
para cada par de campos vectoriales X,Y sobre F(n).

Decimos que F'(n) es casikdhler si d2 = 0. Cuando J es integrable y
dQ) = 0 decimos que F'(n) es Kéhler.

Como 2 es una 2—forma diferencial sobre F'(n) entonces su diferencial
exterior df) es una 3—forma diferencial y por tanto puede ser descom-
puesta en la forma dQ = (dQ)3° + (dQ)>! + (dQ)"2 + (d2)?3, donde
(dQ2)P? es una forma diferencial de tipo (p, q).

Definicién 2.4. Decimos que la variedad (F(n),J,ds%) es (p,q)-sim-
pléctica si (d2)P? = 0. Y decimos que (F(n), J, ds3) es cosimpléctica si
la forma de Kéahler es tal que d*2 = 0, donde d* es la codiferencial o el
dual de la diferencial.



12 MARLIO PAREDES

Recordemos que, debido al teorema de Lichnerowicz (teorema 1.1),
estamos interesados en las métricas (1,2)-simplécticas sobre F(n). En
[P2] y [P3] se estudian varias familias de métricas (1,2)-simplécticas
sobre F'(n) las cuales pueden usarse junto con el teorema mencionado
anteriormente para producir aplicaciones armoénicas ¢: S — F(n), con
S una superficie de Riemann. En el resto de este articulo S represen-
tard una superficie de Riemann.

Definicién 2.5. Una aplicacién ¢: (M, g, J1) — (N, h, J2) es holomorfa
si satisface

dpoJi=Jyodd. (9)

Para aplicar el teorema de Lichnerowicz (teorema 1.1) necesitamos u-
sar aplicaciones holomorfas ¢: S — F(n) conocidas. Para este propdsito,
usaremos las aplicaciones de Eells—Wood introducidas por NEGREIROS
en [N2]. Rapidamente veamos cuales son estas aplicaciones: Sea h: S —
CP"~! holomorfa y no degenerada (h es no degenerada si h(S) no esta
contenida en ningtin CP*, para todo k < n — 1). Localmente, en un
abierto U C S, podemos representar h como

huy = (ugy ..., up—1): S DU — C" — {0},
donde U es tal que 7o hy = h para w: C* — {0} — CP"~!. Esto es,
h(z) = [hu(2)] = [(uo(2), - -, un-1(2))]-

Definimos la k—ésima curva asociada a h como:
Or: S — G (C)
2z v+ hy(2) AOhy(2) A+ AOFhy(2),

para 0 < k <n—1.

Sea

hp: S — Cp!
z o Op(2) N Okya(2),

para 0 < k <n—1.

El siguiente teorema debido a EELLS & WooDp [EW], clasifica las

aplicaciones armoénicas de la esfera S2 ~ CP' en el espacio projetivo
cPL.
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Teorema 2.1. Para cada k, hy,: S — CP" ! es armdnica. Ademds, da-
da una aplicacién armdnica y no degenerada ¢: CP* — CP" !, existen
unicos h y k tales que ¢ = hy.

Este teorema nos da de forma natural las aplicaciones

Ui 8 — Fn)
2o (ho(2) b (2), (10)

las cuales son llamadas aplicaciones de Eells-Wood (véase [N2]).

Una aplicacién ¢: S — (F(n),ds%) es equiarménica si es arménica
para todas las métricas invariantes de tipo Borel ds%. Negreiros [N2]
probé que las aplicaciones de Eells—Wood son equiarménicas.

Una aplicacién ¢: S — F(n) induce aplicaciones m; = p; o ¢: S —
CP"!, donde

Di F(n) — Cp!
(Ll,...,Ln) [ — Lz

Asi, podemos pensar ¢ como n aplicaciones m;, o sea, ¢ = (71, ..., 7y).
El siguiente teorema es debido a BLACK [Bl].

Teorema 2.2. Si ¢ = (71,...,m,): S — F(n) es equiarmdnica enton-
ces ;2 S — CP™ 1 es armdnica para cada 0 <7 <mn —1.

Definicién 2.6. Una aplicacién arménica ¢: (M,g) — (IV,h) se dice
que es estable si

d2

PEO) = |
t=

E(¢) > 0. (11)

BOREL [Bo] probé que, salvo permutaciones, las métricas invariantes
de Kahler ds% estan dadas por la matriz simétrica



14 MARLIO PAREDES

0 A2 A1z + A2 A2+ Aez+Azg o A2+ -+ An—1)n
A12 0 A23 A23 + Aza e A2zt + An—1)n
A2 4+ A2z Azs 0 Aza
Ak =
* * * * o Amezyme1) + A_1yn
. « « « An—1yn
* * * * 0

(12)

LICHNEROWICZ [L] probé el siguiente resultado

Teorema 2.3. Si¢: (M,g) — (N, h) es una aplicacion holomorfa entre
variedades de Kdhler entonces ¢ es armonica y estable.

Este teorema implica que cualquier aplicacién de Eells—Wood ¢: S —
(F(n), ds?\K) es armonica y estable.

Los dos siguientes resultados fueron probados por NEGREIROS en
[N3] y los usaremos para estudiar la estabilidad de nuestras aplicaciones
armoénicas.

Teorema 2.4. Sea ¢p: S — (F(n),ds%,) una aplicacion de Eells—Wood
donde A = (\};) es la siguiente perturbacion de la matriz A = (Nij):
Aij7 si .] =i+1 )
Nij(i < j) = o (13)
)\Z'j—i-e’fij, si j#Fi+1,

con g;; > 0. Entonces ¢ es estable.

Teorema 2.5. Sea ¢p: S — (F(n),ds%,) una aplicacion de Eells—Wood
donde A = (\};) es la siguiente perturbacion de la matriz A = (Nij):
/\ij7 si j=1+1,
Ny < ) = o (14
Aij — &g, st jFI+1,

con g;; > 0. Entonces ¥ no es estable.
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FiGurA 2. Torneo del teorema 3.1

3. Aplicaciones armodnicas

Las aplicaciones armonicas para las cuales queremos estudiar su esta-
bilidad se obtienen, como ya habiamos mencionado anteriormente, usan-
do el teorema de Lichnerowicz (teorema 1.1). Como queremos aplicacio-
nes ¢: S — F(n) y toda superficie de Riemann es cosimpléctica entonces
solo necesitamos escoger métricas (1,2)-simplécticas sobre F(n).

En [P3] fue demostrado el siguiente teorema el cual caracteriza una
gran cantidad de métricas (1,2)-simplécticas sobre F(n). En la Figura
2 hemos usado la representacién introducida por MOON en [M] para
torneos, en la cual, hay algunos vértices entre los cuales faltan algunos
arcos. En esta notacién, se sobreentiende que de cada vértice superior
existe un arco hacia cada uno de los vértices inferiores.

Teorema 3.1. Suponga que J es una estructura casicompleja invarian-
te sobre F'(n) tal que el torneo asociado T (J) es el torneo de la Figura 2.
Entonces, una métrica tnvariante a izquierda ds?x es (1,2)-simpléctica
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si la matriz A = (\;;) satisface, salvo permutaciones, la ecuacion

Aij = Nigi+1) T A1) r2) T AG-1); (15)
parat=1,....n—1yj=2,...,n, excepto para Ain, Aon, - - - Apn, Para
los cuales se satisfacen las siguientes relaciones:

Aon = A2+ Ap,

Azn = A2+ +Aas + Aip,
. (16)

M = M2+ A3+ Ap—1yk + Ain -

Este teorema nos da una familia n—paramétrica de métricas (1,2)—
simplécticas sobre F'(n), para cada 1 < k < n — 3. Ademas, cada una
de estas familias corresponde a estructuras casicomplejas no integrables
distintas. Denotamos la matriz A correspondiente por A¥, dicha matriz
aparece escrita al final de este articulo.

Escribamos este conjunto de familias de métricas (1,2)—simpléticas
sobre F'(n) en la siguiente forma
M, ={¢g" =ds}, : 1 <k<n-3}. (17)

Como consecuencia del teorema de Lichnerowicz (teorema 1.1) obte-
nemos los siguientes resultados

Teorema 3.2. Si ¢: S — (F(n),g), con g € M,,, es holomorfa enton-
ces ¢ es armonica.

Teorema 3.3. Sean g € M; y g € My,. Si ¢: (F(l),g9) — (F(n),g) es
una aplicacion holomorfa entonces también es armdnica.

4. Estabilidad

Los teoremas 2.4 y 2.5, probados por NEGREIROS, muestran que per-
turbando adecuadamente la métrica de Kahler dS%K, donde la matriz
Ak estd dada por la ecuacién (12), podemos obtener otras aplicaciones
armoénicas estables o inestables.

Para k = 1, la matriz A! tiene la forma
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0 A1z Azt A2z 0 Azt F A2y (n—1) Aln
A12 0 A23 oo A2zt Am—2)(n—1) A2zt + An—1)n
Al — A12 + A2z Ass 0
* * * A(n—2)(n—1) Am=2)(n-1) + An-1)n
* * * 0 Atn—1)n
* * * . )\(n_l)n 0

y para la métrica correspondiente tenemos el siguiente resultado

Teorema 4.1. Dada ¥: S — (F(n),ds%l) una aplicacion de Fells—
Wood, tenemos:

(i) Si A < A2+ Aoz + -+ A(n—1)n, entonces 1 no es estable.

(i) St M > A2+ Aoz + -+ )\(n_l)n, entonces 1 es estable.

Demostracion.

(i) Tomando €15, = A1y — (A2 + Aog + -+ + )\(n_l)n), gij = 0 en los
otros casos y aplicando el teorema 2.4 se obtiene que 1) es estable.

(ii) Tomando 1, = Aj2+ Aoz +- -+ A(n—1)n — A1n, €ij = 0y aplicando
el teorema 2.5 se obtiene que ¢ no es estable.

Para k = 2, la matriz A2 tiene la forma

0 A1z Azt A2z 0 Azt F A2y (1) Aln
A1z 0 A23 e Azt Am—2)(n—1) A12 + Ain
) A2 + A2z Agzs 0
A =
* * * " A(n—2)(n—1) An—2)(n—1) T A(n-1)n
* * * 0 Atn—1)n
* * * cee Atn—1)n 0

En este caso tenemos el siguiente resultado de estabilidad.

Teorema 4.2. Dada ¢: S — (F(n),ds3,) una aplicacién de Eells—
Wood, tenemos:
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(i) 81 An = M2 + A2z + - + A(y—1)n, entonces ¢ es estable.
(il) Si Mo+ Ain < Aoz + -+ A(n—1)n, €ntonces ¥ no es estable.

Demostracion.

(i) Tomamos €1, = A\, — (/\12 +-- 1+ )\(n,l)n) >0, €9 = A2+ Ain —
(a3 + -+ + An—1)n) Y €ij = 0 en los casos restantes. Para ver
que €2;, > 0, escribimos €2, = 2A12 + Ain — (M2 + - + Ap—1)n) =
2A12 + €1, > 0. Entonces por el teorema 2.4 se concluye que v es
estable.

(ii) Tomamos €1, = Aj2+-- -+ )‘(n—l)n —Aln, €2p = Agg3+---+ )\(n—l)n
— (M2 4+ Ain) >0 y g5 = 0 en los otros casos. €1, > 0 es
consecuencia de las siguientes desigualdades

An < A2+ Ap S A3+ -+ Ay < A2 A3+ + A 1yn
Entonces por el teorema 2.5 se concluye que ¥ no es estable.

La matriz A3 aparece en las paginas finales de este articulo. Para este
caso tenemos el siguiente resultado, similar a los dos anteriores.

Teorema 4.3. Dada ¥: S — (F(n),ds?\g,) una aplicacion de Fells—
Wood, tenemos:

(i) i An = M2 + A2z + - + A(y—1)n, entonces ¢ es estable.

(i) 99 A2+ A2z + Atn < Aga+ -+ Au_1)n, entonces Y no es estable.

Demostracion.

(i) Tomamos €1, = Aip — (M2 + -+ An—1)n) = 0, €20 = A2+ A1 —
(A2s+ -+ A—1)n)s €30 = A2+ A2z + Atn — (Asa+ -+ Ap—1)n)
y €ij =0 en los casos restantes. Debemos verificar que €2, > 0 y
e3n > 0. Para esto escribimos

Eon = 2)\12 + )\ln - ()‘12 + -+ )‘(n—l)n) = 2)‘12 + e 2> 0

y

€3n = 2XM12+ 223+ Aip — (M2 + A2z + -+ Am1)n)
= 2A12+2X3 + €1, > 0.

Entonces por el teorema 2.4 se concluye que v es estable.
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(ii) Tomamos €1, = A2+ +An—1)n —AMny €20 = A3+ "+ An_1)n
—(M2+ A1), e =2zt +Ap—)n — M2+ A3+ A1) 20 y
€ij = 0 en los otros casos. €1, > 0 por las siguientes desigualdades

A < A2+ Aoz + Aip
< At Apon <Azt A F o+ Ao,
y &2n, > 0, pues

A2 + A1 < A2+ Agg + Aip
S At F Ao <Azt Az Ao

Entonces por el teorema 2.5 se concluye que ¥ no es estable.

La matriz A* se encuentra escrita en las dltimas paginas de este articu-
lo. Para este caso tenemos el siguiente resultado, similar a los anteriores,
y cuya demostracién también es similar a la de los teoremas anteriores

Teorema 4.4. Dada ¥: S — (F(n),ds?vl) una aplicacion de Fells—
Wood, tenemos:

(i) Si A > A2+ A3+ + A(n—1)n, €ntonces v es estable.

(ii) St Mo+ Aoz +Agq + A, < Ags 4+ -0 + )\(nfl)n, entonces ¥ no es
estable.

Por tltimo tenemos el siguiente resultado para A¥.

Teorema 4.5. Dada ¢ : S — (F(n),ds?\k) una aplicacion de FEells-
Wood, con 1 < k <n — 3, tenemos:

(i) 81 An = A2 + A2z + - + A(u—1)n, entonces ¢ es estable.
(ii) St Aa+ -+ )‘(k—l)k + Ain < Ak(k-&-l) + -+ )‘(n—l)n; entonces
no es estable.

Demostracion. La demostracién se hace de forma similar a las anteriores.
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(i) Tomando,

€in = At — (A2 + -+ Ap—1)n);

€in = A2+ Aoz + -+ )‘(z’—l)z’ + AMn
—(Aigi41) + o+ Am—1)n), PaTa i =2,... k,

g;j = 0 en los otros casos.

y aplicando el teorema 2.4 concluimos que 1 es estable.
(ii) Tomando,

Eln = )\12 + e + )\(n—l)n - )\177,7

€in = )\i(i—i-l) +o )‘(n—l)n
_()\12 + -+ )‘(ifl)z’ + )\171)7 para 1= 2, . ,k,

€;j = 0 en los otros casos.

y aplicando el teorema 2.5 concluimos que ) no es estable. M
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