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Un problema de Riemann
para un p-sistema con
flujo no lipschitziano
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ABSTRACT. The Riemann problem for a system having a singularity at the
origin is considered. The problem is first locally solved when the initial data
do not include the origin. The solution in that case involves the three types of
elementary waves: constant states, shock waves and rarefaction waves. Finally,
the case of initial data at the origin is dealt with.
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RESUMEN. Estudiamos el problema de Riemann para un p-sistema que tiene una
singularidad en el origen. Inicialmente encontramos soluciones locales cuando
el dato inicial esta alejado del origen. Las soluciones estdn dadas por estados
constantes, ondas de choque y ondas de rarefaccién. Finalmente, estudiamos el
caso cuando el dato inicial estd en el origen.

*Parcialmente apoyado por el CINDEC 803538.
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1. Introduccién

El problema de Riemann para sistemas 2 x 2 con flujo suave se desarrolla
ampliamente en diversos textos, por ejemplo en [7]. En este articulo divulgativo
adaptamos estas técnicas a un sistema 2 x 2 en el que el flujo presenta una
singularidad en el origen.

Para una comprensién del texto se necesitan algunos conceptos béasicos del
lenguaje de las ecuaciones diferenciales, los cuales se encuentran en la bi-
bliografia. Al mencionar un concepto hacemos referencia al item de la bi-
bliografia en donde puede ser consultado y ampliado.

2. Problema de Riemann

Estudiaremos en este articulo el siguiente problema:

ur—o(v)y =0

Vi — Uy =0

0 U(z,0) = Uo(a) = {

U[Z(Ue,w) <0
U, = (ur,vr) >0

con (z,t) e RX RT, o(v) =v",0<y<1,v>0.

3. Preliminares

En forma matricial el problema se puede escribir como
Ug+ F(U), =0,

con U = (u(z,t),v(z,t)) y F(u,v) = (—v?, —u). La matriz del sistema es
VP =( 0 T
W= —1 0 ’

cuyos valores propios son A\; = —y1/20(=1D/2 Xy = 41/29(r=1)/2; y sus vectores
propios asociados son

S (_71/21}(771)/2’1) , pp= (,),1/21)(7*1)/271) ,
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respectivamente. Como
(2) M({U) < X(U) VUERXR"

el sistema es estrictamente hiperbdlico ([4]).
Ademids el campo r;(U) satisface

®3) VAU) -ri(U) #0  i=1,2,

por lo tanto el sistema es genuinamente no lineal ([4]).
Una solucién para el sistema (1) es una funcién U(z,t) medible tal que U y
F(U) estén en LI (R x (0,00),R?) y

loc

/0 [m {Ua—i +F(U)8_§}d$dt+/oo Uo(x,0)dz = 0,

para todo & € C3(R x [0,00)).

Mostraremos que cuando U; y U, estdn en R%, v > 0, tenemos soluciones
formadas por estados constantes, separados por ondas de choque u ondas de
rarefaccién. Definamos estos conceptos:

i) Estados constantes son soluciones de la forma U(x,t) = constante, que
son claramente soluciones cldsicas del sistema.

ii) Una onda de choque es una solucién U(z(t),t) que es constante e igual
a Uy para z < z(t), t > 0 y constante e igual a U, para z > z(t), t > 0
con z(t) diferenciable.

Segtin [4], z(t) es una recta que sale de (0,0) y cuya velocidad s (inverso
de la inclinacién) satisface la relacién de Rankine-Hugoniot

(4) s[Ue — U] = [F(Ur) — F(U,)],

o en la notacién usual s[U] = [F(U)]. Continuando con [4] trabajaremos
con dos tipos de choques admisibles.
Un 1-choque si

(5) s < Al(U[), )\1(Ur) <s < Az(UT)
Un 2-choque si

(6) MU < 8 < AU Ao(Uy) < 5.
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Por (2), estas relaciones pueden ser escritas asi

207012 < 5 < —y1/2 v§771)/2 (1-choque)

A2 D2 g < A2 072 (2 choque).

Una onda de rarefaccién es una solucién de (1) de la forma

e =1(2) = (1(5) 0 (2)

donde h: R — R? es diferenciable.

Reemplazando en (1) obtemos la siguiente ecuacién para h

dh

(VF =) 4e =

x
0 =—.

, con & ;
Asi dh/d€ es un vector propio de VF asociado al valor propio &.

Luego tenemos dos familias de ondas de rarefaccién correspondientes
a A1, A2. La funcién h es una i-rarefaccién si satisface la condicién
adicional de que \;(h(£)) crece cuando & crece.

4. Solucion del problema

Comencemos estudiando el problema de encontrar estados (u,v) que pueden
ser conectados a la derecha con U, por un 1-choque.

Los posibles estados U deben satisfacer (4). Asf tenemos:

9)

s(ug —u) = —(v] —v7)

s(vp —v) = —(ug — ).

Eliminando s

(10)

u—up = :i:\/(v;zy —v7)(vg — ).

Determinemos el signo en (10). Por (7) vemos que vy > v. De (5) se ve también
que s < 0. Concluyendo entonces, de (9), que u < ug y, por lo tanto, el signo
en (10) es negativo.
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El conjunto de estados que pueden ser conectados con Uy, a la derecha, por
un 1-choque estd dado por

S1(Ue) = {(u,v) ru—ug = —\/(vz —v7)(ve —v); v > v}

Toda recta que pasa por U, intersecta el conjunto S;(U;) a lo méximo en un
punto, pues, suponiendo (u,v) tal que

u—up = _\/(UZ —v")(vg —v) v >,
Uy + t(fan) = (u,v); (fan) € R? , t # 0,

vemos que

U’Y_é-Z
(ve - t)7 = ==

Si tal numero ¢ existe, es unico por el teorema de Rolle.

Ahora observando que

& (Vo7 == 0) = 220 67 == (w20 s

pues vy > vy

%[— \/(vz — ) (v —v)] < 0.

En la figura 1 representamos al conjunto S;(Uy) y a la respectiva solucién del
problema de Riemann.

Y t

T—’ velocidad S

u
Ui

U, U T

S (U)—Y

Figura 1

donde s esta dado por (4).
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Haciendo un andlisis semejante para el caso de un 2-choque tenemos: los

estados (u,v) que pueden ser conectados a la derecha con U, por un 2-choque
estan dados por:

Sa(Up) = {(u,v) :u —uy = —\/(UZ —v7)(vg — ), vy < v}.

También tenemos

a (_\/(vg o)y — v)) <o,

luego toda recta que pasa por Uy intersecta a S2(U;) a lo sumo en un punto.

Asi, en la figura 2 representamos el conjunto S2(Uy) y a la respectiva solucién
del problema de Riemann.

v
L S2 (Ul) velocidad S
U Ul

U
U U, U x

U,

Figura 2

Consideremos ahora el caso de una 1-rarefaccién. Si U(z,t) = h(€), donde
& = x/t, tenemos

(2 ) () = ()

y, por lo tanto,

)/ () =i =

dv
11 2 Am1/2,(0=7)/2
( ) du ’y v b
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"y = / AL/2 y(D/2 gy

2

Como Ap (ug,vr) < A1(u,v), tenemos que vy < v. Asi, el conjunto

Ry (U) = {(u,0) - u—ug = / A2 YD/ gy > )

Ve

representa a los estados (u,v) que pueden ser conectados con Uy a la derecha,
separados por ondas de 1-rarefaccion. Es inmediato que

d ! 1/2 1)/2 d2 ! 1/2 1)/2
_(/7/y<v—)/dy)>0, _2(/7/y(7—>/dy)<0_
dv \ J,, dv v

En la figura 3 representamos al conjunto R; (Uy) y a la respectiva solucién del
problema de Riemann.

velocidad

MY
v

Ry (Uy) ,
0w velocidad
A (U1) 4

Figura 3

La solucién es suave en la faja acotada por las semirectas con velocidad Ay (Uy),
AL (U).

Si A1 (Uyp) < % < M (U), obtenemos U(x,t) = h (%) notando que

o ((5) = ()

encontramos v (z/t), y usando (11) tenemos u (z/t).
El caso de 2-rarefaccién estd dado por

Ry(Up) = {(u,v) :u —uy = / A2y Gy v < g}

Ve
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En la figura 4 representamos el conjunto R2(U;) y la respectiva solucién del

problema de Riemann.
velocidad

v t )\Q(Ul)
L’u Ui velocidad
A2(U)
xr

Ry (Uh)

Figura 4
Las curvas de los conjuntos S1(Uy), R1(Up) y S2(Us), R2(Uy) presentan contacto

de segundo orden en Uy, respectivamente, esto es, sus derivadas hasta el orden
dos son iguales. De hecho, en S; tenemos que

du Vg — {707_1 N v — v }

A — /] =)o —v) v —v
Yy
du 1 [v—v v) — v
li = i - -1, 26 ¥
varqr)le_ dv U%IQI)IZ_ 2 UZ — 7 {’)/U + Vg — U }
1/2
= ()"

En R; tenemos que
. du q—1\1/?
lim — = (’yue ) .

v—v, dv

Analogamente se verifica en los otros casos.

Tenemos asi en una vecindad de Uy una divisién en cuatro regiones disyuntas,
como muestra la figura 5.

f;(Uz) Ry (Uh)
I

U
II IV

S1(Uh) 11 Ry (Un)

Figura 5
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Regresando al problema de Riemann general (1), fijemos U; y dejemos U,
variando. Si U, pertenece a las curvas Si, S2, R, Rs el problema ya fué
solucionado en los comentarios anteriores.

Cuando U, pertenece a alguna de las regiones I, I, III, o IV, procedemos
como sigue. Dado U = (u,v) € R?, ¥ > 0 definamos los conjuntos S;(U),
So(U), R (U), R2(U), como anteriormente, y W;(U) = S;(U)UR;(U) i=1,2.

Consideremos ahora la familia:

F = {WQ(U) U € W1(Ug)}.

Demostraremos que cada punto U, en una vecindad de U, contenida en R?,
v > 0, pertenece a un unico miembro de la familia de curvas F.

Con eso, el problema de Riemann (1) resulta univocamente determinado. La
figura 6 muestra las diferentes posibilidades para U, y la solucién del problema
de Riemann correspondiente.

a) U, en la regién I

Wi (Uy)

U € Rl(Ul), Ur € SQ(U)

b) U, en la regién II

U
U Ur
U U z

Wl(Ul) U € Sl(Ul), U, € SQ(U)

¢) U, en la regién III
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Wi (Uy)
d) U, en laregién IV

U € Rl(Ul), U, € RQ(U)

Figura 6

Veamos ahora que todo punto en una vecindad de U, pertenece a un dnico
miembro de la familia de curvas F.

Supongamos que U, pertenece a la regién I. La recta horizontal v = v,
intersecta W1(Up) en A = (ug,v,) y Wa(Uy) en B. Ver la figura 7.

UL. Wi (U) Wa(Uh)
u

U = (u,vr)

Figura 7
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Consideremos la subfamilia de la familia F definida por {Wa(U) : v, < v <
vy}, la cual induce una funcién ¢: Arco AU, — AB. Esta funcién es continua,
ya que cada curva S3(U), vy < v < v, , tiene tangente positiva.

Como p(A) = A e p(Uy) = B, por el teorema del valor intermedio existe
(w,v) en el Arco AU, tal que ¢(u,v) = (u,v,). Ver la figura 8.

W, (Ur)
n U »(P) in
(w,7) =U
P
U
Figura 8

Veamos que (@,v) es tGnico. En Ry (U;) tenemos que

o)
U—up= / Y2y o2 gy
v

2

y en So(U)
ﬂ—u:\/(ﬁ"’—vﬂ)(ﬁ—m) T < Uy
Con eso,
Qu _ou_ it [7W1+ﬁj_vz]
ov v 2./(@ —v)) (@ —v,) U — vy
T — 7Y — o
=257 i [W‘1+7v UT]>0
! 2,/(@ — ) (T — v,) i T — vy ’

ya que U < v, con lo cual queda demostrada la unicidad.

Las otras situaciones son tratadas de forma anéloga.
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Discutiremos finalmente el caso limite cuando U, = (0,0). Comenzamos
analizando la condicién de Rankine-Hugoniot:

—su ="
—vs = u.

Eliminado s, tenemos u = +v(**Y/2 4 > 0; por (5) y (6) vemos que los
estados que pueden ser conectados con Uy a la derecha por un choque admisible
estan dados por:

So(Up) = {(u,v) : uw = =02 4 >0},
puesto que (6) garantiza que s > 0.
En la figura 9 representamos al conjunto S2(UL) y a la respectiva solucién
del problema de Riemann.

S2(Ug

U

rl =, 0" 7, U, *

Figura 9

Discutamos ahora el caso de ondas de i-rarefaccién. Por lo que vimos anteri-
ormente, los estados que pueden ser conectados con Uy a la derecha, separados
por i-rarefaccién, estdn dados por:

02 e
Rl(U4)={(u,v):u:mv ,v > 0}.

En la figura 10 representamos al conjunto R;(U,) y a la respectiva solucién
del problema de Riemann.
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v Ry (Un) velocidad A1 (Ur)

Ur

U, U,

Figura 10

Asf tenemos el semiplano dividido em tres regiones disyuntas. Ver la figura 11.

v

S2(Ur) Ry (Ur)
I
I 111
u
Figura 11

Como anteriormente, en la regién I el problema de Riemann estd univocamente
determinado por la familia

F={S:(U):U € R (Up)}.

Sa U) Ry (Ul) velocidad A1 (U)

-

U U,

U € Rl(Ul), U, € SQ(U)

Figura 12
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Si U, pertenece a la region ITI, definimos
F ={Ry(U) :U € R (Uy)},
donde

77 271/2 1)/2 1)/2
RQ(U):{(Uav)U—ﬂ:m[E(’Y+ )/ —'U(’Y+ )/:|, ﬁ>U}

U, pertenece a una unica curva de la familia F,

2/(y+1
L s ) O
2912 \y+17" 2

1/2
Y u
U, = (uT,vT) € Ry my£7+1)/2 + 77‘7

La figura 13 muestre la solucién del problema de Riemann.

velocidad )\2 (U)

Ry (Uh)

I

U = (0,0) W) T e R, U, € Ry

Figura 13

Si U, pertenece a la regién II no tenemos solucién al problema de Riemann, ya
que ninguna estado U € S»(Uy) puede conectarse a U, .
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