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Paradigmas para pensar la creacion y fundamentacién geométrica

Mario Dalcin®

RESUMEN

Se comunica una experiencia de indagacion y fundamentacion en el &mbito de la geometria euclidiana que tuvo
como punto de partida un cuadrilatero y los puntos de interseccion de las rectas que contienen a sus lados
opuestos. Los paradigmas geométricos propuestos por Houdement y Kuzniak (1999) y Kuzniak (2006) se usan
para ubicar grosso modo los argumentos puestos en juego en la creacion y fundamentacién de las ideas
geomeétricas que se manejaron en la experiencia.

PALABRAS CLAVES: paradigmas geométricos, fundamentacioén geométrica.

ABSTRACT

We communicate an experience of inquiry and foundation in the field of Euclidean geometry which had as its
starting point a quadrilateral and the points of intersection of the lines that include opposite sides. The geometric
paradigms proposed by Houdement and Kuzniak (1999) and Kuzniak (2006) are used to locate roughly the
arguments brought into play in the creation and foundation of geometric ideas that were handled on experience.

KEYWORDS: geometric paradigms, geometric reasoning.

INTRODUCCION

Este articulo busca comunicar parte de una experiencia de indagacion en el ambito de la geometria
euclidiana. Dicha indagacion se desarroll6 durante tres meses, los comprendidos entre mediados de
febrero y mediados de mayo de 2016. Al iniciar la experiencia —en forma individual- me propuse
registrar la forma en que iba trabajando, es decir anotando las ideas y preguntas que se me iban
ocurriendo y lo que hacia para responder dichas preguntas, el tiempo diario o semanal que le dedicaba
asi como los momentos del dia que me involucraba en la tarea. Todo esto lo fui registrando en un
diario escrito en Word que tiene alrededor de cuarenta paginas asi como en archivos de The

Geometer’s Sketchpad que contienen figuras dindmicas que dan cuenta de las construcciones y
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mediciones que fui realizando en el transcurso de la experiencia. Parte de este diario fue expuesto en el
6° Congreso Uruguayo de Educacion Matematica y puede leerse en Dalcin (en prensa). En el presente
articulo rescato centralmente la parte geométrica del diario mencionado, dejando en un segundo plano

los aspectos emocionales.

UN REFERENTE TEORICO

En Houdement y Kuzniak (1999), asi como en Kuzniak (2006), se proponen tres paradigmas para
concebir el trabajo geométrico:
- Geometria I. La geometria natural. La fuente de validacién es la realidad, el mundo sensible. Hay
una cierta confusién entre el modelo y la realidad. La deduccion se hace centralmente mediante la
percepcion y el uso de instrumentos.
- Geometria Il. La geometria axiomatica natural. La fuente de validacién se basa sobre lo hipotético
deductivo en un sistema axiomatico lo mas preciso posible. Pero dicho sistema axiomatico se
mantiene lo mas fiel posible a la realidad.
- Geometria Ill. La geometria axiomatica formalista. Se cortan los lazos de la geometria con la
realidad. El razonamiento l6gico se impone y los axiomas no se basan en lo sensible, en lo real.
Obsérvese que estos tres paradigmas dan cabida a todo trabajo geométrico que pueda concebirse,
desde el que pueda realizar un nifio en la ensefianza primaria hasta el que pueda realizar un
matematico en el ambito de la geometria. Estas Geometria I, Geometria Il y Geometria I1l no deben
concebirse como una jerarquia donde la Geometria 1l es mejor que la Geometria | y a su vez la
Geometria Il es mejor que la Geometria Il, sino como tres geometrias posibles que nos pueden

permitir reconocer en cual de estas geometrias estamos trabajando en cada momento.

PRIMERA PARTE

12 de febrero. La verdad que no sé como se dio el enganche de lo anterior con esto que sigue. Lo
que si sé es que ayer volvi a enredarme con un cuadrilatero ABCD —consideré uno convexo— Yy los
puntos L y M de corte de sus lados opuestos. No recuerdo por qué construi las circunferencias
circunscritas a algunos —no sé decir cuales ni por qué- de los tridangulos determinados por los seis
puntos. Y me llamaron la atencién cuatro de estos centros, los correspondientes a los tridngulos
LBD, LCD, LAB, LAC, que pueden verse en la figura 1, figura de la cual se eliminaron otras

circunferencias y sus centros que no vienen al caso para mostrar lo que me Ilamé la atencion.
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Fig. 1

¢Habia visto esto antes? No lo creia. La verdad que en caso de haberlo visto antes no lo recordaba
para nada. Ayer fue un dia en el que hice varias vueltas fuera de casa, algunas mas por obligacién,
otras mas por placer, y en la tarde tuve un rato en el que estuve haciendo esta figura. Me alegré de
encontrarle una explicacién a por qué surgia el paralelogramo que se veia. Me fui aclarando al ir

escribiéndolo en un papel.”

Observemos que en lo recogido en esta parte del diario mi pensamiento estuvo trabajando en el
ambito de la Geometria I al haber identificado visualmente la presencia de cuatro puntos (en medio de
unos cuantos mas que no se incluyen en la figura) que me parecian eran vértices de un paralelogramo.
Segui pensando en el ambito de la Geometria | al construir el cuadrilatero, resaltar su interior y
arrastrar alguno de los puntos originales A, B, C, D para constatar que visualmente se mantenia el
paralelogramo. Pasé a pensar en el ambito de la Geometria Il cuando busqué una explicacion de por
qué en esas condiciones surgia el paralelogramo y luego de recurrir a un papel para hacer anotaciones
consegui elaborar una demostracion. Dejo al lector la posibilidad de poner en juego sus propias ideas
en el &mbito de la Geometria Il para demostrar que el paralelogramo que ve con los 0jos en la

Geometria | también es un paralelogramo en la Geometria Il.

“¢Habria otros paralelogramos? Ahi fue que me surgio la pregunta de ¢cuantos triangulos habia en

la configuracidn de los puntos A, B, C, D, L, M?”

Nuevamente dejo al lector la posibilidad de que elabore su propia respuesta a estas preguntas, sobre
todo a la segunda. En mi caso, que tengo una especial aversion a los problemas de contar, confieso que
di con una respuesta que me satisfizo definitivamente recién después de varios intentos fallidos y de

haber estado convencido de varias respuestas intermedias que posteriormente me daba cuenta eran
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erradas. Al formularme la segunda pregunta confiaba en que teniendo todos los tridngulos posibles
tendria que construir todos sus respectivos circuncentros y de esa manera podria construir nuevos

paralelogramos. Pero de hecho segui otro camino.

“En cuanto abri Sketchpad pudo mas el buscar otro paralelogramo y procediendo por analogia con

el que ya tenia hecho —después de algunos fracasos que oculto— lo obtuve, lo hice aparecer.”

Los tridngulos considerados en esta ocasién fueron MBD, MAD, MCB, MCA (Fig. 2).

Fig. 2

Seguia sin saber cuantos eran todos los triangulos que se podian formar a partir de los seis puntos
iniciales A, B, C, D, L, M. A pesar de esto segui identificando tridngulos y construyéndoles sus
respectivos circuncentros y circunferencias circunscritas. En esta nueva figura logré identificar un

tercer paralelogramo (Fig. 3).
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Fig. 3

¢Circuncentros de qué tridngulos eran los que generaban este tercer paralelogramo? De ADC,
ADM, LDC, LDM (Fig. 4).

Fig. 4

El 13 de febrero si estuve seguro de cuantos tridngulos habia en la configuracion de puntos A, B, C,
D, L, M. Eran los siguientes (ver Fig. 5): LAB, MCB, LBM, DAB, DCB, ABC, LBD, MBD, ADC,
LCD, MAD, DLM, LCM, MAL, LCA, MAC.

Revista Reloj de agua, Numero 13, ISSN 1688-6089

25



Sabiendo qué triangulos eran y que los tenia a todos, me puse a construir sus respectivos
circuncentros y circunferencias circunscritas. Eran 16 circuncentros y 16 circunferencias las que me
proponia construir. La figura me resultaba cada vez mas abigarrada, como puede apreciarse en la

siguiente figura (Fig. 6). Estaba en eso cuando vi un cuarto paralelogramo.

N

Fig. 6
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Los triangulos que le daban origen a sus vértices eran BAL, BLM, BMC, BCA (ver Fig. 7).

Fig. 7

“13 de febrero. Me surgia una nueva pregunta: ¢pasa algo interesante con los centros de los cuatro
paralelogramos? Lo que fantaseaba es que podian determinar un nuevo paralelogramo.

Arrastrando A y pensando por donde estarian ubicados esos centros de paralelogramo ya se me
termind la fantasia. No me parecia que determinaran ningn paralelogramo. De todas maneras
construi los centros de los paralelogramos. Para ello consideré una diagonal de cada paralelogramo
y construi su punto medio. De las dos diagonales —de cada uno de los cuatro paralelogramos— elegi
construir la que unia vértices comunes a dos paralelogramos (segmentos punteados en la figura
siguiente). De esa manera surgié un nuevo cuadrilatero cuyos puntos medios eran los centros que

necesitaba. Los construi. Y ahi pensé: jpero qué tarado!

Fig. 8
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Si los centros de los paralelogramos eran puntos medios de un cuadrilatero, entonces -segin ya lo
habia creado Varignon- determinaban un paralelogramo.

Me qued6 una sensacion ambigua. ¢(Era interesante que surgiera ese quinto paralelogramo?
Inicialmente me parecié que no. La sensacion fue generada por no haber predicho que ese
paralelogramo necesariamente iba a surgir, por haberlo visto primero con los ojos antes de que con
el pensamiento siendo la propiedad de Varignon tan conocida por mi. Pero después me parecié que
si era interesante. Le daba a la configuracién un equilibrio, una simetria. Y a mi cierta

tranquilidad, cierta paz.”

Releyendo esta parte del diario caigo en la cuenta que inicialmente al pensar en el ambito de la
Geometria | me habia llevado a engafio considerando que los centros de los cuatro paralelogramos no
determinaban un quinto paralelogramo. Fue recién al pensar en el &mbito de la Geometria Il que me

resultd claro, deductivamente claro, que el quinto cuadrilatero era un paralelogramo.

SEGUNDA PARTE

El 2 de abril volvi a releer la parte del diario referida a los cuatro paralelogramos determinados por
algunos circuncentros de triangulos que surgian de los seis puntos A, B, C, D, L, M. Mientras lo hacia
me surgio la pregunta ¢;pasara algo similar si se consideran los baricentros de los mismos tridngulos de
los que consideré sus circuncentros?

Construi en Sketchpad los baricentros de las mismas cuatro cuaternas de triangulos que habia
considerado antes: LBD, LCD, LAB, LAC; MBD, MAD, MCB, MCA; ADC, ADM, LDC, LDM,;
BAL, BLM, BMC, BCA.

i'Y los baricentros de cada cuaterna determinaban cada una de ellas un paralelogramo!

Fig. 9

¢Pasaréa algo interesente con los centros de estos cuatro paralelogramos? Hice una construccién en

Sketchpad y tuve la respuesta en el &mbito de la Geometria .
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Fig. 10

iLos cuatro centros determinaban un quinto paralelogramo! En base a la Fig. 10 pude elaborar una
demostracion en el ambito de la Geometria Il. ;Y si se consideran los ortocentros de las mismas cuatro

cuaternas de triangulos?

Fig. 11

i'Y los ortocentros de cada cuaterna determinaban cada una de ellas un paralelogramo!
(Para que puedan apreciarse mejor, en la figura se resaltaron los lados de dos de estos paralelogramos
y se resalto el interior de los otros dos).

¢ Pasara algo interesente con los centros de estos cuatro paralelogramos?

Nuevamente hice una figura dindmica y busqué responder la pregunta en el &mbito de la Geometria I.
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Fig. 12

Y me llevé una sorpresa: jlos cuatro puntos estaban alineados! Pero observando con mas atencion
los puntos no estaban alineados de cualquier manera sino que mantenian las distancias de unos
respecto de los otros como en un paralelogramo que se hubiese achatado, que hubiera degenerado en
cuatro puntos alineados.

No se me ocurri6 como demostrar la alineacién de los cuatro puntos que determinaban el
paralelogramo degenerado en el ambito de la Geometria Il.

La tercera pregunta que me surgié fue acerca de si pasaria algo interesante si consideraba los
centros de los tres paralelogramos que habian surgido en quinto lugar, es decir los centros de los
quintos paralelogramo surgidos de los circuncentros, los baricentros y ortocentros. A sus centros les

Ilamé o, g y h respectivamente.

og=1,12624 cm
gh=2,25248 cm

gh
— =2,00000
0g

Fig. 13
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En la Geometria | no me quedaba ninguna duda que los puntos o, g, h estaban alineados y que la
relacion entre sus distancias era 2.0g = gh. En la Geometria Il no tenia la mas remota idea de cémo
demostrarlo.

Lo que habia construido al final del proceso no era ni mas ni menos que una relacion anéloga a la

construida por Euler para los tridngulos.

TERCERA PARTE

Sabia de la existencia de una relacién de Euler para cuadrilateros (Miakyshev, 2006) pero tenia un
origen distinto a la que habia conseguido construir mediante los paralelogramos. Busqué en Internet si
habia algo referido a esta configuracién recién construida. En Ehrmann (2004) me enteré que la
alineacion de los cuatro ortocentros era obra de Jacobo Steiner en 1828. EI mismo articulo incluia una
demostracion actual del hecho. No encontré otro articulo que mencionara ni siquiera algo parecido a lo
gue estaba buscando. Pero si encontré la pagina de Mathematics de Chris van Tienhoven (van
Tienhoven, 2012), quien busca escribir una Encyclopedia of Quadri-Figures cuya primera parte ha
logrado completar; tiene una extensién de 250 paginas y esta disponible en su pagina. A este autor lo
consulté via correo electronico sobre mi construccion. Tuve su respuesta el mismo dia y en ella dice

que en su Encyclopedia of Quadri-Figures hace una distincion entre:

“Cuadrangulo: sistema de 4 puntos/vértices con 6 rectas; Cuadrilatero: sistema de 4 rectas con 6
puntos de interseccién/vértices; Cuadrigono: sistema de 4 puntos unidos en forma ordenada por 4

rectas.”
Y a continuacién:

“Tu primer paralelogramo viene del cuadrigono ACDB con punto de corte de diagonales L. El
centro del paralelogramo es QG-P9.
Tu segundo paralelogramo viene del cuadrigono ACDB con punto de corte de diagonales M. El
centro del paralelogramo es QG-P9.
Tu tercer paralelogramo viene del cuadrigono ACLM con punto de corte de diagonales D. El
centro del paralelogramo es QG-P9.
Tu cuarto paralelogramo viene del cuadrigono CALM con punto de corte de diagonales E. El

centro del paralelogramo es QG-P9.”

Me pregunto, ;qué es esto de QG-P9? El mismo link que me agrega en su correo me lleva a la

seccion QG-P9: 2™ QG-Quasi Circumcenter de su péagina.

“Hay incluso un conjunto de dos cuadrigonos adicionales que también dan origen a estos
paralelogramos: DLMB (con punto de corte de diagonales C), DBLM (con punto de corte de

diagonales A).”
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Con las indicaciones de Chris vuelvo a observar mi figura dindmica y efectivamente puedo
construir nuevos paralelogramos que no habia visto inicialmente. Es verdad que si habia reparado en
ciertos puntos (que también eran centros de circunferencias circunscritas a triangulos de la
configuracion inicial) sueltos pero no se me habia ocurrido que podian ser vértices de nuevos

paralelogramos.

Fig. 14

Considero que los argumentos de Chris estan dados en el ambito de la Geometria Il y esto hizo
posible aclarar la presencia de algunos puntos sueltos asi como unificar bajo la idea rectora de
cuadrigono la existencia de estos paralelogramos. Este pensar en la Geometria Il deja al descubierto
que basicamente hay una Unica propiedad —cada cuadrigono genera un paralelogramo y este
paralelogramos genera a su vez un punto QG-P9- que se aplicd a distintos cuadrigonos. Esta
propiedad ordena, unifica, aclara y posibilita un trabajo exhaustivo donde yo —mediante la
consideracion de circuncentros de tridngulos— me habia estado moviendo en una zona de bruma en la
cual habia conseguido construir solo algunos de los paralelogramos posibles y sus respectivos centros.

El correo electronico de Chris sigue asi:

“Cuando se trabaja con centros de gravedad el centro del paralelogramo es QG-P8. Cuando se
trabaja con ortocentros el centro del paralelogramo es QG-P10”.
“Tus centros o, g, h son puntos conocidos, que son en realidad: QL-P6, QL-P12, QL-P2” 2

> Se sugiere acceder a las secciones QL-P6: Dimidium Point, QL-P12: QL-Centroid or Lateral Centroid, QL-P2:
Morley Point de la pagina Mathematics de Chris van Tienhoven.
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Después de explicarme en términos de cuadrilateros y cuadrigonos cuél fue mi proceder agrega:

“Por cierto, tu forma de trabajar es un método nuevo para mi. Por lo visto, cuando se trabaja en

forma combinacional de una manera consistente se obtienen lindos resultados.”

A MODO DE FINAL

Lo que me interesa rescatar aqui de la experiencia es la presencia de las Geometria |, Geometria 11
y Geometria Il conviviendo en forma armoniosa y complementaria. El pensar y fundamentar acorde
al paradigma que implica cada una de estas geometrias aport6 a la forma de pensar y fundamentar de
las otras, es decir que cada una de estas tres formas de pensar la geometria se vio enriquecida por las
ideas y argumentos provenientes de las otras.

En esta experiencia intervinimos solamente dos personas pensando en paradigmas geometricos
distintos y ambos resultamos enriquecidos por el intercambio, obvio que yo fui el més favorecido por
todo lo que me enteré y me sigo enterando que existe.

Considero que Geometria I, Geometria 1l y Geometria Il pueden sernos de utilidad, tanto para
estudiantes como para profesores ya sea de ensefianza primaria, secundaria o terciaria, para dar cabida
a todas las ideas que puedan surgir en los cursos cuando abordamos situaciones geométricas. Parece
natural que en una clase, donde intervienen méas de dos personas, las ideas geométricas que se pongan
en juego sean variadisimas y por lo tanto que el proceso de produccion y consideracion de ideas
geomeétricas sea frondoso. Tener en cuenta estos tres paradigmas geométricos puede ser una buena via
de dar cabida y hacer concientes los argumentos que se manejan en los cursos tanto por parte de

estudiantes como del profesor y de desarrollar nuestras formas de pensar la geometria.®
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