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RESUMEN

Este articulo reporta la experimentacion de un recorrido de estudio e investigacion (REI) en un curso de tercer
afio de bachillerato. En este se intenta, mediante la modelizacidn funcional, proponer una experiencia de trabajo
en el aula en la que se modifiquen tanto las reglas usuales del contrato didactico como el vinculo de los
estudiantes con los contenidos habitualmente presentes en la matemdtica escolar, para pasar a una
corresponsabilidad entre profesor y alumnos en la toma de decisiones y una ruptura con los compartimentos
estancos de la desarticulacion de la matematica escolar, respectivamente, en consonancia con el paradigma

emergente del cuestionamiento del mundo.
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ABSTRACT

This article reports the testing of a study and research path (SRP) in a third-year course of high school. Through
functional modeling, we propose an experience in the classroom in which both the usual rules of the didactic
contract and the relationship between students and the contents usually present in school mathematics, are
modified to move to a shared responsibility between teacher and students in decision-making and a break with
the separated compartments of the disarticulation of school mathematics, respectively, in consonance with the
emerging paradigm of questioning the world.

KEYWORDS: SRP, modeling, questioning the world.

INTRODUCCION

En la experiencia de formacion de profesores de matematica, cada vez mas, aunque de manera adn
sigilosa, nos encontramos con que los futuros profesores formulan preguntas del tipo ¢por qué las
metodologias de trabajo en las clases de matematica del profesorado son tan divergentes con las

metodologias sugeridas a partir de los estudios en las clases de didactica de la matemética? En el doble

! Profesora de Matematica, egresada del Instituto de Profesores Artigas. Se desempefia como profesora de

Andlisis | y Didactica | en el CFE y como profesora de Matematica en el CES.
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rol de trabajar en clases de didactica de la matemética y en clases de matematica, en una institucion
que yuxtapone la matematica y la didactica, esa pregunta se puede analizar como un reclamo implicito
de hasta cudndo. Las clases de matematica, al decir de los futuros profesores, no les dan respuesta de
cémo tratar tal o cual tema en las clases de ensefianza media. Las clases de didactica no son suficientes
para romper con los modelos de ensefianza que el futuro profesor hereda, a partir de sus vivencias
como alumno desde la educacion primaria a la formacién como profesor. En un principio de respuesta
a este reclamo y como tema de tesis para la Maestria en Ciencias en Matematica Educativa (CICATA-
IPN, México) se desarrolld una investigacion desde la que se propone responder como comenzar
procesos de estudio en un programa de formacion de profesores de matematica que puedan ir en la
direccion de superar esas dicotomias, comenzando por una propuesta didactica, particularisima, para el
tratamiento de como ensefiar las derivadas, en un curso de Andlisis | del Instituto de Profesores
Artigas (IPA). Esta propuesta tuvo como motivacion inicial el contacto con los procesos de estudio
que en el marco de la teoria antropoldgica de lo didactico se denominan recorridos de estudio e
investigacion (REI). La primera experimentacion de los mismos se desarrollé durante el afio 2014 en
un grupo de tercer afio de bachillerato de la diversificacion fisico-matematica, en un colegio privado
de Montevideo. Bajo el titulo de La camiseta de Luis Suarez, se desarroll6 un REI que mediante la
modelizacion funcional ubicaba a los estudiantes en posicion de predecir comportamientos de una
variable y de decidir qué parametros les permitirian tomar las mejores decisiones, segun los criterios
que ellos mismos debian disefiar y explicitar. Por razones de extension, en este articulo reportaremos
solamente esa primera experimentacion con alumnos de secundaria.

Veamos a continuacion una brevisima revision de algunos elementos de la teoria antropoldgica de

lo didactico presentes en este articulo.

ALGUNOS ELEMENTOS DE LA TEORIA ANTROPOLOGICA DE LO DIDACTICO

La Teoria Antropoldgica de lo Didactico (en adelante TAD), provee de un modelo para el analisis
de la actividad humana en su dimension institucional. En Castela y Romo (2011, p. 85) se plantea la
siguiente definicién de institucién:

Las instituciones, es decir, organizaciones sociales estables, enmarcan las actividades humanas y
simultaneamente las hacen posibles por los recursos que estas instituciones ponen a disposicion de sus

sujetos. Estos recursos materiales e intelectuales han sido producidos por comunidades, a lo largo de

procesos de enfrentamiento a situaciones problematicas, para resolverlas con regularidad y eficacia.

Las actividades humanas pueden ser analizadas mediante la nocion de praxeologia. Desde la TAD
se propone que cualquier actividad humana puede ser modelada considerando dos bloques: practico

(praxis) y tedrico (logos). La praxis corresponde al “saber hacer” y se compone de dos elementos: los

tipos de tareas (T) y las correspondientes técnicas (r) , 0 maneras de resolver dichas tareas. El logos
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corresponde al saber y se compone de la tecnologia (6) y de la teoria (@) entendiéndose por la

primera el discurso que explica, produce y justifica las técnicas y por la segunda el discurso mas
general que explica, produce y justifica las tecnologias. En resumen, se postula desde la TAD que
cualquier actividad humana puede ser modelada por praxeologias, en particular, la matematica, tanto
en su fase de produccion como en su fase de estudio.

En los Gltimos treinta y cinco afios, diversos autores han considerado los procesos de modelizacion
como un aporte para la mejora de los procesos de ensefianza y aprendizaje de la matematica. La
nocion de modelizacion, tradicionalmente se ha entendido como una respuesta matematica a
problemas de contexto extra-matematico, mediante la aplicacion del ciclo de modelizacion (Blum y
Niss, 1991) que se esquematiza en la siguiente figura, tomada de Bosch, Garcia, Gascon y Ruiz
(2006).

Situacion problema — Modelo real — Modelo matematico
A simplificacion
idealizacion
estructuracion matematizacion

Fig. 1. Ciclo de modelizacion. Fuente: Bosch, Garcia, Gascon y Ruiz (2006)

El problema de la modelizacion, desde esta mirada, asume la transparencia tanto de las
caracteristicas de las “situaciones reales” a ser modeladas como de los procesos cognitivos implicados
en el propio proceso de modelizacion. Unos afios mas tarde, el propio Niss (1999; p. 21) plantearia las
limitaciones del ciclo de modelizacion aplicado a la ensefianza: “no hay una asociacién causa-efecto
inmediata entre los conocimientos matematicos tedricos y la habilidad de resolver problemas
matematicos no rutinarios”.

En el desarrollo posterior del trabajo con los procesos de modelizacién en el aula, se fueron
incorporando los cuestionamientos a los problemas “del mundo real” a ser elegidos para modelizar asi
como las implicancias de los procesos cognitivos involucrados al realizar un proceso de modelizacion.
En base a la incorporacion de estos Gltimos, Blum (2005) reformula el ciclo de modelizacién como

sigue:
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Fig. 2. Reformulacion del ciclo de modelizacién. Fuente: Bosch, Garcia, Gascon y Ruiz (2006)

Ahora bien, ¢cémo reformula la TAD el problema de la modelizacion en la matematica? La TAD
se ubica dentro del Programa Epistemol6gico y este postula la problematizacion del modelo
epistemoldgico de la matematica. Esto implica que ya no solo se incorporan los cuestionamientos a la
transparencia del proceso de modelacién, los problemas a modelar o los procesos cognitivos
involucrados en el proceso de modelacion, sino que, al considerarse toda la matematica como una
actividad de modelizacidn, pasan a estar en cuestion también los propios conocimientos matematicos.
Por lo tanto, para la TAD, la pregunta vinculada al problema de la modelizacion pasa a ser ;qué
praxeologias se deben reconstruir y articular para generar cuestionamientos a las razones de ser de las

organizaciones matematicas?

El punto de partida relevante para el disefio de un proceso de estudio no deberia ser el caracter mas o
menos real de las cuestiones iniciales, sino la posibilidad que éstas ofrezcan para crear un complejo
articulado e integrado de organizaciones matematicas que permita el desarrollo de una actividad
matematica amplia en una determinada institucion escolar y que tenga en cuenta las restricciones y

condiciones impuestas por esta institucién. (Bosch et al, 2006, p. 49)

Esta vision del problema de la modelizacion implica la superaciéon de explicarlo en términos de
ciclo de modelizacidn, para hacerlo desde la concepcion de praxeologia, sus niveles de complejidad y
la articulacion de las mismas. Esto no presupone una ruptura con el resto de los tratamientos del
problema de la modelizacién, sino una ampliacién del mismo y de su alcance. En lugar de ocupar un
campo particular dentro de la investigacion, desde la TAD, los problemas de modelizacion son el
centro de cualquier problema matematico y por lo tanto se encuentran presentes en cualquier

investigacion.
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VISITA DE MONUMENTOS VERSUS CUESTIONAMIENTO DEL MUNDO

Desde el paradigma dominante en la ensefianza matematica actual, al decir de Chevallard (2013) la
visita de monumentos, la funcion de la educacién matematica en cualquier nivel escolar, pero con gran
énfasis en el nivel secundario, es la de proponer a los estudiantes un paseo por las obras matematicas
ya construidas y seleccionadas por un grupo de expertos, con el fin de reconocer esas obras para
compartir la admiracion por ellas. Es asi que desde esta vision se establece como objetivo de la
formacidn de los profesores de matematica la necesidad de que estos conozcan estas obras relevantes
en profundidad y a su vez de que dispongan de buenas condiciones comunicativas para transmitirlas a
sus estudiantes. En toda esta secuencia que va desde qué se debe ensefiar a como se debe hacer, no
aparecen cuestionamientos a los motivos por los que se seleccionan y como se secuencian tales o
cuales contenidos cuyo conocimiento se considera imprescindible para toda una generacion o mas
(dependiendo de la duracién en el tiempo de los programas vigentes). ;Por qué se ensefia el arco capaz
y no se ensefia el desarrollo del binomio de Newton en la educacién secundaria en Uruguay? ¢;Por qué
las derivadas aparecen en los programas curriculares por primera y Gnica vez en el Gltimo afio del
bachillerato, y solo en algunas especialidades? Estas y otras tantas cuestiones no son formuladas por
los profesores como institucion; se aceptan como transparentes y se adecua tacitamente a ellas todo el
trabajo de ensefianza. El acuerdo de silencio implicito en el contrato didactico tiene tal fuerza, que en
general, los considerados buenos estudiantes, no cuestionan el porqué de aprender tales o cuales
conceptos, dejando en solitario las débiles protestas individuales de los no tan buenos estudiantes.

Tampoco aparecen cuestionamientos a la eficacia de este tipo de enfoque, si el objetivo a cumplir
es que los estudiantes aprendan matematica: ¢cuantas veces como docentes nos enfrentamos a que afio
tras afio los estudiantes parecen no haber aprendido nada sobre determinados conceptos recurrentes en
los programas curriculares como el de funcién (a manera de ejemplo)? La solucién que se propone
desde la visita de monumentos es que el profesor debe revisitar los monumentos, observarlos mas
detalladamente y proponer una mejor descripcion de los mismos. Con eso se asume que los alumnos
los conoceran mejor. De esta manera, se transfiere toda la responsabilidad de determinar qué se puede
hacer para mejorar la educacion matematica a las habilidades comunicativas del profesor en solitario,
transformando la tarea de los docentes en un perverso juego de culpas cada vez que no se logra que un
estudiante dé una buena descripcion del monumento en cuestién.

Pero hay otro cuestionamiento histérico, sociolégico y hasta politico a este paradigma, formulado
por Chevallard (2013), que lo ubica en relacién a sistemas de organizacion social y estatal previos a
las concepciones actuales de las democracias. La relacion de poder entre profesores y estudiantes que
se establece en el paradigma de la visita de monumentos es vertical: el profesor tiene el poder del
conocimiento y el alumno tiene la debilidad de la ignorancia. Una réplica en el micro mundo de la
clase de las relaciones de poder entre los gobernantes y los gobernados de las sociedades no

democraticas 0 con democracias débiles. En las sociedades democraticas actuales, en las que se
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defienden los valores de la participacion y corresponsabilidad en la toma de decisiones que nos atafien
a todos, parece por lo menos arcaico que en el &mbito de la educacidn las relaciones de poder ignoren
estos principios.

En respuesta a este paradigma vigente (pero en decadencia) sobre la educacion, y a partir de los
postulados de la TAD, Chevallard (2013) propone un paradigma didactico en construccion: el
paradigma del cuestionamiento del mundo. Postula como principios basicos de este paradigma que la
educacion debe tender a formar ciudadanos herbartianos, procognitivos y exotéricos. Herbartianos (en
homenaje a Johann Heinrich Herbart, creador de la Pedagogia) en el sentido de que el motor que los
mueve para aprender es la “actitud receptiva hacia el planteamiento de preguntas sin respuesta y
problemas sin resolver” (Chevallard, 2013, p. 168); procognitivos en el sentido de propender al
conocimiento que estd por construirse y no a la revision del conocimiento del que se dispone;
exotéricos en oposicién a esotéricos, entendiendo esto Gltimo como conocedores por completo de los
conocimientos disponibles sobre una disciplina. En ese sentido, exotéricos como inmersos en un
proceso indefinido de estudio en el que siempre hay lugar para construir conocimiento sobre una

disciplina.

RECORRIDOS DE ESTUDIO E INVESTIGACION

Para que los postulados anteriores, acerca de lo que es deseable que la educacion provea a los
individuos, sean realizables, es deseable contar con un proceso de estudio, fundado en la teoria de
respaldo (en este caso la TAD) que provea un marco desde el cual idear las acciones a llevar adelante.

Desde la TAD se propone un dispositivo didactico que analiza las actividades de modelizacion en
términos de cuestiones y de respuestas: los recorridos de estudio e investigacion. Este proceso de
estudio, desarrollado en Chevallard (2004), aparece como respuesta a las miradas formalistas y
monumentalistas de la educacion. Desde estas miradas, la construccion del conocimiento tiene su
esencia en replicar los procesos ya desarrollados, en el primer caso, y reconocer un conocimiento ya
terminado, en el segundo. De esta manera, se dejan de lado las preguntas que llevaron a la humanidad
a construir respuestas, privilegiando los saberes involucrados para crear las respuestas. Asi, la
ensefianza, en particular la ensefianza matematica, es un vehiculo de saberes ahistoricos en el sentido
de atemporales y despojados de los avatares que las diferentes generaciones atravesaron para lograr su
reconstruccion provisoria y actual. En cambio, en coherencia con la formulacién del contraparadigma
cuestionamiento del mundo, Chevallard (2004) propone la funcionalidad de los procesos de estudio.
Es decir, rescatar las cuestiones y sus respuestas como motor que genera los procesos de estudio. De
este modo, los saberes adquieren sentido en tanto pueden proveer de respuestas a cuestiones fecundas.
De ahi que se ird en la busqueda de los saberes en tanto sean funcionales a dar una respuesta a la

cuestion que dio origen al proceso de estudio. La articulacion de estas cuestiones y sus respuestas, que
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a su vez generan nuevas cuestiones y nuevas respuestas, es entonces lo que conocemos como

recorridos de estudio e investigacion (REI).

Los REI cOMO PROFESORA EN ACCION

La actividad La camiseta de Luis Suéarez fue implementada con un grupo que tenia a mi cargo
durante el afio 2014 y como parte del trabajo practico del curso de Maestria al que hice referencia en

un apartado anterior. He aqui la actividad tal y como fue propuesta a los estudiantes de secundaria.
Actividad: La camiseta de Luis Suarez

La empresa Nike es la encargada de proporcionar al Futbol Club Barcelona de la indumentaria

deportiva, tanto para sus practicas habituales como para sus presentaciones oficiales.

QATAR

AIRWAYS

Nike esta interesada en saber como evolucionaran las ventas de la camiseta nimero nueve (la
de Luis Suarez), en la ciudad de Barcelona, en los meses siguientes a su primera actuacion oficial
en el clasico frente al Real Madrid, el pasado 25 de octubre de 2014.

La empresa nos ha proporcionado los datos de ventas semanales de dicha camiseta, en todas las
tiendas que posee en Barcelona, desde el 9 de agosto de 2014. Los mismos se recogen en la

siguiente tabla:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Semana

9/8 16/8 23/8 30/8 6/9 13/9 20/9 27/9 4/10 | 11/10 | 18/10
Camisetas
N° 9 120 125 124 133 128 187 204 253 297 450 500
vendidas

1) Representen en GeoGebra los datos de la tabla anterior, tomando como abscisa las semanas y
como ordenada la cantidad de camisetas.

2) Utilicen dos parametros a y b para representar la familia de rectas de ecuaciony = ax + b.

a) ¢Para algun valor de a y/o b la recta de la familia contiene a todos los puntos que representaron
en la1? ;Por qué?
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b) Elijan una recta que les parezca es la que pasa lo més cerca posible de todos los puntos. Relaten
coémo la eligieron y describan qué diferencias de ordenadas hay entre los puntos del grafico de la
recta y los puntos representados originalmente, para cada valor de la abscisa.

c) Segun la recta que eligieron, ¢cuantas camisetas vendera Nike en la semana previa a la Navidad
de 20147

3) Realicen las mismas tareas que se les solicitaron en la parte 2), pero para una familia de
parabolas de imagen g(x) = cx* + dx + j.

4) Realicen las mismas tareas que se les solicitaron en la parte 2), pero para una familia de
funciones exponenciales de imagen h(x) = « e #*, en donde e es el nimero de Euler conocido por
ustedes.

5) a) Si fueran los duefios de Nike, ¢cudl curva de las que seleccionaron anteriormente les gustaria
que representara la cantidad de camisetas vendidas en la semana previa a la Navidad? ;Por qué?

b) Un equipo de otro grupo, cuando realiz6 esta actividad, probd también usando familias de
funciones polinémicas de tercer grado. Dijeron que si ellos fueran el duefio de Nike, elegirian esa
curva. ¢ Estan de acuerdo con ellos? ;Por qué?

¢) Si ahora ademas tienen en cuenta que la poblacion de Barcelona es de alrededor de 1620000

habitantes, ¢eligen la misma curva que en la parte a)? ;Por qué?

ANALISIS DE LA EXPERIMENTACION

De los siete estudiantes que participaron en la actividad, tres eran muy buenos estudiantes, dos
tenian un buen rendimiento y dos un desempefio regular. La actividad estaba pensada para realizarse
en parejas pero como eran siete estudiantes, se armaron tres grupos: dos grupos de dos estudiantes y
uno de tres. La forma de armar los grupos fue elegida por ellos y quedaron distribuidos de manera que
cada uno de los muy buenos estudiantes quedaron en grupos diferentes, es decir los grupos tenian
composiciones parejas en cuanto a que en los tres habia muy buenos estudiantes y estudiantes buenos
o regulares. Como veremos luego, esto tuvo influencia determinante en la riqueza y en la diversidad de
aportes de los distintos grupos.

El tiempo real de aplicacion fue de una primera sesién de ochenta minutos y una segunda de
sesenta minutos, es decir dos horas y veinte minutos en total.

En lo previo habia considerado que mis intervenciones comenzaran con el planteo al grupo del
problema de realizar una prevision de ventas de un tipo de camisetas, para lo cual les proporcionaria
los distintos tipos de familias de funciones con los que los estudiantes trabajarian. Una vez que cada
grupo eligiera una curva particular de la familia, se debatiria en general sobre los porqués de la
seleccion y cuél consideraban mejor.

Después del trabajo con los tres tipos de familias y sus posteriores debates, se trabajaria en
devolverle al modelo matematico su dosis de realidad al contrastarlo con el problema original. En todo

este tiempo, los estudiantes trabajarian en sus grupos y Yo iria recorriendo el salén para detectar
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hallazgos o dificultades de los estudiantes, de manera que en los debates posteriores pudiera mediar
entre los diferentes equipos. Las dificultades esperadas eran: 1) que los estudiantes demandaran una
necesidad de guia excesiva al enfrentarse a un tipo de tarea que les es practicamente desconocida (el
modelado matematico) y les podia generar mucha inseguridad, 2) escasez de tiempo para resolver las
distintas tareas. Si aparecia la primera dificultad pensaba resolverla devolviéndoles a los estudiantes la
pregunta con la consigna de que se trataba de una tarea en que las decisiones eran de ellos y que no iba
a ser yo quien las validara o refutara sino el grupo entero a partir de una discusion y una
argumentacion compartida. Para la segunda dificultad simplemente habia previsto proporcionarles el
tiempo que necesitaran.

Los estudiantes que realizaron esta actividad estaban habituados a trabajar con familias de
funciones polinémicas en general, pero particularmente con las de primer grado, las cuadréticas y las
clbicas. También tenian buen dominio de trabajo con funciones potenciales, exponenciales y
logaritmicas. Conocian las funciones trigonométricas elementales aunque estaban habituados a usarlas
en un formato mas algebraico que grafico. En la tarea se proponia un trabajo con las primeras familias
de funciones mencionadas. No estaba previsto trabajar con indicadores estadisticos para validar la
eleccion de la curva que se les solicitaba, pues no tenian conocimientos previos ni de lo mas elemental
de estadistica. Se esperaba que los estudiantes construyeran una forma de validar la seleccion de los
modelos en base a criterios que ellos decidieran y justificaran. La dificultad prevista era, precisamente,
como construirian algan tipo de indicador para seleccionar la curva particular para cada familia. De no
surgir ninguna idea por parte de los estudiantes, se les sugeriria tener en cuenta el calculo de error
realizado para cada punto e intentar definir un criterio general a partir de los errores puntuales. Un

analisis de la implementacion se presenta a continuacion.

ORGANIZACION DE LOS EQUIPOS Y ROLES DE SUS INTEGRANTES

La primera sesion comenz6 con los estudiantes separandose en tres grupos: (1) E1, E2 y E3, (2) E4
y E5, (3) E6 y E7. Una vez que les presenté la actividad de prevision de ventas de la camiseta nimero
nueve del FC Barcelona comenzaron a organizarse para la tarea. Les dije que cada equipo debia tener
un secretario pues, en las puestas en comun, cada equipo debia copiar los datos en la pizarra para la
discusion general. Asi que en cada grupo un estudiante predominantemente manejaba la PC y otro
tomaba notas de los resultados y escribia las respuestas a las preguntas. En el grupo de tres integrantes
los dos estudiantes, E2 y E3, se alternaban en el uso de la PC y la estudiante, E1, obraba de secretaria
(comentario aparte: las cuestiones de discriminacion de género aparecen inevitable y
lamentablemente...).

En el trabajo con la familia de funciones de primer grado hubo discusiones muy ricas y llevo un
tiempo considerable para que los estudiantes se pusieran de acuerdo en como seleccionar la mejor

recta. De hecho los ochenta minutos de la primera sesion se fueron solo en esa parte, esto me hizo
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temer que el tiempo que teniamos al dia siguiente no iba a ser suficiente para lo que restaba del
trabajo.

Debo aclarar que el trabajo con GeoGebra, en particular los deslizadores, no presentd ninguna
dificultad para los estudiantes pues trabajaban con este programa graficando funciones y usando

deslizadores desde el comienzo del curso (ocho meses antes).

GESTION DEL REI Y SU COMPLEJIDAD ANTE DIFERENTES ACTITUDES ESTUDIANTILES

El trabajo realizado por los estudiantes en torno a la familia de funciones polinémicas de primer
grado fue extendido a las otras familias de funciones, cuadraticas y cubicas, como se ilustra a
continuacion.

Grupo (1): lo primero que me llamé la atencion en la discusion de este grupo fue que se tomaron un
tiempo especial para elegir qué rango de variacién le daban a los deslizadores. Discutieron qué rango
de valores era mas conveniente para la pendiente de la recta y qué rango para la imagen de cero, con
mucha minuciosidad. Una vez puestos de acuerdo en ese punto pasaron a discutir cdmo elegir la recta.
E2 argumentaba que debian elegir la recta que pasara por la mayor cantidad de puntos. Frente a mi
pregunta de por qué debian elegir esa recta su respuesta fue “porque eso es lo que hacemos en la clase
de fisica”. E1 decia que esa eleccion no le parecia conveniente porque elegida asi “podia quedar muy
lejos de los otros puntos”. Proponia elegir una recta que “mas o menos pasara cerca de todos los
puntos aungue no pasara por ninguno”. Los dejé en esa discusion para ir viendo en qué estaban los
otros grupos y por supuesto no manifesté ninguna inclinacion por ninguna de las respuestas. Cuando
volvi a pasar por el grupo (1), habian decidido tomar el criterio de E1 dado que E3 se habia
convencido de que ese era el mejor criterio, a regafiadientes de E2. Debo decir que E2 es un estudiante
poco afecto a cuestionar a los profesores asi que si un profesor le dijo, o él entendi6 que le dijo, que
algo se hace de una manera, él considera que no hay nada que discutir. Es un alumno al que este tipo
de tarea le resulta altamente incomoda pues necesita que todo el tiempo el profesor valide lo que hace.
En cambio tanto E1 como E3 son alumnos muy independientes que a lo largo de todo el afio dieron
sefiales de apropiarse de los problemas y de resolverlos. Como el clima se habia tensionado en este
punto, en este grupo, les propuse que trabajaran con las dos rectas posibles que estaban proponiendo y
que cuando decidieran un criterio general de toda la clase, ahi podian decidir con cual recta se
guedaban. En la siguiente pasada por el grupo se habian decidido por la idea de E1 y el resto del
trabajo lo hicieron con ese criterio.

Grupo (2): E4 y E5 no tuvieron problemas en acordar elegir la recta que “a 0jo” pasara mas cerca
de todos los puntos. Tomaron un criterio para elegir los coeficientes de la ecuacién de la recta que
luego mantuvieron para las otras curvas: eligieron valores enteros en la variacion de los deslizadores.

Cuando les pregunté por qué habian tomado esa decision su repuesta fue “porque queda mas linda”.
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Es decir, primaron criterios estéticos de qué es lo que consideran nimeros lindos, mas que la mayor
proximidad de la recta a los puntos.

Grupo (3): E6 y E7 tomaron un criterio similar al del grupo anterior, pero eligieron coeficientes no
necesariamente enteros. Ese era su criterio la primera vez que pasé, pero en la segunda observé que lo
habian cambiado. Me contaron que encontraron un botdn que decia regresion lineal y que lo usaron “a
ver qué pasaba”. Les parecio que la recta que les devolvia era muy similar a la que habian elegido
ellos, pero se quedaron con la que da el programa porque “tiene que ser mejor si es la que da el
programa”. Entonces les pregunté con qué criterio el programa elegiria esa recta y si bien no dieron
una respuesta inmediata se quedaron pensando y propusieron una respuesta en la puesta en comdn.
Como los otros grupos demoraban en los célculos, y este grupo dominaba mejor la hoja de célculo del
programa, comenzo a trabajar con la familia de funciones cuadraticas antes de la puesta en coman.

Veamos el registro en la pizarra de los resultados obtenidos por los tres grupos para luego seguir

con el analisis de la discusion.

Fig. 4. Trabajo de los tres equipos en la pizarra (fotografia tomada por la autora)

Aqui los tres grupos compararon las ecuaciones elegidas, los errores en los célculos para los datos
gue se daban y los que se estimaba con la recta, asi como las estimaciones para las ventas de Navidad
y para las semanas tres y seis (datos faltantes). Aclaro que la idea de error como diferencia de los
valores estimados con los valores reales, considerada en valor absoluto, no fue tema de discusion.
Simplemente lo plantearon como una idea transparente. Probablemente porque hacian uso
habitualmente de esa idea de error en sus clases de Fisica. Todos estimaron los datos de las semanas
tres y seis tomando la imagen de tres y de seis en la recta elegida. Pero frente a que las estimaciones de
ventas que obtenian eran: (1) 767, (2) 770, (3) 784, la pregunta a responder pasé a ser con cuél se
quedaban y por qué. La respuesta inmediata fue la que da ventas mayores. Pero enseguida E5 observé
“pero es la que cuantas mas semanas tomas da error mas grande”, a lo que sus comparfieros no
supieron qué responder. Oficiando de mediadora, les conté a los grupos (1) y (2) que el grupo (3)
habia encontrado una funcion del programa que les habia elegido la recta y les pregunté cual les
parecia que seria el criterio con el que el programa la elegia. El grupo (3) propuso que podia ser
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calcular el promedio de los errores y como en ese momento terminé la sesion, quedo la pregunta
“¢.promedio?” al final de la pizarra para responder al dia siguiente.

E3 falto el segundo dia pues estaba enfermo asi que el grupo (1) qued6 integrado por E1y E2.

Comenzamos la clase retomando la discusion de como elegir cual era la mejor recta y reafirmaron
la idea del promedio. Les solicité entonces que calcularan esos promedios. Cada grupo calculd su
promedio de errores y entonces seleccionaron entre todos la que daba error promedio menor.

En el trabajo con la familia de funciones cuadraticas ya no hubo indecisiones en como elegir la
curva. Todos seleccionaron la que parecia pasar mas cerca de todos los puntos y como les planteé que
debian en la puesta en comdn elegir la mejor de las tres, ya hicieron el promedio de errores y lo

presentaron como se observa en las siguientes fotos:

Fig. 5. Trabajo con funciones cuadraticas (fotografia tomada por la autora)

Los datos obtenidos para las ventas de Navidad fueron: (1) 1326 con error promedio 35,7 (2) 1080
con error promedio 36,7 (3) 1388 con error promedio 31,3. En forma inmediata la mayoria del grupo
dijo “hay que elegir la tercera: jvende mas y tiene menos error!”. Pero, y aqui viene lo sorprendente
para mi, E5 dijo que no le convencia. Su explicacién fue la siguiente: “la tercera vende mas, tiene
promedio de error mas chico pero los errores estdn méas separados, hay errores entre 4 y 74. Pero en
las otras los errores estdn mas juntos”. Y ahi, inmediatamente los demaés, que entendieron su idea de
la dispersién de los errores, miraron qué pasaba en cada uno de los casos: para el grupo (1) una
dispersion maxima de errores de 49, para el (2) de 66 y para el (3) de 70. Entonces decidieron tomar
como criterio evaluar los dos nimeros: el error promedio y la distancia entre el error médximo y el error
minimo, eligiendo la curva que diera los dos menores. En este caso se les presentd una situacion
interesante porque no se minimizaban ambos para la misma curva. Eligieron la curva del grupo (2)
pues tenia error promedio no mucho mayor que los otros dos pero dispersion significativamente
menor. La palabra dispersion la mencioné al pasar en medio de esta conclusion y la tomaron con toda
naturalidad sin necesidad de dejar por escrito una definicién ya que a esta altura de la implementacion
estaba mas que claro que la finalidad del trabajo no era la precision matematica desde lo que ya esta

instituido sino la produccion de los estudiantes de una o varias formas de justificar los criterios
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intuitivos que surgian. Como el grupo (3) trabajaba muy velozmente, mientras los deméas hacian los
calculos para la funcion cubica, ellos se pusieron a tratar de modelar con otro tipo de funciones.
Comenzaron intentandolo con una exponencial. La idea que tenian era algo del estilo f(x) = a* + b, y
trataban de que b se pareciera al comportamiento de la semana uno. No les convencié mucho lo que
obtenian entonces les sugeri probar con otras familias: logaritmicas y potenciales. El trabajo que
hicieron con este tipo de familias no lleg6 a ponerse en comun pues los otros dos grupos trabajaban
mas lentamente.

Cuando hicimos la puesta en comuln, surgieron algunos datos interesantes pues ahi ademas, se
discutieron las respuestas de las tres Gltimas preguntas: “otro grupo experimentd con funciones
cubicas y concluyd que era lo mejor ¢estas de acuerdo?, ¢cual funcion te gustaria que describiera las
ventas si fueras el duefio de Nike? ;Cudl es tu respuesta sabiendo que Barcelona tiene
aproximadamente 1620000 habitantes?” Nuevamente comenzaron calculando el error promedio y la
dispersién del error para decidir, pero se encontraron que la funcién que mejoraba esos valores daba
ventas muy bajas. Inclusive menores a las cuadraticas. Esto los llevé a pensar que tenian que
incorporar otros criterios que no se llegaron a definir pues no se les ocurrian ideas y yo no los queria
inducir dado que ya habia marcado bastante la actividad al plantear las familias de funciones para
trabajar. Ademas no era el objetivo de la actividad dar un curso acelerado de estadistica sino promover
el trabajo de modelado con familias de funciones.

Una de las funciones cubicas tenia coeficiente principal negativo pero era la que daba mejor los
pardmetros que habian tomado como decisores. Entonces les pregunté por cuanto tiempo mas alla de
la Navidad se podria vender esta camiseta. Alguno propuso dos afios. Entonces les pedi que calcularan
cada uno con su funcion cubica cuantas camisetas se venderian a los dos afios. Al grupo del
coeficiente principal negativo le dio una venta menor que con la funcion lineal, es decir las ventas
bajaban considerablemente. Aqui surgié entonces la opinion de E7: “pero esa camiseta no la van a
hacer para mas de seis meses. Por eso del marketing cambian de camisetas cada vez que empieza una
temporada”. Calcularon entonces qué pasaba a los seis meses y resultaba dar la mejor venta. Entonces
les pedi que calcularan hasta qué semana esa curva daba el mejor pronostico de ventas y E4 calcul6
gue era hasta la semana cuarenta. Se decidieron por esa curva pues llegaron a la conclusién de que
para este problema el largo plazo no iba més alla de seis meses.

A todo esto estabamos en las dos horas previstas. Pero habian hecho mucho méas de lo que yo
esperaba y debo reconocer gratamente que con el avance del trabajo, aumentd el entusiasmo por la

tarea, en lugar de disminuir.

CUESTIONES QUE PERMANECIERON SIN RESPUESTA

Quedaba por contestar la pregunta en la que debian tener en cuenta la poblacién de la ciudad. Ahi

no hicieron célculos pero si aparecio en la discusion que no solo tenian que tener en cuenta las ventas
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de cada semana sino la suma de ventas totales y que ese era el numero que deberia decidir si era
razonable las ventas previstas. El grupo (3) que habia trabajado con familias de exponenciales,
potenciales y logaritmicas, planted que las exponenciales no podian ser porque estimaban unas ventas
nada creibles para una ciudad con esa cantidad de habitantes pero no se lleg6 a una respuesta respecto
a esto.

Finalmente, como cierre de la actividad les conté que la estadistica, rama de la matematica que
ellos practicamente desconocian, se ocupa de definir parametros que ayuden a tomar las decisiones
gue ellos tomaron en esta actividad y que si deseaban comparar lo que habian hecho con célculos
estadisticos, podian explorar en GeoGebra las funciones ajuste lineal, polindmico, etc., tratando de
investigar qué significado tienen todos los otros datos que da el programa (R, R? etc.) sin
proporcionarles yo una explicacién de qué son. Con esto terminamos la actividad (y el curso ya que

solo nos restaba realizar la Gltima evaluacion).

CONCLUSIONES DE ESTA IMPLEMENTACION

Observando esta implementacion en retrospectiva y teniendo en cuenta elementos de la TAD, se
pueden agregar conclusiones en la linea del analisis de las praxeologias construidas y reconstruidas.
En la fase inicial del modelado por familias de funciones lineales, estos alumnos idearon una técnica
no habitual en la clase de matematica: “mover” gréficos realizados en GeoGebra para resolver la tarea
de aproximarlos a una serie de puntos. Esta técnica es nueva en el sentido de que el procedimiento es
enteramente grafico y no algebraico, considerando a la funcién lineal como un objeto transformable.
Por mas que la familia de funciones estaba expresada con un par de deslizadores, el gesto no era
cambiar esos parametros sino arrastrar el grafico hasta lograr la posicion deseada y a partir de ahi
determinar los coeficientes en la expresion de primer grado. Lo habitual en las clases de matematica es
una solucién algebraica al problema: a partir de una expresion analitica f(x) = ax + b, e imponiendo
condiciones como por ejemplo que la recta contenga a tal par de puntos, hallar a y b mediante la
resolucién de un sistema de dos ecuaciones con dos incdgnitas. El desarrollo de esta técnica fue
posible debido al conocimiento avanzado que los estudiantes tenian del manejo de GeoGebra y al
trabajo previo con graficos en GeoGebra de familias de funciones elementales, dependientes de un
parametro. Es decir, los estudiantes ampliaron una técnica ya desarrollada en la clase.

Entre las cuestiones derivadas de la cuestion original, que aparecieron en el REI, se encontraba el
definir pardmetros decisores para la seleccion de la curva particular de cada tipo de familia de
funciones. Es bien interesante como en el trabajo con las diferentes familias se fue ampliando la
construccion de estos parametros y ello permitié que los alumnos ampliaran la técnica empleada: del
error al error promedio, de alli a la dispersion de errores y finalmente a la consideracion del largo
plazo apropiado. En este punto se aprecia claramente el caracter recursivo de la modelizacion que

realizaron ya que en las sucesivas ampliaciones de la praxeologia, la técnica incluia las técnicas
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anteriores y las completaba con nuevas técnicas. Otro aspecto interesante de esta parte del proceso: si
bien los alumnos no contaban con elementos del bloque tecnoldgico-tedrico de la matematica escolar
para el tema regresion por funciones, de todos modos comenzaron un pequefio desarrollo tecnoldgico
al respecto, tomado de su experiencia del célculo de errores en la clase de Fisica. Es decir, en esta
experimentacion se aprecia no solo una ruptura con los compartimentos habituales de la matematica
escolar sino también con los compartimentos estancos habituales entre asignaturas. Otras conclusiones
adicionales de esta experimentacion:

- El cambio en la distribucion de tareas y responsabilidades entre profesora y alumnos, result6
favorable para que los estudiantes tomaran iniciativas, formularan conjeturas y las validaran o
refutaran.

- La recursividad del proceso de modelacion permitié que los estudiantes ampliaran sus técnicas de
resolucién de tareas generando una completacion de praxeologias ya construidas.

- El hecho de que las técnicas y tecnologias utilizables en la resolucion de las tareas no estuviera
delimitado explicitamente provoco en los estudiantes una doble ruptura: por una parte, con la ldgica en
la que el profesor dice como hacer y el estudiante lo ejecuta para pasar a una légica del atreverse a
explorar y proponer. Por otra parte con la l6gica de los compartimentos estancos dentro de la propia
disciplina 'y con otras.

- Claramente estas implementaciones estan mas cerca del paradigma del cuestionamiento del mundo

que del de visita de obras con las ventajas de democratizacion del conocimiento que ello conlleva.
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