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sobre la continuidad de la

proyección métrica1

José R. Morales2

Resumen

En esta nota mostraremos que la proyección métrica asociada a subespacios de
Chebyshev en espacios de Banach que poseen la propiedad (ωM) es una aplicación
continua.

1 Introducción

Iniciaremos el desarrollo del presente art́ıculo dando a conocer la notación que usaremos,
recordar ciertas definiciones y propiedades que usaremos en el transcurso del mismo.

Sea (E, ‖ · ‖) un espacio de Banach. Por SE(BE) denotamos la esfera unitaria (bola
unitaria) de E, respectivamente.

En el año 1936, J. A. Clarkson (ver [6]) introdujo los espacios de Banach Uniforme-
mente Convexos en la forma siguiente:

Definición 1.1 Un espacio de Banach E se dice que es Uniformemente Convexo, [(UR),
Uniformemente Rotundo], si para cada 0 < ε ≤ 2 existe un δ = δ(ε) > 0 tal que para todo,

x, y ∈ SE y ||x − y|| ≥ ε entonces

∣∣∣∣
∣∣∣∣
x + y

2

∣∣∣∣
∣∣∣∣ < 1 − δ(ε).

Ahora, pasamos a recordar la noción, los espacios de Banach estrictamente convexos.

Definición 1.2 Un espacio de Banach E se dice que es estrictamente convexo, [(R),
rotundo], si para todo, x, y ∈ SE y ||x + y|| = 2 entonces x = y.

En el año 1955, fuerón introducidas dos generalizaciones de los espacios (UR); una
de carácter local, los espacios Localmente Uniformemente Convexos, introducidos por A.
R. Lovaglia (ver [6]) y la otra generalización es de carácter Uniforme, los espacios (KR),
definidos por K. Fan - I. Glicksberg (ver [6]).
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Definición 1.3 Un espacio de Banach E se dice que es Localmente Uniformemente Con-
vexo, [(LUR) Localmente Uniformemente Rotundo], si dados x ∈ SE y ε > 0, existe un
δ = δ(ε, x) > 0, tales que para todo y ∈ SE, con

||x − y|| ≥ ε entonces

∣∣∣∣
∣∣∣∣
x + y

2

∣∣∣∣
∣∣∣∣ < 1 − δ.

Es claro que,
UR ⇒ LUR ⇒ R.

Definición 1.4 Sea k ≥ 2 un entero. Decimos que el espacio de Banach E es un espacio
KR si para cualquier sucesión (xn) ⊂ BE tal que,

lim
n1,...,nk→∞

||xn1
+ ... + xnk

|| = k

entonces, (xn) es una sucesión de Cauchy en E.

En 1991, Bor - Luh - lin y Wenyao Zhang (ver [5]) introdujerón los espacios ωR que
claramente generalizan los espacios KR.

Definición 1.5 Sea E un espacio de Banach. Se dice que E es un espacio ωR, si para
cualquier sucesión (xn) ⊂ BE tal que

lim
n1,...,nk→∞

||xn1
+ ... + xnk

|| = k1 ∀ k ∈ N,

entonces, (xn) es convergente en E.

En 1988, Nan - Chao Xun y Wang - Jian Hua (ver [13]) introdujerón los espacios L-KR,
K ≥ 1 que generalizan los espacios LUR y localizan los espacios KR.

Definición 1.6 Sea k ≥ 1 un estero. Un espacio de Banach E se dice que es un espacio
L-KR, si para cada sucesión (xn) ⊂ BE y x ∈ SE, tales que

lim
n1,...,nk→∞

||xn1
+ ... + xnk

|| = k + 1

entonces
lim

n→∞

||xn − x|| = 0.

En [13] los autores extienden la anterior definición e introducen los espacios LωR, que
claramente localizan los espacios ωR.

Definición 1.7 Sea E, un espacio de Banach se dice que E es un espacio LωR si para
cualquier sucesión (xn) ⊂ BE y todo x ∈ SE, tales que,

lim
n1,...,nk→∞

||x +

k∑

i=1

xni
|| = k + 1 ∀ k ∈ N

entonces
lim

n→∞

||xn − x|| = 0.
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La relación entre las definiciones anteriores es la siguiente

UR ⇒ 2R ⇒· · ·⇒ KR ⇒ (K + 1)R ⇒· · ·⇒ ωR
y ⇓ ⇓ ⇓ ⇓ ⇓

LUR ⇒ L2R ⇒· · ·⇒ LKR ⇒ L(K + 1)R ⇒· · ·⇒ LωR⇒R

En 1979, F. Sullivan (ver [10]) introduce los espacios K-UR y LK-UR,
K ≥ 1 entero, propiedades geométricas que generalizan la noción de Clarkson.

Para x1, ..., xk+1 ∈ E, se define la función volumen:

V (x1, ..., xk+1) = sup





∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 · · · 1
f1(x1) · · · f1(xk+1)

...
. . .

...
fk(x1) · · · fk(xk+1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

: fi ∈ BE∗ 1 ≤ i ≤ k





y para i = 1, ..., k, sea di = d(xi+1, [x1, ..., xi]) donde [x1, ..., xi] es el espacio af́ın generado
por {x1, ..., xn}. Se define

d(x1, ..., xk+1) = min{d1, ..., dk}

y se sabe que, ( ver [14]),

V (x1, ..., xk+1) → 0 ⇐⇒ d(x1, ..., xk+1) → 0.

Definición 1.8 Sea k ≥ 1 un entero. Un espacio de Banach E se dice K-Uniformemente
Convexo, (K-UR), si para todo ε > 0 existe un δ = δ(ε) > 0 tal que para todo xi ∈ SE, i =

1, ..., k + 1 y
1

k + 1
||x1 + ... + xk+1|| ≥ 1 − δ entonces V (x1, ..., xk+1) < ε.

Definición 1.9 Sea k ≥ 1 un entero. Un espacio de Banach E se dice Localmente K-
Uniformemente Convexo, (L-KUR). Si para cualquier ε > 0 y x ∈ SE existe un δ(ε, x) > 0
tal que para

x1, ..., xk ∈ SE y
1

k + 1
||x + x1 + ... + xk|| ≥ 1 − δ

entonces V (x, x1, ..., xk) < ε.

En [5] los autores logran generalizar las dos nociones dadas anteriormente e introducen
los espacios ωUR y los espacios LωUR.

Definición 1.10 Sea E un espacio de Banach. Se dice que E es un espacio ωUR si para

toda sucesión triangular {x
(n)
i : 1 ≤ i ≤ n, n ∈ N} en BE con

lim
n→∞

(
n −

∣∣∣∣
∣∣∣∣

n∑

i=1

x
(n)
i

∣∣∣∣
∣∣∣∣
)

= 0

entonces
lim

n→∞

d(x
(n)
1 , ..., x(n)

n ) = 0
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Definición 1.11 Sea E un espacio de Banach. Se dice que E es un espacio LωUR si

para toda sucesión triangular {x
(n)
i : 1 ≤ i ≤ n, n ∈ N} en BE con

lim
n→∞

(
(n + 1) −

∣∣∣∣
∣∣∣∣

n∑

i=1

x
(n)
i

∣∣∣∣
∣∣∣∣
)

= 0

entonces

lim
n→∞

d(x, x
(n)
1 , ..., x(n)

n ) = 0

También se tiene que,

UR ⇒ 2−UR ⇒· · ·⇒ K−UR ⇒ K+1−UR ⇒· · ·⇒ ωUR
⇓ ⇓ ⇓ ⇓ ⇓

LUR ⇒ L2−UR ⇒· · ·⇒ LK−UR ⇒ L(K+1)−UR ⇒· · ·⇒ LωUR⇒R

En 1980, R. Huff (ver [14]) introdujo los espacios casi uniformemente convexos, en la
forma siguiente.

Definición 1.12 Sea E un espacio de Banach. Se dice que E es un espacio Casi Uni-
formemente Convexo, (NUC), si para todo ε > 0 existe un δ > 0 tal que para cada sucesión
(xn) ⊂ BE con sep(xn) ≥ ε entonces Co({xn}) ∩ (1 − δ)BE 6= ∅, donde

sep(xn) = inf{||xn − xm|| : n 6= m}

y Co(A) donde la cápsula convexa es A.

D. Kutzarova y Bor - Luh - lin (ver [14]) localizan los espacios (NUC) e introducen los
espacios (LNUC).

Definición 1.13 Un espacio de Banach E es llamado Localmente Casi Uniformemente
Convexo, (LNUC), si para todo ε > 0 y cada x ∈ SE existe un δ = δ(x, ε) > 0 tal que para
toda sucesión (xn) ⊂ BE y sep(xn) > ε, entonces

Co({xn}) ∩ (1 − δ)BE 6= ∅.

Es claro, que NUC⇒LNUC. Es bien conocido, el siguiente resultado, (ver [14]).

Lω UR ⇒ LNUC.

Sea F un subconjunto no - vacio de E. Para cualquier x ∈ E definimos por

d(x, F ) = inf {‖x − y‖/y ∈ F}

la distancia de x a F . Para cada x ∈ E, decimos que el punto yo ∈ F es un punto de
mejor aproximación (punto cercano) a x desde F si,

d(x, F ) = ‖x − yo‖.
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Un subespacio F cerrado de un espacio de Banach (E, ‖ · ‖) se dice que es un conjunto de
Chebyshev si para cada x ∈ E existe un único punto de mejor aproximación a x desde F .
Uno de los problemas en la teoŕıa de los puntos cercanos es probar la convexidad de un
conjunto de Chebyshev en un espacio de Hilbert y caracterizar aquellos espacios de Banach
en los cuales todo conjunto de Chebyshev es un conjunto convexo. Una de las formas de
atacar tal problema es usando la proyección métrica sobre un espacio de Chebyshev.
Para cada subconjunto F de E y x ∈ E el conjunto

PF (x) = {y ∈ F | d(x, F ) = ‖x − y‖} ,

constituye el conjunto de todos los puntos cercanos o de mejor aproximación a x desde F .
Es claro que PF (x) es un subconjunto cerrado, acotado, que puede ser vaćıo y es convexo
si F lo es. PF , es una función multivaluada de E en F ,

PF : E −→ 2F

x 7−→ PF (x)

PF es llamada la proyección métrica sobre F . Cuando F es un conjunto de Chebyshev,
entonces PF (x) es una función univaluada de E sobre F , algunas veces conocida como la
aplicación Chebyshev, el operador de mejor aproximación o la función proximidad.

El siguiente resultado nos muestra algunas de las propiedades que posee PF . Para una
prueba ver [3] y [4].

Lema 1.1 Sean (E, ‖ · ‖) un espacio de Banach y F ⊆ E un subespacio de Chebyshev.
Entonces,

1. PF , es una aplicación idempotente y tiene gráfico cerrado.

2. Para todo x ∈ E, se tiene

‖PF (x)‖ ≤ ‖x − PF (x)‖ + ‖x‖ ≤ 2‖x‖.

3. PF , es homogénea; esto es, para cada x ∈ E y λ ∈ IR

PF (λx) = λPF (x).

4. PF es aditiva módulo F ; esto es,

PF (x + y) = PF (x) + PF (y) si x ∈ F ó y ∈ F,

(en general, PF no es lineal).

5. Para cada x ∈ E,
‖x − PF (x)‖ = d(x, F ) = ‖x + F‖.

donde,
||x + F || = inf{||x + y|| : y ∈ F}.
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Es importante señalar que existen proyecciones métricas que no son aplicaciones continuas.
En este sentido sabemos que el primer ejemplo de una proyección métrica discontinua fué
provisto por J. Lindeustrauss, ver [4]. Otro ejemplo fue dado por R. Holmes y B. Kripke
[12] quienes construyeron un espacio de Banach estrictamente convexo, y no reflexivo
poseyendo un subespacio lineal de codimensión 2 cuya proyección métrica es discontinua.
Para otros ejemplos de proyecciones métricas discontinuas ver [1] y [4].
Por otra parte, son ampliamente conocidas las condiciones bajo las cuales la proyección
métrica es una aplicación continua. En este sentido es importante recordar el siguiente
resultado.

Lema 1.2 Sean (E, ‖ · ‖) un espacio de Banach y F un subespacio de Chebyshev de E.
PF es continua cuando se cumple una de las siguientes condiciones:

1. F es localmente compacto o

2. F es dim(F ) < ∞ o

3. E es Uniformemente Convexo;

4. E es un espacio reflexivo, estrictamente convexo y posee la propiedad (H)

5. E es un espacio L2 − UR

6. E es un espacio Lk − UR.

Para la prueba de este resultado ver [9], [10], y [11].

En [3] y [9] encontramos ciertos resultados que nos muestran que la continuidad de la
proyección métrica puede ser usada para demostrar la convexidad de conjuntos de Cheby-
shev.

En la próxima sección generalizamos los resultados del Lema [1.2] (4) y (5), los cuales
fueron dados por F. Sullivan [10] y Yu Xintai [11] respectivamente.

2 Resultado Principal

Esta sección la iniciaremos recordando, ciertas propiedades geométricas de los espacios
de Banach y luego daremos nuestro principal resultado. En 1975, B. B. Panda y O. P.
Kapoor (ver [7]) introdujerón la propiedad (M), en la forma siguiente.

Definición 2.1 Un Espacio de Banach E se dice que posee la propiedad (M) si para cada
x ∈ SE y cada sucesión (xn) ⊂ BE tal que,

lim
n→∞

||xn + x|| = 2

entonces (xn) es compacto en BE.
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El autor en [7] logró generalizar la anterior propiedad como sigue.

Definición 2.2 Sea k ≥ 1 un esntero. Un Espacio de Banach E se dice que posee la
propiedad (K-M) si para cada x ∈ SE y cada sucesión (xn) ⊂ BE tal que,

lim
n1...nk→∞

||x +

k∑

i=1

xni
|| = k + 1

entonces (xn) es compacto en BE.

Es claro, que si en la definición 2.2 tomamos k = 1, entonces se obtiene la definición
2.1 esto es,

Propiedad (1-M) ⇐⇒ Propiedad (M)

y

Propiedad (M)+R ⇐⇒ LUR

(ver [7]) y el autor en [6] probó que

k ≥ 1, Propiedad (K-M)+R ⇐⇒ LKR.

El autor logró nuevamente generalizar la propiedad anterior e introdujo en [8], la Propiedad
(ωM).

Definición 2.3 Se dice que el espacio de Banach E, satisface la Propiedad (ωM) si para
todo x ∈ SE y (xn) ⊂ BE tales que,

lim
n1...nk→∞

||x +

k∑

i=1

xni
|| = k + 1 ∀ k ∈ N

entonces (xn) es compacto en BE.

El autor en [14] probó que

Propiedad (ωM)+R ⇐⇒ LωR

y

Prop (1−M)⇒...⇒Prop (K−M)⇒Prop ((K+1)M⇒Prop (ωM)

Ejemplo 1 Consideremos el ejemplo dado por M. A. Smith y desarrollado por el autor
en [14].

En efecto, x = (x1, x2, ...) ∈ (l2, || · ||2) se define una norma || · || por

||x|| = |x1| + ||x̃||2

donde x̃ = (0, x2, x3, ....), que satisface, ||x||2 ≤ ||x|| ≤ 2||x||2 y por lo tanto, || · || es una
norma equivalente a || · ||2 en l2.
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Sea (αn) una sucesión de números reales positivos decrecientes a cero y T : l2 → l2
una aplicación lineal continua dada por

T (x) = (α2x
2, α3x

3, ...).

Ahora, para cada x ∈ l2 definimos una norma en l2 por

|||x||| = (||x||2 + ||Tx||22)
1/2

que es equivalente a || · ||2.
Denotemos por E = (l2, ||| · |||). Smith demostró que E es un espacio (R), (ver [14])

T. Polak y B. Sims, (ver [14]) tomarón αn =
1

n
y demostrarón que el espacio E es 2R,

pero no es LUR. Por tanto, tenemos que E es un espacio que no satisface la Propiedad
(M), pués en caso contrario, como E es (R) entonces E seŕıa LUR, lo cual es falso.

Por otra parte, como E es 2R, entonces E es L2R y en consecuencia, E es LKR, para
k ≥ 2, y por lo tanto, E es LωR.

De lo anterior, se obtiene que E posee la Propiedad (K-M) para k ≥ 2, y por ende, E
también satisface la propiedad (ω).

En conclusión, existe un espacio de Banach (E, ||| · |||) que posee la propiedad (K-M),
la propiedad (ωM) pero no cumple la propiedad (M).

En [14] el autor desarrolla un ejemplo donde se ve que, para k ≥ 1

Propiedad (KM) ⇒/ Propiedad ((K-1)M)

y por tanto,
Propiedad (ωM) ⇒/ Propiedad (K-M)

Ahora, pasamos a dar nuestro principal resultado.

Teorema 2.1 Sea (E, ‖ · ‖) un espacio de Banach y F ⊆ E un subespacio de Chebyshev.
Si E posee la propiedad ωM entonces la proyección métrica PF es una aplicación continua.

Prueba:

Sean x ∈ E y (xn) ⊂ E tales que xn → x. Veamos que PF (xn) → PF (x).

Caso 1:

Si x ∈ F , entonces PF (x) = x y por tanto se cumple que,

‖PF (x) − PF (xn)‖ = ‖x − PF (xn)‖ ≤ ‖x − xn‖ + ‖PF (xn) − xn‖

≤ ‖x − xn‖ + d(xn, F ) ≤ 2‖x − xn‖ → 0, n → ∞,

aśı, PF (xn) → PF (x), lo cual nos muestra que PF es una aplicación continua.

Caso 2:

Si x 6∈ F , entonces d(x, F ) > 0. Sean

x̃n =
xn − PF (x)

‖xn − PF (x)‖
; x̃n =

x − PF (x)

‖x − PF (x)‖
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entonces, x̃n → x̃, y además se cumple que,

PF (xn) → PF (x) ⇐⇒ PF (x̃n) → PF (x̃) = 0.

Podemos asumir que x ∈ SE y PF (x) = 0. Veamos que PF (xn) → 0. De nuevo, dos
opciones se nos presentan; primero: PF (xn) → m. Entonces

‖x‖ = ‖x − PF (x)‖ ≤ ‖x − m‖ ≤ lim
n→∞

‖xn − PF (xn)‖

≤ lim
n→∞

‖xn‖ = ‖x‖,

aśı, ‖x‖ = ‖x − m‖ y por la unicidad del punto cercano, m = 0.

Segundo: PF (xn) 6→ 0. Entonces existe una subsucesión {PF (xni
)} de {PF (xn)}, la cual,

sin pérdida de generalidad, la podemos tomar como
{PF (xn)}, tal que para algún εo > 0 y todo m,n se tiene

‖PF (xn) − PF (xm)‖ > εo. (∗)

Como,

‖x‖ ≤ ‖x − PF (xn)‖ ≤ ‖xn − PF (xn)‖ + ‖x − xn‖ ≤ ‖xn‖ + ‖xn − x‖,

lim
n→∞

||xn − x|| = 0 y lim
n→∞

||xn|| = ||x||

entonces se concluye que,

lim
n→∞

||x − PF (xn)|| = ||x|| = 1.

De esta última afirmación y teniendo presente que

||x|| ≤ ||x − PF (xn)||

se sigue

k + 1 = (k + 1)||x|| = ||(k + 1)x|| = ||x + kx||

≤ ||x + kx −
k∑

i=1

PF xni
||

= ||x +

k∑

i=1

(x − PF (xni
)||

≤ ||x|| +
k∑

i=1

||x − PF (xni
)||

y haciendo, n1, ..., nk → ∞ obtenemos

k + 1 ≤ lim
n1...nk→∞

||x +
k∑

i=1

(x − PF xni
)|| ≤ k + 1,
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y por lo tanto

lim
n1...nk→∞

||x +
k∑

i=1

(x − PF xni
)|| = k + 1, ∀ k ∈ N

Ya que E satisface la propiedad ωM , entonces {x − PF (xn)} es compacto en BE, y
por tanto posee una subsucesión convergente, lo cual contradice a (∗). Aśı tenemos que
PF (xn) → 0, y esto nos muestra que PF es una aplicación continua. �

El siguiente resultado nos muestra la generalización anteriormente anunciada.

Corolario 2.1 Sean (E, ‖ · ‖) un espacio de Banach y F ⊂ E un subespacio de Chebyshev.
Entonces, PF es una aplicación continua en cualquiera de los siguientes casos:

1. E es un espacio LNUC

2. E es un espacio LωUC

3. E es un espacio LωR.

Prueba:

En [5] se muestra que LωUR =⇒ LNUC y en [6] mostramos que

LNUC =⇒ Propiedad(ωM).

Además, en [7] mostramos que L − kR =⇒ Propiedad(k − M), pero esta afirmación es
cierta para todo k ∈ N por tanto se cumple que LωR =⇒ Propiedad(ωM).
Aśı, tenemos que en cualquiera de los tres casos se cumple que la proyección métrica PF

es una aplicación continua.
�
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