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SOBRE LA CONTINUIDAD DE LA

PROYECCION METRICA!

Jost R. MORALES?2

Resumen

En esta nota mostraremos que la proyeccion métrica asociada a subespacios de
Chebyshev en espacios de Banach que poseen la propiedad (wM) es una aplicacién
continua.

1 Introduccién

Iniciaremos el desarrollo del presente articulo dando a conocer la notacién que usaremos,
recordar ciertas definiciones y propiedades que usaremos en el transcurso del mismo.

Sea (E,||-|) un espacio de Banach. Por Sg(Bp) denotamos la esfera unitaria (bola
unitaria) de E, respectivamente.

En el ano 1936, J. A. Clarkson (ver [6]) introdujo los espacios de Banach Uniforme-
mente Convexos en la forma siguiente:

Definicién 1.1 Un espacio de Banach E se dice que es Uniformemente Convezo, [(UR),
Uniformemente Rotundo], si para cada 0 < € < 2 existe un § = d(e) > 0 tal que para todo,

v,y € Sp y ||z —yl|| > e entonces

‘xTwH“_‘S(E)'

Ahora, pasamos a recordar la nocién, los espacios de Banach estrictamente convexos.

Definicién 1.2 Un espacio de Banach E se dice que es estrictamente convezo, [(R),
rotundo/, si para todo, x,y € Sg y ||z + y|| = 2 entonces x = y.

En el ano 1955, fuerén introducidas dos generalizaciones de los espacios (UR); una
de cardcter local, los espacios Localmente Uniformemente Convexos, introducidos por A.
R. Lovaglia (ver [6]) y la otra generalizacién es de cardcter Uniforme, los espacios (KR),
definidos por K. Fan - I. Glicksberg (ver [6]).
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Definiciéon 1.3 Un espacio de Banach E se dice que es Localmente Uniformemente Con-
vezo, [(LUR) Localmente Uniformemente Rotundo], si dados v € Sg y € > 0, existe un
d =0(e,z) > 0, tales que para todo y € Sg, con

||z —yl|| > € entonces H:ET—I—Z/H <1-4.

Es claro que,
UR = LUR = R

Definiciéon 1.4 Sea k > 2 un entero. Decimos que el espacio de Banach E es un espacio
KR si para cualquier sucesion (x,) C Bg tal que,

lim  ||lzp, +... + 2] =k
N1,...,M—00

entonces, (x,) es una sucesion de Cauchy en E.

En 1991, Bor - Luh - lin y Wenyao Zhang (ver [5]) introdujerén los espacios wR que
claramente generalizan los espacios KR.

Definicién 1.5 Sea E un espacio de Banach. Se dice que E es un espacio wR, si para
cualquier sucesion (z,) C Bg tal que

lim  ||lzp, +...+2n, || =k VEkeN,

ni,...,Ng—
entonces, (x,) es convergente en E.

En 1988, Nan - Chao Xun y Wang - Jian Hua (ver [13]) introdujerén los espacios L-KR,
K > 1 que generalizan los espacios LUR y localizan los espacios KR.

Definiciéon 1.6 Sea k > 1 un estero. Un espacio de Banach E se dice que es un espacio
L-KR, si para cada sucesion (x,) C Bp y x € Sg, tales que

lim oo||xn1 +.oFa |l =k+1

MNYyeeeyNp—
entonces

lim ||z, — || = 0.
n—oo

En [13] los autores extienden la anterior definicién e introducen los espacios LwR, que
claramente localizan los espacios wR.

Definiciéon 1.7 Sea E, un espacio de Banach se dice que E es un espacio LwR si para
cualquier sucesion (x,) C Bg y todo x € Sk, tales que,

k
lim  |lz+Y an|l=k+1 YkeN

N1y :
=1

entonces
lim ||z, —z|| =0.
n—oo
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La relacion entre las definiciones anteriores es la siguiente

UR = 2R =---= KR = (K+1)R == wR

y 4 4 4 4 4
LUR = IL2R =---= LKR = L(K+1)R =---= LwR=R

En 1979, F. Sullivan (ver [10]) introduce los espacios K-UR y LK-UR,
K > 1 entero, propiedades geométricas que generalizan la nocién de Clarkson.
Para z1,...,zp11 € F, se define la funcién volumen:

1 1
filz) - fi(mgsr)

V(z1,...,Tpr1) = sup cfi € Bpx 1<i<k

fk(;m) fk(x'k—i-l)

y para i = 1,..., k, sea d; = d(x;41, [z1, ..., z;]) donde [z1, ..., z;] es el espacio afin generado
por {z1,...,x,}. Se define

d($17 ey xk-ﬁ-l) = min{dlv ey dk}
y se sabe que, ( ver [14]),
V(a:l, ...,:L'k+1) — 0 <= d(l’l, ...,ka) — 0.

Definicién 1.8 Sea k > 1 un entero. Un espacio de Banach E se dice K-Uniformemente
Convexo, (K-UR), si para todo € > 0 existe un § = 6(e) > 0 tal que para todo x; € Sg, i =

1,.,k+1y

T l|z1 + ... + xpa1]| > 1 — 0 entonces V (1, ...,xp11) < €.
Definiciéon 1.9 Sea k& > 1 un entero. Un espacio de Banach E se dice Localmente K-
Uniformemente Convexo, (L-KUR). Si para cualquier e > 0 y x € Sg existe un 6(e,z) > 0

tal que para
1

E+1

T1, .2k € Sp Y e+ 214 .. +ap]| 216

entonces V(x,x1,...,x) < €.

En [5] los autores logran generalizar las dos nociones dadas anteriormente e introducen
los espacios wUR y los espacios LwUR.

Definiciéon 1.10 Sea E un espacio de Banach. Se dice que E es un espacio w UR si para
toda sucesion triangular {azgn) : 1<i<n, neN} en Bg con

lim (n— inn) D =0
i=1

lim d(mgn), ...,x(")) =0

n—oo

entonces
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Definicién 1.11 Sea E un espacio de Banach. Se dice que E es un espacio LwUR si
para toda sucesion triangular {xE") : 1<i<n, neN} en Bg con

)-o

lim (x,ajgn),...,:z:g”)) =0

n

>l

i=1

lim ((n—i— 1) —

n—oo

entonces

También se tiene que,

UR = 2-UR =-= K-UR = K+1-UR =--= WwUR

4 I I I I
LUR = L2-UR =--= LK-UR = L(K+l1)-UR =---= LwUR=R

En 1980, R. Huff (ver [14]) introdujo los espacios casi uniformemente convexos, en la
forma siguiente.

Definiciéon 1.12 Sea E un espacio de Banach. Se dice que E es un espacio Casi Uni-
formemente Convezo, (NUC), si para todo € > 0 existe un § > 0 tal que para cada sucesion
(xn,) C Bg con sep(xy,) > € entonces Co({x,}) N (1 —8)Bg # 0, donde

sep(xy) = inf{||zn, — xm|| : n# m}
y Co(A) donde la capsula convexa es A.

D. Kutzarova y Bor - Luh - lin (ver [14]) localizan los espacios (NUC) e introducen los
espacios (LNUC).

Definicién 1.13 Un espacio de Banach E es llamado Localmente Casi Uniformemente
Convexo, (LNUC), si para todo € > 0 y cada x € Sg existe un 6 = d(x,€) > 0 tal que para
toda sucesion (x,) C Bg y sep(x,) > €, entonces

Co({zn}) N (1 —6)Br # 0.
Es claro, que NUC=LNUC. Es bien conocido, el siguiente resultado, (ver [14]).
Lw UR = LNUC.
Sea F' un subconjunto no - vacio de E. Para cualquier x € E definimos por
d(z, F') = inf {[lz — y||/y € F'}

la distancia de x a F. Para cada z € E, decimos que el punto y, € F' es un punto de
mejor aprorimacion (punto cercano) a x desde F si,

d(z, F) = ||z = yol-
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Un subespacio F' cerrado de un espacio de Banach (E, || - ||) se dice que es un conjunto de
Chebyshev si para cada x € F existe un inico punto de mejor aproximacion a x desde F.
Uno de los problemas en la teoria de los puntos cercanos es probar la convexidad de un
conjunto de Chebyshev en un espacio de Hilbert y caracterizar aquellos espacios de Banach
en los cuales todo conjunto de Chebyshev es un conjunto convexo. Una de las formas de
atacar tal problema es usando la proyeccién métrica sobre un espacio de Chebyshev.
Para cada subconjunto F' de E'y = € E el conjunto

Pp(z) ={y e F | d(z,F) = |z —yl},

constituye el conjunto de todos los puntos cercanos o de mejor aproximacién a x desde F'.
Es claro que Pp(x) es un subconjunto cerrado, acotado, que puede ser vacio y es convexo
si F'lo es. Pp, es una funcién multivaluada de E en F,

Pr: E—2F
x +— Pp(x)

Pr es llamada la proyeccién métrica sobre F'. Cuando F' es un conjunto de Chebyshev,
entonces Pr(z) es una funcién univaluada de E sobre F', algunas veces conocida como la
aplicacién Chebyshev, el operador de mejor aproximacién o la funciéon proximidad.

El siguiente resultado nos muestra algunas de las propiedades que posee Pr. Para una
prueba ver [3] y [4].

Lema 1.1 Sean (E,| - ||) un espacio de Banach y F C E un subespacio de Chebyshev.
Entonces,

1. Pr, es una aplicacion idempotente y tiene grdfico cerrado.

2. Para todo x € E, se tiene

[1Pr()]| < |l = Pr(2)| + [lz| < 2[|2[.

3. Pr, es homogénea; esto es, para cada x € E y A € IR

Prp(A\x) = APp(x).

4. Pr es aditiva mdédulo F'; esto es,
Prp(zr+y)=Pp(x)+ Pr(y) six € F 6y € F,
(en general, Pr no es lineal).

5. Para cada x € E,
|z — Pp()|| = d(z, F) = ||z + F||.

donde,
|z + F|| = inf{||z +y|| : ye F}.



6 J. R. MORALES

Es importante senalar que existen proyecciones métricas que no son aplicaciones continuas.
En este sentido sabemos que el primer ejemplo de una proyeccion métrica discontinua fué
provisto por J. Lindeustrauss, ver [4]. Otro ejemplo fue dado por R. Holmes y B. Kripke
[12] quienes construyeron un espacio de Banach estrictamente convexo, y no reflexivo
poseyendo un subespacio lineal de codimension 2 cuya proyecciéon métrica es discontinua.
Para otros ejemplos de proyecciones métricas discontinuas ver [1] y [4].

Por otra parte, son ampliamente conocidas las condiciones bajo las cuales la proyeccién
métrica es una aplicacién continua. En este sentido es importante recordar el siguiente
resultado.

Lema 1.2 Sean (E,| - ||) un espacio de Banach y F un subespacio de Chebyshev de E.
Pr es continua cuando se cumple una de las siguientes condiciones:

1. F es localmente compacto o

F esdim(F) < o0 o

E es Uniformemente Convezo;

E es un espacio reflexivo, estrictamente convexo y posee la propiedad (H)

FE es un espacio L2 —UR

S

FE es un espacio Lk — UR.

Para la prueba de este resultado ver [9], [10], y [11].

En [3] y [9] encontramos ciertos resultados que nos muestran que la continuidad de la
proyeccién métrica puede ser usada para demostrar la convexidad de conjuntos de Cheby-
shev.

En la préxima seccién generalizamos los resultados del Lema [1.2] (4) y (5), los cuales
fueron dados por F. Sullivan [10] y Yu Xintai [11] respectivamente.
2 Resultado Principal

Esta seccion la iniciaremos recordando, ciertas propiedades geométricas de los espacios
de Banach y luego daremos nuestro principal resultado. En 1975, B. B. Panda y O. P.
Kapoor (ver [7]) introdujerén la propiedad (M), en la forma siguiente.

Definicién 2.1 Un Espacio de Banach E se dice que posee la propiedad (M) si para cada
x € Sg y cada sucesion (x,) C Bg tal que,

lim ||z, + || =2
n—oo

entonces (x,) es compacto en Bpg.



SOBRE LA CONTINUIDAD DE LA PROYECCION METRICA 7

El autor en [7] logré generalizar la anterior propiedad como sigue.

Definicién 2.2 Sea k > 1 un esntero. Un Espacio de Banach E se dice que posee la
propiedad (K-M) si para cada x € Sg y cada sucesion (x,) C Bg tal que,

k
lim oo||x+Z:xnl|| =k+1

ni..ng— ‘
=1

entonces (x,) es compacto en Bg.

Es claro, que si en la definiciéon 2.2 tomamos k& = 1, entonces se obtiene la definicién
2.1 esto es,
Propiedad (1-M) <= Propiedad (M)

Propiedad (M)+R <= LUR

(ver [7]) y el autor en [6] probé que
k > 1, Propiedad (K-M)+R <= LKR.

El autor logré nuevamente generalizar la propiedad anterior e introdujo en [8], la Propiedad
(wM).

Definicién 2.3 Se dice que el espacio de Banach E, satisface la Propiedad (wM) si para
todo x € Sg y (z,) C B tales que,

k
lim |lz+Y apl/=k+1 YkeN
=1

ni..ng—
entonces (x,) es compacto en Bg.
El autor en [14] probé que

Propiedad (wM)+R <= LwR

Prop (I-M)=-.=Prop (K-M)=-Prop ((K+1)M=-Prop (wM)

Ejemplo 1 Consideremos el ejemplo dado por M. A. Smith y desarrollado por el autor
en [14].

En efecto, x = (x',2%,...) € (lo,|| - ||2) se define una norma || - || por
llell = |z + (|22
donde & = (0,22,23,....), que satisface, ||z||2 < ||z|| < 2||z||2 ¥ por lo tanto, || -|| es una

norma equivalente a || - ||2 en lo.
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Sea (o) una sucesion de nimeros reales positivos decrecientes a cero y T : ly — g
una aplicacion lineal continua dada por

T(z) = (wa?, azx3,...).
Ahora, para cada x € lo definimos una norma en ly por
||| = (l[«]]” +11T=[3)"/>
que es equivalente a || - ||2.

Denotemos por E = (la, ||| - |||). Smith demostré que E es un espacio (R), (ver [14])
T. Polak y B. Sims, (ver [14]) tomardn o, = — y demostrardn que el espacio E es 2R,
n

pero no es LUR. Por tanto, tenemos que E es un espacio que no satisface la Propiedad
(M), pués en caso contrario, como E es (R) entonces E seria LUR, lo cual es falso.

Por otra parte, como E es 2R, entonces £ es L2R y en consecuencia, E es LKR, para
k > 2, y por lo tanto, £ es LwR.

De lo anterior, se obtiene que E posee la Propiedad (K-M) para k > 2, y por ende, E
también satisface la propiedad (w).

En conclusion, eziste un espacio de Banach (E,||| -|||) que posee la propiedad (K-M),
la propiedad (wM) pero no cumple la propiedad (M).

En [14] el autor desarrolla un ejemplo donde se ve que, para k > 1
Propiedad (KM) #- Propiedad ((K-1)M)

y por tanto,
Propiedad (wM) # Propiedad (K-M)

Ahora, pasamos a dar nuestro principal resultado.

Teorema 2.1 Sea (E, | -||) un espacio de Banach y F C E un subespacio de Chebyshev.
Si E posee la propiedad wM entonces la proyeccion métrica Pr es una aplicacion continua.

Prueba:
Sean z € E'y (z,,) C E tales que z,, — x. Veamos que Pp(x,) — Pr(z).

Caso 1:
Sixz € F, entonces Pp(z) = x y por tanto se cumple que,

1Pp(x) — Pp(en)|| = [l = Pr(za)|| < llz = 2l + [ Pr(zn) — 2l
<l = x|l + d(zn, F) < 2|z = 20]| — 0, n — oo,
asi, Pr(z,) — Pr(x), lo cual nos muestra que Pr es una aplicacién continua.

Caso 2:
Sixz & F, entonces d(z, F') > 0. Sean
-z —Pp(x) .  x—Pp(x)
Tp=mr——————; Tp=
[2n — Pr(z)| |z — Pp(z)|
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entonces, T, — I, y ademads se cumple que,

Podemos asumir que © € Sg y Pp(z) = 0. Veamos que Pp(x,) — 0. De nuevo, dos
opciones se nos presentan; primero: Pr(z,) — m. Entonces

2]l = [l = Pr(@)|| < [lz = m] < lim [z, = Pr(z,)|
< lim [z, || = [l]),
n—oo
asi, ||z|| = |Jx —m|| y por la unicidad del punto cercano, m = 0.

Segundo: Pp(x,) # 0. Entonces existe una subsucesion { Pr(x,,)} de {Pp(z,)}, la cual,

sin pérdida de generalidad, la podemos tomar como
{Pr(x,)}, tal que para algin ¢, > 0 y todo m,n se tiene

|1 Pr(2n) = Pp(zm)| > €. (%)
Como,

[z]] < [l# = Pp(an)ll < o — Pr(zn)|| + [l — 2l < [zl + 2 — |,
lim |lz, —zl[=0 y lm ||z,]] = |||l
n—oo n—oo
entonces se concluye que,
lim ||z — Pp(zn)|| = ||z]| = 1.
n—oo
De esta tultima afirmacién y teniendo presente que
||zl| < [lz — Pp(n)|]
se sigue

Etl= k4Dl = (k4 Dal| = ||z + ke
k

< o+ ke =Y Pran,||
=1
k

= lle+ Y (z— Pr(an,)

i=1

k
lll] + ) Il = Pr (@)
i=1

IN

v haciendo, nq, ...,ny — 0o obtenemos

k
E+1< lim ||:E+Z(:E—Ppajm)||§k:—l—1,

n1...NE—00 ¢
=1
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y por lo tanto

k
lim [z +Y (v — Pra,,)l|=k+1, YkeN
Ya que E satisface la propiedad wM, entonces {x — Pp(x,)} es compacto en Bg, y
por tanto posee una subsucesién convergente, lo cual contradice a (x). Asi tenemos que
Pr(x,) — 0, y esto nos muestra que Pr es una aplicacién continua. O

El siguiente resultado nos muestra la generalizacién anteriormente anunciada.

Corolario 2.1 Sean (E,| -||) un espacio de Banach y F C E un subespacio de Chebyshev.
Entonces, Pr es una aplicacion continua en cualquiera de los siguientes casos:

1. E es un espacio LNUC
2. E es un espacio LwUC

3. FE es un espacio LwR.

Prueba:
En [5] se muestra que LwUR = LNUC' y en [6] mostramos que

LNUC = Propiedad(wM).

Ademas, en [7] mostramos que L — kR = Propiedad(k — M), pero esta afirmacién es
cierta para todo k € N por tanto se cumple que LwR = Propiedad(wM ).
Asi, tenemos que en cualquiera de los tres casos se cumple que la proyeccién métrica Pr
es una aplicacién continua.

d
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