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LA EXPANSION ASINTOTICA DE NUCLEOS
DISTRIBUCIONAL

CARLOS MANUEL ULATE RAMIREZ!

Resumen

Este articulo utiliza la técnica de expansién asintética parcial aplicada a distribu-
ciones de orden finito, con el fin de obtener la expansién distribucional de nicleos de
la forma f(Ax,y), cuando A — 400 y x =y. Se introducen condiciones sobre f, que
nos permite obtener la expansion de ciertas integrales de la forma |, e J (A%, x)o(x)dx
cuando A — +00; y con ello generalizar los resultados obtenidos en [10, 11].

1 Introduccién

En el estudio de operadores singulares [1, 2] a menudo se necesita conocer la expansién de
integrales de la forma
fAx,x)p(x)dx, A — +o0. (1.1)
Rn

Recientemente Sellier [6, 7] utiliza el concepto de parte finita en el sentido de Hadamard
n > 2, especificamente en el sentido de valor principal, con el fin de estudiar ciertas
funciones singulares del tipo (1.1).

El siguiente andlisis se basa en la expansién asintética de momentos parcial [3, 4]

FOxy) ~ Y (_1)1{1'{7;3251{5(}(), cuando A\ — 400, (1.2)

k|=0

o0

valida para algunos espacios de distribuciones sobre IR" x V| donde V es una variedad.
Los momentos puy(y) = (f(x,y),x%), k € IN", son funciones que dependen de y.
Introduciendo los espacios de funciones prueba de orden finito y las distribuciones de
orden finito sobre IR"™, obtendremos la version distribucional de la expansién asintoética
para ntcleos como los considerados en (1.1).
Observe que en general no podemos poner x =y en la expansién (1.2), por ejemplo la
expansion del nicleo de Fourier [3, 4]

. > lkpk Dk
Y~ (2m)" Z : k(!s)(\)li)Jrn 5(Y)7 cuando \ — +o0,
Ik|=0
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la cual es valida por ejemplo en £(IR") &, F(E'(IR™)). Si hacemos x = y se obtiene la
expresion indefinida [9, 11] (D¥§(x))2.

En lo que sigue de este trabajo usamos la notacién usual de multi-indices, asi por
ejemplo si k € IN", entonces k! = ki!... k!, |k|=Fk +... +k, DK= o o

890’;1 oy
De este modo los correspondientes momentos en (1.2), estan definidos por
k
Mk(ylr" 7yn) - <f(w17"'7xn7y17"' 7yn)7x11 Tee xf:zn>7 k S ﬂvn

2 Espacio de distribuciones de orden finito

Introducimos ahora los espacios de funciones prueba y distribuciones que se utilizan en
este andlisis; E™(IR™), el espacio de todas las funciones continuamente diferenciables de
orden m (m € IN) sobre IR". El espacio dual E™(IR"), el espacio de distribuciones de
soporte compacto de orden finito m.

D™(IR™), el espacio de las funciones continuamente diferenciables hasta de el orden
m con soporte compacto cotenido en IR", esto es las funciones ¢ para las cuales DP¢(x)
existe y es continua para |p| < m y cuyo soporte compacto esta contenido en IR". El
espacio D™ (IR"™), espacio de distribuciones de orden finito.

S™(IR), el espacio de las funciones cuyas derivadas de orden menor o igual a m son
rapidamente decrecientes, esto es limyx_ kaj(b(x) = 0 para cada par de multi-indices
k,j e IN", |j| <m.

El espacio dual S (IR") es el espacio de las distribuciones temperadas.

El espacio OF'(IR"), v € IR consiste de las funciones suaves tales que Dkp(x) =
O(|x]7), cuando x — oo para cada k € IN", |k| < m. El espacio Of(IR") es el limite
inductivo lim_, OJ'(IR") cuando v — oo. El espacio K™ (IR"™) consiste en las funciones
suaves tal que D¥¢(x) = O (|x["~*/) para algin v y todo k € IN", |k| < m. El
espacio O/ (IR™) de funciones suaves, tal que D¥¢(x) = O (|x|"*) para alguna constante
Y, k € IN".

El espacio P™(IR"™) de las funciones suaves tales que DX¢(x) = O (e“*'x‘) as x — 00
paracaday >0,y k € IN", |k| <m.

Para un estudio detallado de estos espacios y sus correspondientes duales, consultar
[3, 4, 5]

En lo que sigue A, representa alguno de los espacios A = D, &, Oc, K, P o S,
dotado de la topologia fuerte 8 (A™, A™); y lo denotamos por Agn.

3 Funciones bilineales continuas

Sea A = A(IR"™) un espacio de funciones prueba sobre IR" y A’ el corres-
pondiente espacio de distribuciones, en general la funcién ® : A’ x B — A’, definida por
O(T,«) := T, donde B es el espacio de multiplicadores [11] de A, no es continua. Por
ejemplo la funcién D’ x & — D no es continua [5].

La funcién ® induce un operador [11] A : A" x B — A’ tal que A(T ® o) = oT de
modo que si o(z,y) =Y prq a(x)T(y), entonces (Ao)(x) = o(x,x).
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Si ® es continua, entonces A se extiende a un operador continuo de A’ &, B — A ,
donde &, significa la complexién del espacio A’ @, B provisto de la m—topologia 3, 4, §]
o topologia proyectiva.

La siguiente proposicién nos garantiza cuando ® es continua [5, pg. 362].

Proposicion 3.1:
Sea m € IN entonces la funcion

D D’ﬁm(lR") x EM(IR™) — D’ﬁm(lR") (3.1)
definida por ®(T,«) := T es bilineal y continua.

Al ser la funcién (3.1) continua se sigue que el operador A : D" (IR") Or EM(IR™) —
D" (IR™), definido por (Ac)(x) = o(x,x) es continuo.

Como ™ «— DM y £ — £, se tiene que @ : £ x & — D™ es continua y por lo
tanto A : £ &, & — D™ es continuo.

De la misma manera se obtiene [11] que A es continuo en los espacios: E™(IR") @x
E(IR™), S"™(IR™) @, Op(IR"Y), OFY(IR™) @, Oc(IR™), P™(IR™) @ P(IR"), K'™(IR") @y
KC(IR™).

4 La expansién en A™(R") ®, A(IR")

La introduccion de los espacios donde el operador A es lineal y continuo, nos va a permitir
obtener la expansién de f(Ax,x), cuando A — +o0.

Teorema 4.1:
Sea A uno de los espacios £, Oc, K o P. Sea f € A™(IR") &, A(IR") para algin
m € IN. Entonces

1)kl JDk is 1
FOx,x) Z Z _N ')\|k+n( x) +0 <m> , cuando A\ — 400, (4.1)
keIN™ j<k J)

donde py(y) = (f(x,y),x%), k € IN™ son los momentos parciales de f y /ﬂl'{ estan dados
por .

| = Dine(0), (42)
PrRUEBA: Si f € A™(IR") ®, A(IR"), entonces la expansién

N (_q)k k§(x

i k! \kl+n AN+n+1

cuando A\ — oo, es valida en el espacio AP(IR") ®, A(IR") para algin p > max{m, N}.
Aplicando el operador A a (4.3) y teniendo en cuenta que

HOID3(x) = 3(1) I DI (0D o),

i<k



70 C. M. ULATE

se obtiene

(— 1)kl d DRI (x)
FOAx,x) ~ Z Z = ) cuando A — +oo [
keIN™ j<k

Ejemplo. Como ejemplo de la aplicaciéon de este teorema consideremos el funcional
U(\) = / e MEH9D) (22 4 1 2VB(2y, 20)dardas, ¢ € P.
RQ
Entonces se tiene que ¥(\) = (f(Ax,x), ¢(x)), donde f(x,y) = e *I"|y|?; entonces
f € P™ &, Py por el teorema 4.1 sabemos que
1)k J|MJ Dk-3§(x)

FAx, x) Z Z YR cuando A — 400,
keIN™ j<k _J

donde los correspondientes momentos (4.2), estan dados por

wo = DI (uy))y_g

_ p <|y|2r <2k‘12+ 1> r <2k‘22—|— 1>> ’
y=0

(J1.42) _ o o 2 2 2k +1 2k + 1
Py k) = T O (y7 +y3)T 5 r 5 o’ (4.4)

sik = (k1,k2), j = (j1,J2)-
Desarrollando los primeros términos N = 3 y usando (4.4), encontramos que

o bien

5 1 5 3
fOx,x) ~ A E) (2))\4P (z) d(x) — ) y) (2))\5 () [—aizé(x) + —831 (5(x)]
rr@)ro d
o 2)\5 : |:81'1 (X) + 81’26(X):| )

por lo tanto

Ejemplo. Si ¢ € S(IR"), entonces su transformada de Fourier estd dada por

$(u) = F{o(x);u} = /an P(x)e™dx.
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Puesto que la transformada de Fourier es un isomorfismo [3] de S(IR") en S(IR").
Teniendo en cuenta que [9]

S(IR*") — A™(IR") ®x A(IR"),

por ejemplo para A = Oc. Se sigue que la expansién (4.1) es valida en S(IR*™) y por lo
tanto ¢, admite la expansién

1)k J|MJ DX-3§(u)

)\u u) Z Z D cuando A — +o00.
KEIN™ j<k k—j)

Ejemplo. Consideremos la siguiente funcién generalizada

[o¢]
=N 0P i)a( —5> 1 0+
) nz::ln Sm(n2 T = , p>1, e—0".

Es facil ver que Y o0, ‘aS{D (y)‘ converge para todo g = 0,1, ..., donde a,(y) = n~Psin (%)

Ademés el nicleo Y00 n~Psin (£) 6 (z — L) € E&M(IR") &, E(IR"), m = 0.
Por el teorema 4.1, obtenemos

k -7 ]Dk j5
ZZ M ' (2 )ek, cuando € — 0T
k=0 j=0 —J)!

donde

[%S) ag)

Teniendo en cuenta que

0 si g = 27, =1,2,...
a(q)(o): _ +1 .q_ ‘7. ‘7._ s
— siqg=27—-1, j=1,2,...

obtenemos que

1+kJ

2

DFmC(p + 2m + k — 1)6¢H2m) (z)
2m -1k +1—2m)!

[o¢]
€) ~ E €®, cuando € — 07,

k=1 m=1

donde ( es la funcién zeta de Riemann y | | significa parte entera.
En particular, sip+2m+k —1 € Z y es par, podemos obtener los valores de ¢ a
partir de [3]
(_1)k_1B2k(27T)2k
2(2k)! ’

donde los By son los coeficientes de Bernoulli.

C(2k) = (4.5)
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Si¢ € E(IR) se tiene

i 1 3m((p+2m+k—1)¢(k+l 2m)(0) .
Z 2m — DIk +1—2m)! <

Mg

S (5)o(2) -

cuando € — 07,
En particular si ¢ = 1 se obtiene

e
I

1 m=1

o0 o0 ; .
—1)J+1 47 —2) ..
Zn_psin (%) NZ( YTty )Ezj_l, cuando € — 0
n

i —1)!
n=1 j=1 (27 = 1)t

Si p es par, entonces del teorema 4.1 y usando (4.5) se obtiene

N o (_1\B+35-1 ptdj—2
—pn €N _ (—1)2 (2) Bpiaj—2 (21 N+42
D n Sm(n2>_z 2(2j = D!(p + 45 — 2)! +O()

)

cuando € — 0.
La expansién (4.1) no es vélida [3] en S'(IR"), sin embargo si se introducen algunas
condiciones se puede obetener la siguiente expansion.

Teorema 4.2: Sea f € S™(IR") @, Op(IR"™) con sop(f) C B x IR donde B =

[A1,00[x ... X [An, o[, para algunas constantes Ay, >0, k=1,2,...,n

Suponga

DI, f(x,y) ZXaZDJw ( an+1Dj¢n+1(y)> 7

cuando x — o0, para 0 < |j| < N+1, donde a; > ag > ... >apt1 y —(N+2) < |ap41] <
—(N +1).

Entonces

1)kl JDk—J5( )
L /J/ T
FOx,x) ZPf (Ax)® H(Ax))i(x Z Z K — 3R + O(Aan+1l)

keIN™ j<k

cuando X — +o0o en el espacio S', donde Pf(x*H (x)) es la distribucion dada por la parte
finita de Hadamard

(P H(x)),60x)) = Fp [ x*0(x)ix,

y donde ,u{( son los momentos generalizados

i, = DI <f(x7 y) = Pf(xaiH(X))T/)i(Y),Xk>
i=1 y

=0
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