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VALORES PROPIOS DE DIRICHLET ASOCIADOS A LA

ECUACION DE HILL CON POTENCIAL
DE RUIDO BLANCO

HENRY P. MCKEAN! — SANTIAGO CAMBRONERO?

Resumen
Mostramos que la ecuacién de Hill con potencial de “ruido blanco” tiene una
sucesion A, de valores propios de Dirichlet que se comporta casi como en el caso
clésico, en el sentido que A\, — n?7? posee un crecimiento logaritmico, proveniente de
de una sucesiéon de variables gaussianas.

Abstract

We show that Hill’s equation with white noise potential has a sequence of Dirichlet
eigenvalues )\, that behaves almost like in the classical case, in the sense that \,, —n?m?
has a logarithmic growth coming from a sequence of Gaussian random variables.

Introduccién

La ecuacién de Hill con potencial ), y pardmetro A, estd dada por

—y" +Qy =Xy (1)
Los valores propios de Dirichlet son aquellos valores de A para los cuales existe una
solucién no trivial de (1) satisfaciendo

y(0) = y(1) =0. (2)

En el caso cldsico @ es una funcién suave, y es sabido que (1) posee una sucesién de

valores propios de Dirichlet A\, < A1 < ..., tal que A\, = n27r2+f01 Q+O(#), paran grande.

De hecho, la cantidad de términos en esta expansién puede incrementarse indefinidamente,
dependiendo del nimero de derivadas que @ posea. Por ejemplo, si Q es C2, entonces

A —n2ﬂ2+/1Q+£+O(i)
" o n? n3”
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Para revisar las demostraciones de dichos resultados, asi como obtener mas informacién
al respecto, el lector puede consultar [2], [3], [7], ¥ [8]

En el presente trabajo consideramos la ecuacién (1), donde el potencial @ es ruido
blanco, esto es, la derivada formal de un movimiento Browniano, en algin espacio de
probabilidad (2, B, P). Una solucién de esta ecuacién es una funcién y de clase C! que
satisface la versién integral

() + o/ (0) + /O " y(t)db(t) = A /O Cy(tydr,

donde b es el correspondiente movimiento Browniano en (2,5, P), y la integral de la
izquierda se define como

y(@)b(z) - /O bty ().

La solucién y con y(0) = 0, 3/(0) = 1 debe satisfacer entonces

_ sz / s VNE =8 g,

y(x) 7 %

0 equivalentemente

_senVAz * senVA(z —t)
yta) = S~ [ h P (1) — cos VG — (o)

Si iteramos esta ecuacién obtenemos

Y=Yo+y1+ ... +yn + Ru(x),

donde y, = %, Ynt+1l = fox Semﬂ#yn(t)alb(t).

Esto sugiere que definamos y = > > yn (), para lo cual trataremos de estimar |y,| y
mostrar convergencia. |y| denotard la norma sup de y en [0, 1]. Los siguientes resultados
seran de gran utilidad.

Lema 1. Si G, =a >0, y para todon =0,1,...
Gnt1(x) = 20/ Gy (t)dt + ﬁGn(x),
0

donde ¢, u > 0, entonces G, esta dado por

Gulw) = a(2e) Y aln, k)aku= ),
k=0
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donde a(n,0) =27"y a(n, k) = %, parak=1,...,n.

PRUEBA
Basta observar que a(n + 1,k) = $a(n,k — 1) + 1a(n, k), y usar induccién en n. O

Lema 2. Supongamos que (f,) v (gn) satisfacen

OSﬁHAM§c47n+@m

OSgMAMScA7n+@»+§nux

paran = 0,1,..., z € [0,1], y definamos h,, = max(fy, g,). Entonces, para z € [0,1], y
1 > 2c¢ tenemos

> hn(x) < 26%hy.
n=0

PRUEBA
Nétese que hyp1(z) < 2¢ [ by + ﬁhn(x) Tomando a = |h,|, el lema anterior permite
concluir que

Z b ()
n=0

N
(]
R
=

nn—1)---(n—k+1)
(k!)22n—kun—k

0
> (2C)k > Cin—k
= a) 2Zn(n—1)---(n—k—|—1)(;)
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Es facil mostrar que f, = |Yn,+nl, ¥ 9n = é|ygo +n| satisfacen las hipétesis del lema 2,

con i =\, y ¢ = |b|. Como consecuencia obtenemos que
o0 o0
STyl < 20e™ ST |y | < 2apetl
n=ne n=ne

para i > 2|b|, donde a = max{|yn, |, %\ygo |}. De la definicién de y,, se sigue inmediatamente
el siguiente teorema.
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Teorema 1 Para A > 4[b|?, la solucion de (1), con condiciones y(0) = 0, y'(0) = 1,
estd dada por y = > yn, donde la convergencia es uniforme en [0,1]. También tenemos
que y' = >y, uniformemente en [0,1].

Observacion. El lema 2 muestra también que el orden de \Rn] estd dominado por el
orden de max{|y,|, * |yn|} O sea que si mostramos que max{|y,|, |y;|} = O(p®), entonces
|IR,| = O(n®). En 10 que sigue vamos a usar este hecho para estimar los valores propios
An.

Observe que |yo] < u~!, v |y)| < 1. Por otro lado, de la definicién tenemos y; =

f b son,u(2t x) dt = 1Im(e—i/ﬂ/’]1(gj)), donde

x ) T+ )
I = / b(t)e? ™ dt = —/ T bt — T yeRint gy,
0 x 2

2p

Si sumamos estas dos integrales, vemos que 217 es igual a

™

Ttg, T\ 9 24 . z T .
_ iut 2iut _ _ 25t
/ bt~ 5,0 / b(t)eint + /_ bt~ ,) = bOLH"
T 0 oM

Usando esta expresién, y el médulo de continuidad de b(t), obtenemos

| /\

n| < P+ Imax{b(t — £) = b(t)] : & <t < x}
w|b| —
< | |M (NI 1/2(10gu)1/2 <ou 1/2(10gu)1/2
para i > po(w), y casi todo w.
Esto implica que |y1| < 2u~3/2(In p)'/2, para casi todo w, donde p > fio(w). Similar-
mente tenemos que —]yl\ < 3u~3/2(In )2, para 1 > .

De la observacién hecha arriba se sigue que, para A grande,

sen \/X:E + O(A_3/4+)
VA

y entonces y(1,\) = 0 implica VA = nm + ¢, donde ¢, = O(n_1/2+). Reciprocamente,
para n grande, existe &, tal que y(1, (nm +¢,)%) =0, y g, = O(n~Y/?1).

y(l"A) =

Y

Los siguientes resultados nos permitirdn obtener una expresiéon mas exacta para &,,.

Lema 3. Sea X, ( f cos (2nmu)db(u). Cuando n — oo tenemos |X,| = O(n°*), con
probabilidad 1.

PRUEBA:
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Cada X,,(t) es una martingala, con EX2P(1) < Cp, para p > 1, y entonces
P(maxo<i<1 [ Xn(t)] = n%) < k5 (ver [5], paginas 13 y 163).

Dado a > 0, podemos escoger p > 1 tal que 2pa > 1, y entonces, por Borel-Cantelli,

P(méx | X, (t)| < n% cuando n T oo) =1,
para todo o > 0. Como podemos restringirnos a valores racionales de «, concluimos que

P(méax | X, (t)| = O(n%),n 1 oo,Va >0) =1. O

Corolario 1. méxo<i<1 | fot b(u) sen (2nmu)du| = O(n~'1), cuando n — oo, con probabil-
dad 1.

PRUEBA:

[2 b(u) sen (2n7u)du = 5= [* cos (2nmu)db — b(t) cos (2nmt)

onm 2nm

El mismo argumento muestra el siguiente lema.

Lema 4. Sea Z,(t) = f ub(u) cos (2nmu)du. Cuando n — oo tenemos que |Z,| =
O(n=*), con probablhdad 1.

Observacién. Resultados similares son validos si intercambiamos los roles de seno y
coseno, con obvias modificaciones.

Lema 5. Sea Xn( f b(u) cos (2nmu)c(u)du, donde ¢(-) estd dado por
f b(u) sen 2n7ru)du Cuando n — oo tenemos que X, ( 4m f b2 (u)du +
O( 2+). Més precisamente

L[ty _ —24
012?<Xl | X (t) + m/o b*(u)du] = O(n™""),

con probabilidad 1.

PRUEBA:
Observemos primero que c(t) = zi=[e(t) — b(t) cos 2n7t], con e(t) = f; cos (2nmu)db, y
entonces
Bl ()] < —0 (B (1) + BV (1) < 2
~ (2nm)?p ~ n?’

donde C), es una constante que depende sélo de p. Por otro lado, como |¢| = O(n™1F),
tenemos que

dnm 2nmw

X, (t) = / Fleos(4nm) = 1) o — vty + O(n=2),

donde Y,,(t) = f; c(u) sen (2n7ru)db satisface EY,2P(t) < %, y por lo tanto
EY:" (1) < fmpeteay-

Plméxo<i<t [Ya(t)] > n?] <

= n2pa
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Por Borel-Cantelli se sigue que |Y,| = O(n~'1).
Similarmente tenemos que f(f cos(dnmu)b?(u)du = O(n=1%). O

Volvamos ahora al problema de aproximar A,,. Como observamos anteriormente, v/ A, =
nm + e, donde &, = O(n~1/2%), y entonces (—1)"v/Ay1(1, \,) se puede expresar como

1 1
seney, / b(t) cos(2v/ Ant)dt + cos ey, / b(t) sen(2v/ Apt)dt
0 0

Por el corolario 1 es facil concluir que vX,y1(1,A,) = O(n~), y lo mismo es valido
para y} (1, \,). Como consecuencia ¢, = O(n~1%).

Para obtener un mejor estimado de &, necesitamos acotar y,(1, A, ). Usando el hecho
que

v = — [ BOEVE . (1) — cos A (@ — )y (1)]d,
se obtiene que yo = A+ B+ C + D, con

A= Son Z[( [ b(t) cos 2/ Atdt) + ([ b(t) sen 2v/At)?],

B= —%( 17 b(t) cos 2/ A) ([ b(t) sen 2v/At),

C= 2% L[ b(t) cos 2v/Atdt fot b(u) sen 2v/ \udu),

D= % [I V3 (t)dt — o [Fb2(t) cos VA(z — 2t)dt.

De lo anterior, y los lemas 3, 4 y 5, concluimos que y2(1, A,,) = O(n=3%), y entonces

1
"VAy(L ) =en + / b(t) sen (2nmt)dt + O(n=2T),

esto es

/ b(#) sen (2nt)dt + O(n~2") = %(b(l)—XnH—O(n_”),

donde .
Xn:/ cos (2nmt)db(t).

Hemos mostrado el siguiente teorema.

Teorema 2 Los valores propios de Dirichlet asociados al operador —di;g +Q, donde Q es
ruido blanco, estdn dados por

1
Ap = n2m? 4 b(1) — / cos (2nmt)db(t) + O(n~1T),

para valores grandes de n, donde b es el movimiento Browniano correspondiente.
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Noétese la diferencia con respecto al caso clésico (cuando @ es una funcién suave).
Aqui obtenemos la sucesiéon de variables gausianas X,,, que satisface X,, = O(n’"). De
hecho, no es dificil mostrar que max{|Xy| : k =0,...,n} estd dominado por v/3log n, para
valores grandes de n. Para esto basta observar que EX,, = 0, EX2 = %, y EX, X, =0,
para n # m, y por lo tanto las variables Gausianas X,, son independientes e idénticamente
distribuidas. Esto implica que

P[kfr%éx | X% < Valnn] = {P[|Xi| < Valnn]}"

e—alnn

= {1- ==0+om)}"
= exp[-n'""*(ralnn)23(1+ o(1))],

y por lo tanto

P[ mix 1Xp| > Valnn] = 1—exp[-n'"%(malnn) 21+ o(1))]
- L (1+0(1)
nelVralnn
2
< Wa

para n grande. Por Borel Cantelli se sigue que

P[kE}éx | Xk < Valnn, n1oo] =1,

para todo a > 2.
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