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FUNCIONES PERIODICAS, CUASIPERIODICAS Y
CLASIFICACION DE FUNCIONES

EpWIN CASTRO FERNANDEZ!

Resumen

En este trabajo presentamos algunos conjuntos significativos de funciones. Sigu-
iendo las ideas de [2] introducimos las funciones cuasiperiddicas y sus propiedades
elementales. Basados en [12] damos una clasificacién de los conjuntos.

Abstract

In this work we present some significative sets of functions. Following the ideas of
[2] we introduce the almost periodic functions and its elementary properties. Based in
[12] we give a classification of the sets.

1. Introduccion

En el presente trabajo vamos a estudiar algunos conjuntos de funciones continuas de
IR en IR vamos a ultilizar la siguiente notacién: C' el conjunto de funciones continuas de
IR en IR; B el conjunto de funciones continuas y acotadas de IR en IR; C.U el conjunto de
funciones uniformemente continuas de IR en IR.

En los parrafos que siguen introduciremos también los conjuntos de funciones P (perié-
dicas y continuas) C.P (cuasiperiédicas). Aunque el conjunto P es bien conocido, nosotros
explotaremos algunas propiedades que nos serviran para introducir el conjunto C.P.

2. El conjunto de funciones C' ([1],[8])

El conjunto de funciones continuas de IR en IR y denotado con C es bien conocido,
este conjunto se puede dotar con la estructura de espacio vectorial definiendo la suma y la
multiplicacién escalar en forma usual; definiendo la multiplicaciéon de funciones también
en forma usual se tiene que C' es una &lgebra.
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3. El conjunto de funciones C.U ([1],[8],[10])

Sea D C IRy f: D — IR aplicaciéon decimos que f es uniformemente continua en D
si para todo £ > 0 existe d(¢) > 0 tal que: para todo z,y € D con |z — y| < d(g) se tiene

que |f(z) = fy)l <e.

Denotaremos con C.U al conjunto de funciones uniformemente continuas de IR en IR.

Es claro que si f,g € C.U entonces f+g € C.U y si A € IR entonces A\f € C.U,
sin embargo no siempre el producto de dos funciones de C.U es una funciéon de C.U,
si consideramos por ejemplo la funcién f(x) = x se tiene que f € C.U, pero g(x) =
f(z) f(x) = 2? no es una funcién de C.U. El resultado siguiente es bien conocido.

Proposicién 3.1. Sean a,b € IR, a < by fla,b] — IR continua entonces f es
uniformemente continua.

Para la prueba de la proposicién 3.1. véase ([8]).

4. El conjunto de funciones B
Decimos que una funcién f : IR — IR es acotada si existe M € IR, M > 0 tal que:
|f(z)| < M Vz e R.

Si f es una funcién acotada y continua diremos que f € B. Es claro que si f,g €
B, M€ IR entonces \f + g € By f-g € B. También se tiene que si f € C.U, g € B
entonces fg € C.U, pero no es cierto que B C C.U ([1]).

5. El conjunto de funciones P ([2],[9],[10])

El conjunto P es esencial en el presente trabajo, por eso presentaremos y probaremos
algunas de sus propiedades vamos a decir que una funcién f : IR — IR pertenece a P si:

a) feC
b) f es periddica, es decir: existe T' € IR, T # 0 tal que: f(x+T) = F(x) Vx € IR.

La propiedad (b) nos permite decir que f es periédica de periodo T'.
Facilmente se tiene:
Lema 5.1. Si f € P entonces:

(a) f es acotada (f € B).
(b) Denotando con T un periodo de f tenemos que:

i) f es de periodo —T,
ii) f es de perfodo mT Vm € Z.
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El lema 5.1 nos permite trabajar solamente con periodos positivos.

Vamos a ver a continuacién que la suma y el producto de dos funciones de P no
necesariamente es una funcién de P. En efecto, considere g(x) = cost 4 cosv/2t se ve que
cada uno de los miembros de la suma es una funcién de P, sin embargo si g(z) fuera una
funcién de P se tendria que existirfa un T > 0 tal que: cos(t + T) + cosv2(t +T) =
cost 4+ cos\/2t Yt € IR y en particular para t = 0 tendremos: cosT + cosv/2T = 2 de donde
T = 2mn y /2T = 2nw para algin m,n € Z \0, tendriamos entonces que: V2 = - lo
cual es absurdo. Por lo tanto g ¢ P.

Observe el lector que la suma cost 4+ cosv/2t se puede escribir en la forma:

V2-1 V2+1
08 t

2 t
cos 5 c 5

Se ve entonces que le producto de dos funciones de P no siempre es una funcion de
P. Cabe preguntarnos sin embargo: ;En qué casos la suma de dos funciones de P es una
funcién de P?

Observe el lector en primer lugar que existen funciones peridédicas que no pertenecen
a P, un ejemplo es la funcién f(z) = x — [z] que es periddica de periodo 1 pero no es
continua.

Proposicion 5.2 Sean f, g funciones peridédicas con periodos 171 y T5 respectivamente
si Ty /T, €@ entonces f + g es periddica.

Demostracién. Podemos escribir 77 /T3 = m/n, con m,n € IN, entonces nT; = mTy
v T = nTy = mT5 se tiene que:

(f+g)t+T)=ft+T)+ gt +T) = f(t+nT1)+ g(t + mT) = f(t)+g(t) Vt€ R

Asi f 4 g es periédica de periodo T
Surge ahora la pregunta ;qué sucede si f y g son periddicas de periodos 171 y T»
respectivamente y 71 /T» ¢ Q7 Considere tres niimeros reales a, b, ¢ inconmensurables entre

si (es decir que ninguno de los cocientes 7, %’, 2 son racionales) y definimos:
+0o0 —+o00
flz) = Z o(x —ma —nb) — Z o(x —ma — nc)
m,n=—0o0 m,n=—00
“+oo —+o00
g(x) = Z o(x —mb—nc) — Z o(x —ma — nb)
m,n=—oo m,n=—0o0

donde

ao={7 3o

Sea xg € IR si x9 = ma + nb para algin m,n € Zntonces p(xrg —ma —nb) = 1. Se
concluye que cualquiera de las dos series anteriores es convergente por la definicién de ¢,
ademads se tiene:
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+o0 oo
flata)= Y pl@—(m-Da—nb)— Y (e~ (m—1a—ne)=f(z)

Andlogamente: g(z +b) = g(z) (f +9)(z +¢) = (f + g)(x)

Por lo tanto hemos construido dos funciones f,g con periodos incomensurables cuya
suma es periddica y su periodo es incomensurable con el periodo de f y de g.

Los resultados que siguen seran ttiles en el estudio de las funciones periddicas.

Proposicién 5.3 Sea = € IR\ ! Qentonces el conjunto: A = {mx +n: m,n € Z} es
denso en IR.

La demostracién de esta proposicion serd incluida en el apéndice del presente trabajo.

Corolario 5.4. Sean Ty, Ty € IR tales que T /T, ¢ @ entonces el conjunto

S={mTy+nTy:m,ne€ Z}

es denso en IR.

Demostracién. Sea T} /Ty = x entonces el conjunto: A = {mz +n : m,n € Z} es
denso en IR lo cual implica que T5A es denso en IR pero ThbA = S.

Observacion. Si T1/T> ¢ @ entonces cada elemento del conjunto S definido en el
Corolario 5.4 se escribe de manera tnica, es decir si: mTy + nTy = m'Ty + n/T5 con
m,n,m',n’ € Z entonces m =m/, n=n'.

Proposicién 5.5. Sea f : IR — IR continua (a la derecha o a la izquierda) con
la propiedad de que existe una sucesién (a,)nev N0 estacionaria y convergente tal que:
flx+a,) = f(x) Yz € IR, n > 1 entonces f es constante.

La demostracién de esta proposicion serd presentada en el apéndice.

Teorema 5.6. Sea f € P, f no constante entonces el conjunto de los periodos de f es
numerable.

Demostracién. Sea A={T >0: f(t+7T) = f(t) Vte R} y A; = AnJ0,i], i> 1.
Si Ay fuera infinito tendria un punto de acumulacién T™ y entonces existiria una sucesién
(T))nev de elementos diferentes de A; convergente a 7™ por la proposicién 5.5 se concluiria
que f serfa constante, como A; es finito y A = (J;c v Ai se deduce que A es numerable.

Colorario 5.7. Si f € P entonces el conjunto de periodos de f es un conjunto aislado.
Este Corolario deduce de la prueba del teorema 5.6.

Colorario 5.8. Sea f € P no constante entonces f posee un periodo positivo maés
pequeno.

Demostracién. Sea A={T >0: f(t+7T) = f(t) Vt€e R} y T* = infA.

i) Si T € A entonces T* tiene la propiedad del enunciado.

ii) Si T* ¢ A entonces T* € A’ y existe una sucesién (a,)nen de elementos diferentes
de A tales que a,, — T™. Resulta que f seria constante, lo cual es absurdo.

Proposicion 5.9. Sea f € P. Si f tiene dos periodos incomensurables entonces f es
constante.
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Demostracion. Sean 17,75 dos periodos incomensurables de f como:
S={mTi+nTy:m,neZ}
es denso en IR se tiene de la relacion:
fmTy +nTy) = f(0) Ym,n € Z

y se deduce que
fly) = f(0) Vy € R.

Proposicion 5.10. Sean f,g € P, f, g no constantes, f con periodo 17, g con periodo
Ty, f 4+ g con periodo T. Si T} y T son incomensurables entonces Ty 11, T y T son
también incomensurables.

Demostracién. Supéngase que T'/Ty €Q) entonces: T/To = p/q y entonces que:

(f+9)@)=(f+9)t+T)=(f+9)t+qT) = ft+qT)+ gt +pT2) = f(t+qT) + g(t)

de donde f(t) = f(t + qT), se concluye que f es periédica de periodo ¢T" y entonces es
periédica de periodo pT5. Como f tiene periodo pTs y 17 y ambos son incomensurables
entonces f es constante. Contradiccion.

Proposicién 5.11. Sean T3, T, € IR tales que T1/T5 ¢ @ y sea

A={mTi+nTy :m,ne Z} .
Sea = ¢ A entonces:
1) Existen dos sucesiones de enteros (ay)nemn, (bp)nemw tal que a, Ty + b, To — .

(1)

(2) Las sucesiones (an)nemnw, (bn)nemnw son no acotadas.

(3) Algunas de las sucesiones (an)nemw, (bn)nemv se puede elegir convergiendo a +oo.
(4)

4) Algunas de las sucesiones (ap)nen, 6 (bp)nemw se puede elegir en IN y la otra com-
puesta de enteros negativos.

La demostracién de esta proposicién aparecera en el apéndice.
Proposicion 5.12. Sea f € P no constante con periodo 15 y sea T € IR tal que
T/T; ¢@ entonces los limites:

lim f(nT), lim f(nT)

n—-—+00 n—-,-—oo

no existen.
Demostracién. Supéngase que lim f(nT) = I; | # +oo pues f € B; existe a y 3
suficientemente cerca tales que: f(nT) € [a, 5] Vn > N. Sea x € IR tal que:

i) fx) ¢ [o, )
i) f(=2z) ¢ [, f]
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iii) x #mTy +nT Vm,n € Z

Como se ve, i), ii) se aseguran tomando «, 3 suficientemente cerca, iii) es claro.
Se tiene que existe una sicesion (a, 71 + b, T)ney convergiendo a x. Pueden haber dos
casos: (proposicién 5.11)

1) (an)nEIN C IV, (bn)nEIN Cc IN~.
2) (an)neﬂ\/ C W_v (bn)nEIN CIN

si se da el primer caso se considera la sucesion: (—a, T} — b, T )ne y se reduce al segundo.
Consideramos el segundo caso, se tiene que:

a< fla,Th +6,T) <3 Vn>N

y tomando limite se deduce que: f(z) € [a, (], lo cual es contradictorio.
Observaciones:

(1) La proposicién anterior es cierta asi: si (a,) C Z y a, — +00 0 a, — —00
entonces lim f(a,T) no existe.

(2) Es fécil probar que si f € Py f no es constante entonces lim,_, |, f(z) no existe.
Adn sin la hipétesis de continuidad para f. Ademas si lim,_,; f(x) existe entonces
f es constante.

(3) La proposicién 5.12 es cierta también si T/T; €Q y T no es periodo de f siempre

que f(T) # f(0). Como Tll = & entonces ¢T" = pT} se tiene entonces que:

f(qT) = f(pTh) = f(0), f(ngT) = f(npTh) = f(0), f((ng+1)T) = f(T).
Asi el limite lim,,_,;~ f(nT") no existe.

Proposicién 5.13. Sea f,g € P, f con periodo Ti, g con periodo Ty, T1/T5 ¢Q, f v
g no constantes. Entonces f + g no puede ser periddica.
Demostracién. Supongase que f + g es periddica de periodo T'.

() (f + ¢)(aTy +bT) = f(0) + g(aT) Va,be Z
(ii) (f + g)(cTy 4+ bT) = f(cTy) 4+ g(0) Ve,be Z

Supéngase que existe una sucesion a, 71 + b, T — x con (an)new € IN y a,, — +00
y ademés x # mTy + nT VYm,n € Z. Considerando (i):

(f +9)(anT1 +b,T) = f(0) + g(anT1)

y haciendo tender n — +o00, el miembro izquierdo tiende a (f + g)(z) y el derecho no
tiene limite cuando n — +o0.
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6. Otras propiedades de las funciones periédicas

Proposicién 6.1. Si f € P entonces f € C.U. ([8],[10]).

Demostracion. Sea f : IR — IR periddica y continua y 1" > 0 periodo de f, como
f es continua en [0,37] entonces f es uniformemente continua asi: para todo € > 0 existe
d(e) > 0 tal que d(¢) < T y con la propiedad de que si x,y € [0,37] con |z — y| < d(¢)
entonces |f(z) — f(y)| < e.

Vamos a probar que tiene lugar la implicacién |z — y| < ¢ implica |f(z) — f(y)| < e
sin la restriccién z,y € [0, 37T].

Sean z,y € IR tales que |x — y| < ¢ se tiene que: 0 < z[F|T < T y entonces z' =
e+T—[F|T € [T,2T),y = y+T—[F]|T € [0,3T] ademss |2’ —y'| =[x —y| <  y entonces
|f(@) - f(y’)l <epero f(z) = f(y)| = [f(z') = f(¥)], y se sigue el resultado.

A continuacién nos dedicaremos a estudiar la composicién de funciones periédicas.

Es claro que si f: IR — IRy g : IR — IR periddica entonces f o g es periddica.

Si g € P, f € C no necesariamente se tiene que g o f es periddica, por ejemplo si
f(x) =22, g(x) = senx facilmente se ve que (go f)(z) = senz? no es periédica.

Sin embargo si f € Py p(z) = ax + b se tiene que ¢(x) = (f op)(z) = f(ax + b) es
periédica.

El siguiente resultado responde parcialmente a las inquietudes anteriores.

Teorema 6.2. Sean f,g € C tales que:

1) f € P, f no constante.

2) 11'12 @ = 400 entonces fog & P.
Demostracién. Sea T' > 0 periodo de f entonces f alcanza en [0,7] su maximo y su
minimo f(u) = m = min{f(z) : € [0,T]}, f(v) = M = max{f(x) : x € [0,T]}. Sea

2

€= > 0 entonces existe d > 0 tal que:

M—m

: (1)

|z —y| < ¢ implica |f(g(z)) — f(g(y))| <

Por otra parte existe un intervalo de longitud § en el cual g tiene una variacién mayor
que T'. En efecto, si |z — y| < d entonces |g(x) — g(y)| < T entonces:

g(nd) | _ 19O +19(0) = g + ... +]9(nd) — g((n = O] _ 9O T
ndy |~ nd - né 1)
y entonces
o |gd)| T
<
nirgl-m‘ no ‘ Y

lo cual contradice 2).
Sea [ngd, (ng + 1)d] con la propiedad de que existen z1,x2 € [ngd, (ng + 1)d] tal que
lg(x1) — g(z2)] > T entonces entre x1,xy existen t1,t2 tales que f(g(t1)) = f(u) =
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flg(t2)) = f(v) = M asf pues [ty —ta| < &y |f(g(t1)) — f(g(t2))| = M —m lo cual
contradice (1) por lo tanto fog ¢ P.
9(x)

Observacion. Si en lugar de la hipdtesis 2) escribimos h’I& ==~ = —0 el resultado
r—+00 I

sigue con la misma demostracién.

Colorario 6.3. Sea f € P no constante y p polinomio entonces fop € P siy solo si el
grado de p es < 1.

Colorario 6.4.Sea g € P, f:IR — IR derivable y de clase C* tal que lim,__. o f(z) =
im0 f'(z) = 00, entonces go f ¢ P.

7. Funciones cuasiperiédicas ([3],[4],[5],[6],[7],[9])

Consideremos la ecuacién diferencial
yW 43y +2y =0
cuya solucién de clase C! es:
y(t) = Acost + BsenT + CcosV/2t + DsenV2t A,B,C,D € IR

Cada uno de los términos de la solucién es una funcién periédica, sin embargo ya
vimos anteriormente que la aplicacién t — cost + cosv/2t no es periédica y sin embargo
es solucién de la ecuacién diferencial.

Lo anterior motivé a Bohr a introducir una clase de funciones méds amplia llamada
funciones cuasiperiédicas y denotadas con C.P.

Una funcién f : IR — IR se dice cuasiperiédica si:

a) feC

b) Ve > 0 existe [ > 0 tal que para todo a € IR existe: T € [a,a + [] con la propiedad

lft+7)— f(t)| <e Vte R

Proposiciéon 7.1. P C C.P.

Demostracién. Sea f € P por hipétesis existe T € IR* tal que f(t+T) = f(t) Vt €
R.

Seae >0yl=T>0.Seaa € Iy 7=nT conn=1+[a/T]se tiene que: a <7 < a+l
puesto que da

a 1<|:a]<a,a 1< 1<CL
T TI=T7°T L

se tiene que a <Nl < a+7T y se obtiene a <7 < a+ .
Sea t € IR, se tiene que:

fE+7) = fOI=fE+nT) = fOl = fE+T) = f(#)] =0

Proposicion 7.2. C.P C B.
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Demostracion. Sea f € C.P y sea € = 1 entonces existe [ > 0 tal que para cualquier
a € IR se puede hallar 7 € [a,a +1] con [f(t+7)— f(t)] <1 Vt € IR. Como f es continua
f es acotado en [0,[] y entonces existe L > 0 tal que |f(t)| < L Vt € [0,l]. Sea t € IR para
a = —t existe 7 € [—t, —t + ] tal que:

FOI <) = fFE+T+[fE+T) <1+ L

Proposiciéon 7.3. C.P C C.U

Demostracion. Sea f € C.P y € > 0 entonces existe [ > 0 tal que para todo a € IR
existe 7 € [a,a+ 1] con: |f(s+7) — f(s)| <e Vse€ R

Como f es uniformemente continua en [—1, 1+1] entonces existe 6 > 0 con ¢ < 1 tal que
para cualquier s, s” con §', " € [—1,1+¢] con |s' —s”| < § tenemos que | f(s') — f(s")] < e.

Sea ahora t',¢" € IR con |t/ —t"| < 6 poniendo a = —t' existe 7 € [—t/, —t' + 1] tal que
lf(s+1t)— f(s)|<e Vs e R.

Comot' +7€[0,]]C[-1,1+1]yt"+7€[-0,0+1] C[-1,1+1] se deduce que:

[FE) = FEN < UFE) = fE+ D+ 1FE +7) = FE + D)+ +7) = F(E7)] < 3e

Proposicién 7.4. Sea f € C' monétona y no constante entonces f ¢ C.P.

Demostracién. Existen a,b € IR, a < b tales que f(a) < f(b) (6 f(a) > f(b)).
Supéngase que f es creciente. Supéngase que f es cuasiperiddica. Sea e = f(b) — f(a) > 0
entonces existe [ > 0 y existe 7 € [b,b+ ] tal que: [f(t+7) — f(t)] <e Vt € R.

Se tiene en particular que:

fla+7) = f(a) <epero fla+7) = fla) = f(b) - f(a)

lo cual es contradictorio. Se sigue el resultado.

Proposicién 7.5. Sea f € C.P entonces lim,_, ;. f(x) existe si y solo si f es con-
stante.

Demostracién. Supongase que f € C.P y que el limite existe, sin pérdida de gener-
alidad supdngase que el limite es igual a cero.

Vamos a suponer que f no es constante. Sea zp € IR tal que f(z9) > 0 > 0 (andloga-
mente si existe zp € IR con f(zg) < 0 < 0. Probaremos que dado cualquier M > 0 existe
x1 € IR tal que f(z1) >0 > 0 con x5 > M.

Sea e > 0 tal que f(xg)—e > d, existe [ > 0 tal que para todo a € IR existe T € [a,a+1]
y:

|f(zo +7) — flzo)| <e
se sigue que
flao+7) > flxo) —¢ (2)

Sea a de tal forma que zg + a > M entonces podemos elegir 7 con 7 € [a,a + | para
que se cumpla (2) y se tiene: xg + 7 > xo + a y por (2) f(xo +7) > ¢ > 0. Si se toma
r1 = xg + 7 se tiene el resultado.

Proposicion 7.6. Sea f € C.P. y g € C entonces go f € C.P.

Demostracién. Como f € C.P entonces A = f(IR) es compacto y entonces g : A —
IR es uniformemente continua.

Sea € > 0 se tiene que:
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(a) Existe 0 > 0 tal que Vz,y € A con |z — y| < ¢ se tiene que |g(z) — g(y)| < e.

(b) Existe [ > 0 tal que para todo a € IR existe T € [a,a + ] con: |f(z 4+ 7) — f(z)| <
0 Vx e R.

Combinando (a) y (b) tenemos que: existe [ > 0 tal que para todo a € IR existe T € [a, a+I]
con |g(f(x+ 7)) —g(f(x))] <e Va € IR, es decir go f € C.P.

Observacion 1. Se f € C; g € P no se sigue go f € C.P. Sea por ejemplo f(z) = 22,
g(x) = senx entonces (g o f)(x) = senz?. Se tiene que go f ¢ C.U entonces go f ¢ C.P.
(89 Ej. 3).

Observacion 2. Vale la proposicién 6.2 si en lugar de P ponemos C.P.

Proposicién 7.7. La suma de dos funciones cuasiperiédicas es una funcién cuasipe-
riédica.

Vamos a probar la proposicién 7.7 en la forma que sigue:

Si f1,fo € C.P y € > 0 entonces existe [ > 0 tal que para todo b € IR existe
7 € [b,b+1] con:

it +7) = i) <&, [falt +7) = fo(t) <e

Demostracién. (a) Sean fi, fo € C.P entonces existen l1,ly > 0 tales que para todo
a € IR existe 7i(a) € [a,a+1;] 1 =1,2 con:

[fi(t + 7i(a)) — fi(t)| <e/4 Vie R (3)

Sea lg = Maz{ly,ls} como fi, fo son uniformemente continuas entonces existe § > 0,
d <l tal que para todo s,t € IR con |t — s| < § se tiene:

€
|fi(t) — fi(s)] < 1 (4)
(b) Sea o(a) = p;d i = 1,2, donde p; cumple:
|T1(a) — pid| = inf{|ri(a) —qd| : g € Z,a < qd < a+lp}

es claro que:
oi(a) € [a,a+ o] y |Ti(a) — oi(a)] <6
lo cual nos da: .
|fi(s + oi(a)) — fi(s)] < 3 Vs e IR

en virtud de (3) y (4).
(¢) Observe que:
l1(a) — o2(a)| <o - (5)

Sea C = {(o01(a),02(a)) : a € IR. Introducimos en C una relacién de equivalencia
definida asf:

(01(a),o9(a)) ~ (o1(b),02(b) siy solo si |o1(a) — oa(a)| = |o1(b) — o2(b)]
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Obsérvese de (5) que el conjunto C/ ~ tiene un ntimero finito de clases de equivalencia

51, ..., Ch. En cada clase elegimos un representante (o1(ay),o2(ag)); ax € IR. Sea:
1 = Sup{loi(ax) - i =1,2} (6)
(d) Seal=1p+2l}.Seabe Ry a=0b+1].
Considere los nimeros o1(a),o2(a) de la etapa (b), por (c) existe k € {1,...,n} tal

que (o1(a),02(a)) € Cj, entonces
|01(a) — o2(a)| = |o1(ar) — o2(a)] (7)
denotando con 1 = Sign(o1(a) — o2(a))Sign(o1(ar) — o2(ax)) (7) se escribe comor:
o1(a) —no1(ax) = o2(a) — noz(ax) (8)
Denotaremos con 7 el valor comun de las expresiones (8) y como:
o1(a) € [a,a+11], o9 € [a,a+ 1]y [a,a+1] Cla,a+1g]=[b+1,b+15 +1o .

Se tiene por (6) que 7 € [b,b+ Iy + 2l1] = [b,b+1].
Finalmente, sea t € IR se tiene que:

fit+1)=fi(®)| < |fi(t+oi(a)—noi(ak))— fi(t—noi(ar))|+| fi(t—noi(ar))— fi(t)| <e i=1,2

Colorario 7.9. Sice IRy f,g € C.P entonces cf + g € C.P.

Proposicién 7.10. Si f € C.P entonces f2 € C.P

Demostracién. Como f € C.P implica f € B, entonces |f(z)] < M Vr € Ry
ademas:

2@ +7) = @) =+ 1)+ f@)lf (@ +7) = fl2)] < M|f(z +7) = f(2)]

se sigue el resultado.
Proposicion 7.11. Si f,g € C.P entonces f-g € C.P
Demostracién. El resultado se sigue de escribir:

o= +9P (- 9%
Proposicién 7.11. Si f € C.P y inf{|f(x)| : x € R} = m > 0 entonces 1/f € C.P.
Demostracion.
1 _ 1
fla+7) flz)

y se sigue el resultado.
Colorario 7.12. Si f,g € C.P y inf{|g(x)| : © € R} = m > 0 entonces f/g € C.P. (El
Corolario 7.12 se sigue de las proposiciones 7.8 y 7.9).

(@+7) = f@)| _ [fle+7) = f2)]
fle+n)f(x) [~ m?

:'f
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8. Ejemplos

1) feC\(C.UUB) f(z)=x?
2.) feCU\B f(z)==
3.) fe B\CU f(x)= senxz?.

Prueba: Sea ¢ = 1/2. Si f fuera uniformemente continua existiria 6 > 0 tal que
Vr,y € R, |v — y| < 0 se tiene |f(z) — f(y)] < 1/2. Sea n € IN tal que

[Vnm —/(2n+ 1)m/2| < §

entonces se va a tener

1=0—1| = |sennt — sen(2n + 1)7/2| = |[sen(v/nm)? — sen(y/(2n + 1)7/2})?| < %

4.) f € BN C.U\C.P. Sea f(x) = arctanz. En primer lugar f ¢ C.P (Proposicién
7.5). Se tiene ademds que f € B. Como

£@) = £ = e =yl = e~ sl < o —v] Yoy € R, g7y

se sigue que f € C.U.
5.) f € C.P\P. f(z) = cosz + cos\/2x (ver §5)
6.) f € P. f(z) = cosx

9. Diagrama de funciones
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Sobre un conjunto denso en IR

Seax € R\RQy A= {mx+n:m,n € Z}. Vamos a probar que A es denso en IR.
(Proposicién 5.3)
Vamos a probar que para cualquier intervalo abierto y acotado I C IR\{0} tenemos

que I N A # (). Se tiene evidentemente que existe n € Z tal que —I CJ0,1[ y tenemos que:
n

1
EI UA#Dsiysolosi INA#(, porlo tanto podemos suponer que I CJ0, 1].

Sea I =]0,e[ con 0 < & < 1y consideremos ((x)) = x — [z] sean ((z)), ((2x)), ..., ((rx))
donde r € IN y o <e Los nidmeros ((z)), ((2x)), ..., ((rz)) son distintos dos a dos pues
xel.

Sean p,q € {1,...,r + 1} tales que:

(o)) = ((g2)) < 1 <e

Como ((pz)) — ((gx)) = [gz] — [pz] + (p — @)z, se deduce que I N A # 0.

Sea ahora I =|c,d], 0 <c<d< 1. Considere —I =] —d,—c[,1-I={1l—-y:y¢€
It =]1—d,1—¢[. Como 1—c > 0 entonces existe 1l —p € (1—-I)NA con P € I, de donde
l-peAyasi—pe A—1=A,0seapec A. Asi pe ANI. Se concluye que en cualquier
caso se tiene I N A # ().

Proposicién 5.5. Sea f : IR — IR continua (a la derecha o a la izquierda) en IR
con la propiedad de que existe una sucesién (a,)n,>1 o estacionaria y convergente tal que:
fx+a,) = f(x) Yz € IR, Vn > 1, entonces f es constante.

Demostracién. Podemos suponer que lim a, = 0. De la hipdtesis deducimos que:

flan) = f(0), n21
f(2an) = f(an) = f(0)
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y en general: f(may,) = f(0) Ym,n > 1.
Se deduce también que f(0) = f(—a,) n > 1y entonces: f(—ma,) = f(0) Vm,n >1
y asi se tiene que
f(may) = f(0) Yne IN, me Z

Sea z > 0, como f es continua en z se tiene que f(x1) = f(x). Para cada k > 1 sea
my el primer nimero natural tal que x = mglag| > = y entonces:

0>ap —x > |ag| y f(mpar) = f(0) VE>1

Como ap — 0 tenemos x, \, = y entonces f(z) = lim f(zr) = f(0) y como
f(z) = f(z™) se tiene que f(x) = f(0).

En forma anéloga se prueba que f(x) = f(0) Vz < 0.

Proposicién 5.11. Sean 71,7, € IR tales que Ty /T, ¢ Q. Supongamos que = ¢ A
entonces:

(1) Existen dos sucesiones de enteros (an)nemw, (bn)nenw tales que: a, Ty + b,To — x.
La sucesién (a, T} + b, T2)nen se puede elegir con todos los términos diferentes.

(2) Una de las sucesiones (a,)nemw 0 (bn)nemw se puede elegir tendiendo a +oo y la otra
—00.

(3) Una de las sucesiones (an)nemnw 0 (bn)nemv se puede elegir de enteros positivos y la
otra de enteros negativos.

Demostracion.
(1) Evidente pues A = IR.

(2) Supongamos que (ay,)nev es acotada, entonces el conjunto {ay, a1, ldots,ay, ...} seria
finito y se tendria que la sucesion {a1 T} +b1Ts, aoT1+boT5, . ..} seria finito y entonces
x € A. Contradicién. Por lo tanto ninguna de las sucesiones (an)nenv 0 (bp)nemw €s
acotada.

Entonces alguna de las sucesiones tiene un ntmero infinito de términos positivos
supdéngase que es (an)necv, considérese la sucesién a,, — +0o entonces la subsuce-
sién an,T1 + by, To — x cuando k — +00 y se debe tener que b,, — —oo cuando
k — —o0.

(3) Resulta facil de (2).
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