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RESUMEN

El modelo de Leontief permite estimar la produccién y ha sido utilizado en una am-
plia variedad de problemas, sobre todo en mercados que deben (o se considera que deben)
mantenerse en equilibrio. La intervencién matemaética sobre el modelo consiste en resolver
una ecuacién matricial, la cual requiere el cdlculo de la inversa de una matriz. Es conocido
que para el caso de matrices de gran tamafio este calculo resulta enormemente complicado,
debido a las caracteristicas de las operaciones que deben realizarse. Utilizaremos opera-
ciones matriciales sparse (matrices de gran tamano almacenadas de forma eficiente) para
calcular la inversa de la matriz que se obtiene al considerar todas las empresas industriales
de Espana. La matriz que resulta, en este caso, es poco densa, debido a que normalmente
las empresas suelen tener conexiones en sectores proximos. Disenaremos una metodologia
que nos permitird estimar la produccién de un grupo de empresas con supuestos reales con
gran cantidad de datos. También, mostraremos como seria posible realizar estimaciones
sobre la economia sumergida.

Palabras clave: modelos Leontief, big data, economia aplicada.
Area temdtica: aspectos cuantitativos de problemas econémicos y empresariales.
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ABSTRACT

The Leontief model allows estimating production and has been used in a wide
variety of problems, especially in markets that must be kept in balance, for example
those that depend on energy materials. The mathematical intervention on the model
consists of solving a matrix equation, which requires the calculation of the inverse of
a matrix. It is known that in the case of large matrices this calculation is enormously
complicated, due to the characteristics of the operations that must be carried out.
We will use sparse matrix operations (large matrices stored efficiently) to calculate
the inverse of the matrix obtained when considering all industrial companies in
Spain. The resulting matrix, in this case, is not very dense, because companies
usually have connections in nearby sectors. We will design a methodology that will
allow us to estimate the production of a group of companies with real assumptions
with a large amount of data. Also, we will show how it would be possible to make

estimates about the submerged economy.

1 INTRODUCCION

El modelo de Leontief aproxima la produccion de un grupo de empresas condi-
cionadas por una demanda externa y de sus propias interconexiones de demanda in-
terna. Resulta util cuando se aplica sobre mercados que se considera deben manten-
erse en equilibrio para evitar tensiones competenciales o estrategicas entre sectores
sensibles (DYMOVA, SEVASTJANOV, PILAREK; 2013 y PRESLEY, WESSEH,
BOQIANG; 2018). La estimacién se basa en la resolucién de un sistema lineal de
ecuaciones, muy facil de resolver cuando se trata de sistemas de tamano pequeno,
pero enormemente complicado cuando aparecen sistema de gran tamano. La princi-
pal dificultad matematica radica en el calculo de una matriz inversa, lo cual requiere

una enorme cantidad de operaciones, como veremos posteriormente.
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Supongamos que la economia de una regién depende de n empresas, las cuales
tienen que satisfacer una demanda interna y a la vez una demanda externa. Si
para cada empresa i consideramos la produccién final @ = {z;}?_;, como el vector
incégnita de tamano n, la matriz A = {a;;}};_, representando las fracciones de la
produccién que la empresa i requiere de la empresa j y por d = {d;}; el vector
de tamano n representando la demanda externa que tiene la empresa 7, el modelo
es el siguiente:

T = Az +d,

y por tanto
Iz —Az=d=(I-A)z=d=z=(—-A)""d.

Si nuestro objetivo es aplicar el modelo de Leontief a la economia espanola,
resulta obvio que el tamaro de la matriz (I—A)~! serd grande. Consireando los datos
que aparecieron en el periédico Expansion (31 de julio de 2018), Espafia cuenta con
3,34 millones de empresas. Datos avalados por el Instituto Nacional de Estadistica
de Espania (INE), el cual restringe a 191.765 el nimero de empresas del sector
industrial (INE 1; 2018).

Para solventar el problema que se plantea cuando se tienen que invertir matrices
de gran tamano, nosotros utilizaremos operaciones matriciales sparse de la libreria
de R, Matrix (BATES et. al.; 2018), combinado con aproximaciones que resulten
eficientes para dicho calculo. En este sentido, y previamente a realizar operaciones
con supuestos reales, precisamos conocer propiedaes matriciales que nos permitan
justificar nuestro analisis, lo cual haremos en la Secciéon 2. En la Seccion 3, re-
alizaremos una simulacion para estimar la produccion de las empresas industriales
de Espana. Posteriormente, en la Secciéon 4, mostraremos la posibilidad de estimar
el fraude producido por la economia sumergida, también en Espana. Y finalmente

en la Seccion 5 detallaremos las conclusiones obtenidas.
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2 ALGUNAS PROPIEDADES MATRICIALES

Las propiedades que enumeramos en esta seccion pueden encontarse en la a&mplia
literatura existente sobre calculo matricial, nosotros por motivos de simplicidad, so-
lamente reseniamos tres de ellas (CONTRERAS, CORNETERO; 2010, FORSYTHE,
MOLER; 1967 y HARTFIEL; 2000). También, en aras de una mayor claridad obvi-

amos las demostraciones de las mismas.

Proposicién 2.1 St M y N son matrices no singulares, entonces siempre que su

producto tenga sentido se verifica:
[|M - N[ < [[M][ - [[N]]
para cualquier norma matricial.

Proposicion 2.2 Si M es una matriz n X n no singular, entonces para todo vector

x de n coordenadas se verifica:

1

| Mzl >
M|

|-

o0
Proposicién 2.3 Si la serie numérica Y ||My|| converge para alguna norma ma-

k=0
00

tricial, también converge la serie matricial Z M.
k=0

Proposicién 2.4 Si M es una matrizn x n con ||M||, < 1 entonces
a) I — M es no singular.

b) lim M* = 0.

k—o0

c) (I-M)"'= i M*.

1

d) (1 =M) My < 77
T 1M,
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Nota.- Observar que en la anterior proposicién se ha utilizado la norma p,
debido a que algunos resultados no son validos para todas las normas. Para una
mayor facilidad de seguimiento de la argumentacién, a continuacién recordamos
algunas caracteristicas de la norma p, (1 < p < 00).

Dado un vector & = {x;}"_;, la norma p se define como

lll, = {lerle + aal + .. + |l
Para el caso p = 1, se obtiene
2]y = |z1] + [wo] + .. 4 [nl,

y para p = 2, obtenemos la norma euclidea:

lell = /ot +a3 + - +a2 =

Otra norma vectorial, también muy utilizada, es la norma infinito:

HwHOO = maX(’I1|7 ’JI2|, ST) |xn|) = max |xl|
€{1,...,n}

La norma p matricial inducida seria:

[Mz||,
[ M]], = max ——-—".
A0 |z,

Para el caso p = 1, se verifica

1<i<n

n
M, = max § > lai| o .
j=1
que resulta ser el maximo de la suma de los valores absolutos de los elementos de
cada fila de la matriz M.
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3 ESTIMACION DE LA PRODUCCION DE LAS
EMPRESAS INDUSTRIALES ESPANOLAS

Hemos comentado anteriormente que las empresas industriales de Espana suman
un total de 191.765 y dado que no se espera que todas tengan contactos con todas,
resulta factible que la matriz A, la cual contendria los datos sobre las fracciones de
sus interconexiones, sea una matriz con muchos ceros, es decir poco densa. Esto nos
va a permitir utilizar librerias de célculo de matrices sparse, para conseguir realizar
los calculos sin agotar la memoria RAM de nuestro ordenador.

Consideremos ¢ = {z;}?_; como el vector incégnita que indica la produccién
de las empresas industriales espanolas. Por tanto, n = 191.765. Consideremos cono-
cida la matriz A = {a;}},—, representando las fracciones de la produccién de las
interconexiones entre empresas. Y finalmente, consideremos el vector d = {d;}I",
el vector representando la demanda externa.

Conviene aclarar, que el calculo que vamos a realizar es un supuesto real, re-
calcando la palabra supuesto, ya que la matriz A es conocida unicamente por la
Agencia Tributaria. Nuestro andlisis, por tanto deberia ser 1util para las agencias
tributarias de las instituciones publicas.

Algunas restricciones que deben verificarse:

R1. El vector demanda externa d y el vector soluciéon x, deben ser no negativos.

No pueden haber demandas ni producciones negativas:
d;>0y z; >0, Vi=1,2,---,n.

R2. a;; > 0, Vi,j = 1,2,...n. Ya que la matriz A contiene fracciones, es decir

porcentajes positivos en tanto por 1.

R3. La matriz A es poco densa. Las empresas mantienen interconexiones con em-

presas de sectores préoximos y con el resto de sectores de forma muy esporadica.
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RA4. Zaij <1,Vi=1,2,...,n. Ya que los elementos de la fila i de la matriz A
j=1
se corresponden con la produccién de una empresa ¢ en porcentajes de tanto
por 1. De esta manera, la suma de cada fila no puede superar el 100%, en este

caso 1.

R5. Ademsds, obviamente no todas las componentes de los vectores y los coefi-
cientes matriciales pueden ser todos nulos. Por que entonces no tendriamos

una economia en funcionamiento.

La restriccion R3 nos permite el uso de operaciones sparse dentro del paquete
Matrix de R. Si hacemos un simple calculo con este paquete generando una matriz
diagonal de tamano 180.000 x 180.000 utilizando, por una lado matrices en el sentido

usual y por otro matrices con la utilidad sparse:

#Comprobar el uso de memoria RAM

> library(Matrix) #uso del paquete Matrix

> M<-Diagonal (180000, x = 1) #matriz sparse.

> dim (M)

[1] 180000 180000

> object.size (M)

1168 bytes

> N<-diag(180000, x=1) #matriz en el sentido usual.

Error: cannot allocate vector of size 241.4 GbDb

Una vez ejecutadas en R los comandos indicados, comprobamos que la memoria
RAM requerida para la matriz usual es de 2414 gigabytes, mientras que para la
matriz sparse es solamente de 1168 bytes. Esto nos da una idea de lo que podemos
hacer y lo que no podenos hacer desde el punto de vista computacional.

Por otro lado, la proposicién 2.4, conjuntamente con la restriccion R4, nos

permite obtener que ||Al|; < 1. Y ademds asegurar que la matriz inversa (I — A)~!
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existe y puede aproximarse por una suma finita de matrices:

1 Z AF. (1)
k=0

Veamos el algoritmo que hemos utilizado para justificar la viabilidad de nuestras

estimaciones:

Paso 1: Construimos una matriz cuadrada de tamano n = 180.000 de manera aleatoria
con las restricciones del modelo indicadas. En este caso hemos tomado 540.000
valores no nulos, d; = 10.000 para todas las empresas + = 1,...,n y una

tolerancia € > 0.
Paso 2: Calculamos z(1) = (I + A)d y =(2)=(I+ A+ A?)d.
Paso 3: Para r > 1, comparamos: ||z(r) — z(r + 1)|| < e.

e Se cumple la comparacién, detenemos las iteraciones y tomamos (7 + 1)

como solucién del problema.

r+2
e En caso contrario calculamos x(r+2) (Z Ak> =x(r+1)+A"d.

Hacemos z(r) = (r+1), x(r+1) = x(r+2) y regresamos al inicio del
punto 3.

Salida: x(r + 1) solucién aproximada.

De esta manera obtenemos una solucion acorde con la restriccion R1 del modelo.
Obviamente, el vector obtenido x(r 4 1) es positivo, ya que es suma de matrices
positivas multiplicadas por un vector positivo. En el peor de los casos x(r + 1)
tendrd algunos valores cero (alguna empresa puede que no tenga actividad), pero el
resto debera ser mayor que cero. Por tanto, resulta muy ventajoso, desde el punto
de vista computacional, la posibilidad de utilizar la ecuacién (1) para el calculo de

la inversa.
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En nuestro experimento hemos utilizado una tolerancia ¢ = 10 unidades pro-
ducidas y hemos precisado realizar 17 iteraciones para obtener una solucién apro-
ximada con esta tolerancia. El tiempo de computaciéon ha sido de aproximadamente
de 2 segundos utilizando un ordenador personal con procesador intel CORE i5 de 8
Gb de memoria RAM. Lo cual confirma la viabilidad computacional del algoritmo

utilizado.

4 ESTIMACION DE LA ECONOMIA SUMERGIDA

Es habitual encontrar en la prensa escrita noticias como las siguientes:

e ELDIARIO.ES (25 de novimbre de 2014): “El Gobierno canario cifra la

economia sumergida en el 28% del PIB”.

e LA INFORMACION (1 de marzo 2016): “La ex presidenta del INE cifra
la economia sumergida en el 20% o 25% del PIB”.

e LA VANGUARDIA (20 de enero de 2018): “Un dinero que se escapa de las
arcas del Estado porque no tributa y que en el caso espanol llega a representar

hasta el 18% del PIB”.

e EXPANSION (21 de junio de 2018): “La economia sumergida resta un 23%

a la recaudacion en Espana”.

e EL PAIS (1 de julio de 2018): “Fraude fiscal y economia sumergida: una
realidad mal conocida .... Los estudios mas recientes calculan la economia

negra en mas del 20%”.

Siguiendo con nuestro objetivo de considerar un supuesto realista, podriamos
suponer que el conjunto de actividades econémicas no declaradas que se encuentran

fuera del control de la Agencia Tributaria es de un 20% de PIB. Si ademads sabemos
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que segun los tultimos datos del INE, el PIB de Espana es de 1.163.662 millones de
euros, podemos concluir que la economia ilegal en Espana es de aproximadamente
de 232.732 millones de euros (INE 2, 2018). Entre otras consideraciones delictivas

graves, estos recursos dejan de cotizar a la Seguridad Social contribuyendo asi a su

déficit.

Para encajar estos datos en un modelo Leontief, vamos a considerar la matriz
A de dimensiones n X n con n = 3,24 millones (nimero aproximado del total de em-
presas espanolas) como las fracciones del dinero que cada empresa gestiona de forma
legal, y por tanto conocidas por la Agencia Tributaria. El vector &, en este caso serd
el total real de la produccion en Espana, considerando en euros esta produccién, es
decir, en nuestro andlisis no vamos a considerar unidades producidas, sino dinero
generado. El vector @, en este caso, sera la suma del PIB conocido por la Agencia
Tributaria, y, més la parte que aportaria el 20% de dinero fuera de su control z.
Asi, © = y + z. Con estos supuestos, nuestro objetivo se centra en encontrar d que
en este caso serd la parte que cada empresa aporta a la economia ilegal. Es decir
queremos averiguar la cantidad d; que cada empresa i, (1 = 1,2,---,n) “defrauda”

a la Agencia Tributaria.

r=Az+d=Ilx-—Az=d=d=(I—-A)x.

En teoria el calculo resulta més sencillo, sin embargo en este caso el tamano de
la matriz A es enorme y sera necesario de nuevo utilizar el paquete Matrix de R

para matrices sparse.

Los supuestos del apartado anterior son validos, también en este caso, asi con-
sideraremos que dicha matriz es poco densa. Dado que los datos de la Agencia

Tributaria no son ptublicos, nosotros los generaremos de manera aleatoria.
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Por otra parte, el vector y es conocido, pero debe satisfacer

n

>y = 1.163.662 x 10°.

i=1
El vector z sera la primera estimaciéon del vector d, y dado que en un principio no
conocemos el fraude individual de cada empresa, supondremos que es el 20% del
dinero generado por ella misma de manera legal. Resulta obvio decir que ésta es
una estimacién inicial, la mayoria de las empresas cumplen de manera rigurosa con
la Agencia Tributaria, por tanto muchas componentes del vector d seran cero.

El algoritmo utilizado para justificar un supuesto realista sera:

Paso 1: Construimos la matriz cuadrada A y el vector y con n = 3.240.000 de manera
aleatoria y las restricciones del modelo indicadas. En este caso, 9.180.000
valores no nulos para la matriz A y 3.240.000 para el vector y. Ademas

tomamos una tolerancia € > 0.
Paso 2: Calculamos d(1) =0,2-y y d(2)=({—A)(y+d(1)).
Paso 3: Para r > 1, comparamos: ||d(r) — d(r +1)|| <e.

e Se cumple la comparacién, detenemos las iteraciones y tomamos d(r+1)
como solucion del problema.

e En caso contrario calculamos d(r +2) = (I — A)(y + d(r + 1)).
Hacemos d(r) = d(r + 1), d(r+1) = d(r + 2) y regresamos al inicio

del punto 3.
Salida: d(r + 1) solucién aproximada.

Para llevar a cabo nuestro experimento, en este caso, hemos utilzado el mismo
ordenador personal que se utilizd en el experimento anterior. Tomando una tole-

rancia de 100 euros, para llegar a la salida del algoritmo precisamos realizar 20
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iteraciones, utilizando 43.05 segundos de tiempo de computacién. Si queremos una
mayor precision, por ejemplo de 1 euro, precisamos 47 iteraciones y 99.11 segundos
de tiempo de computacion.

El resultado es satisfactorio, demostrando la viabilidad de la metodologia pre-
sentada: los calculos son viables desde el punto de vista de la precision y del tiempo

de computacion.

5 CONCLUSIONES

Se han llevado a cabo varios experimentos con supuestos reales, considerando
datos de la economia espanola, lo cual nos ha conducido a manejar una gran cantidad
de datos y la necesidad de utilizar el paquete Matrix de R para el tratamiento efi-
ciente de dichos datos. Los datos empresariales utilizados en el modelo son datos fis-
cales, como no puede ser de otra manera son datos confidenciales y inicamente cono-
cidos por la Agencia Tributaria Espanola. Por este motivo, para nuestro supuesto
hemos generado dichos datos de manera aleatoria. La razén de utilizar esta gran
cantidad de datos, ha sido con objeto de disenar una metodologia viable desde el
punto de vista computacional.

Hemos utilizado datos poco densos para que fuese posible realizar la exper-
imentaciéon con un ordenador personal. Sin embargo, el resultado de la exper-
imentacién, ha puesto de manifiesto la utilidad de nuestra metodologia, la cual
pensamos podria ser aprovechable para las agencias tributarias oficiales. Dichas
agencias podran utilizar sus propios datos, éstos seguiran siendo poco densos, no en
la medida en la que lo hemos supuesto nosotros para visualizar la efectividad del
procedimiento. Sin embargo podran utilizar una potencia de calculo mucho mayor,
dado que sus recursos informaticos son muy avanzados.

Cabe resaltar que el tiempo de calculo requerido para la computacion, ha sido
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irrisorio: solamente unos pocos segundos. Este hecho confirma que el uso de una
metodologia eficiente para manejar enormes cantidades de datos resulta viable.

Un aspecto matematico que no ha sido tratado en este trabajo, es el referente
al estudio tedrico sobre la convergencia de los algoritmos propuestos. Para ello seria
necesario conocer los datos concretos de cada caso y analizar las propiedades de las

matrices intervinientes.
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