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1. Introduccién

Uno de los conceptos fundamentales en la simulacion de problemas transitorios es el de es-
tabilidad numérica. En términos simples, este establece la relacién que debe ocurrir entre
la resolucién temporal y la espacial de un esquema numeérico a fin de que la aproximaciéon
no presente oscilaciones, las cuales podrian crecer sin control, degradando completamen-
te la calidad de la aproximacion. Esta nociéon es de gran interés, en particular al aplicar
discretizaciones temporales explicitas.

En las dltimas décadas los métodos de elemento finito de Galerkin discontinuos han sido
ampliamente utilizados en una extensa variedad de ecuaciones. A diferencia del método
de elemento finito clasico (continuo), los métodos discontinuos se caracterizan fundamen-
talmente por imponer continuidad en forma débil, por lo que la aproximacion no requiere
continuidad entre celdas. Esto posibilita su formulacién variacional, de manera natural,
en mallas suficientemente arbitrarias, como por ejemplo aquellas que poseen nodos col-
gantes. Ademas, permite el uso de aproximaciones polinomiales de grado arbitrario, pero
no necesariamente uniforme, lo cual es ideal para la versién hp del método de elemento
finito. Aqui se considerara uno de estos métodos, conocido en inglés como Local Discon-
tinuous Galerkin (LDG), el cual fue propuesto y analizado por Cockburn y Shu en [8],
para problemas transitorios de difusiéon y convecciéon no lineal.

Este articulo tiene como objetivo derivar algunas condiciones necesarias y suficientes para
la estabilidad numérica del método LDG, aplicado a ecuaciones clésicas basadas en el
operador laplaciano, en combinacién con esquemas explicitos en tiempo. Si bien es cierto
que para problemas de difusion el uso de discretizaciones temporales implicitas es lo mas
recomendable, algunos investigadores prefieren, por su sencillez en la programacion, el
uso de métodos explicitos en tiempo, los cuales no requieren resolver sistemas lineales o no
lineales. Por lo que es importante hacer un analisis de las condiciones de estabilidad; o de
la constante de estabilidad CFL (Courant-Friedrichs-Lewy), en funcion de los pardametros
caracteristicos del método y del grado de aproximacion. Con este objetivo en mente,
se repasa brevemente el concepto de estabilidad numérica y se introduce una de las
herramientas teoéricas esenciales: el andlisis de estabilidad de Von Neumann, también
conocido como andlisis de estabilidad de Fourier. Aunque nuestro analisis se restringe al
caso unidimensional, el uso de dicha herramienta para el estudio de la constante CFL en
un método Galerkin discontinuo no es del todo trivial, ya que su aplicacién a una sola
ecuacion es similar a la de analizar la condicion CFL para un sistema de ecuaciones.

El estudio de la CFL para discretizaciones espaciales de tipo Galerkin discontinuo ha
sido considerado mayormente en el caso de problemas hiperboélicos, donde las discre-
tizaciones temporales explicitas son preferiblemente utilizadas. Por ejemplo, Kubatko,
Westering y Dawson [11] presentaron un estudio numérico de la condicion CFL para una
clase de métodos de Runge Kutta explicitos, aplicada a un problema de adveccion lineal
unidimensional; y posteriormente, dicho estudio fue extendido, por los mismos autores,
a mallas triangulares en [10], y por Toulorge y Desmet en [14]. Recientemente, Castillo
y Gomez [4] estudiaron la condicion CFL del método LDG aplicado a la ecuacion frac-
cionaria nolineal de Schrodinger, utilizando el método “pidola” (conocido en inglés como
Leapfrog) como esquema de avance de tiempo. En dicho estudio se concluye que el uso de
métodos explicitos puede ser una muy buena alternativa cuando el orden de la difusién
fraccionaria es cercano a 1.

[Revista Integracion, temas de matemadticas



Anélisis de Von Neumann para el método Local Discontinuous Galerkin en 1D 201

La organizacion de este articulo es la siguiente. En la Seccion 2 se introduce el concepto
de estabilidad numérica. Aunque este ha sido mayormente utilizado en el contexto de
discretizaciones basadas en diferencias finitas, también puede ser aplicado al método de
elemento finito clasico en mallas cartesianas uniformes; y por consiguiente, también para
los métodos de tipo Galerkin discontinuo, que son los de nuestro interés. En la Seccion
3 se presenta la idea general de la discretizacion del operador laplaciano por medio del
método LDG, utilizando como ecuacién modelo la de calor en una dimensién. En la
Seccién 4, utilizando el analisis de estabilidad de von Neumann de la Seccién 2.1, se
analizan las condiciones de estabilidad numérica del método LDG aplicado a algunas
ecuaciones clésicas, como la ecuaciéon de calor, la ecuacion lineal de Schrédinger y la de
onda, para varias discretizaciones en tiempo.

2. Estabilidad numérica

Considérese el siguiente problema de valores iniciales: u(x,0) = ug(z) para todo x € R,
Pu) =0 — L(u) =0, (t,x)€Rx(0,T], (1)

donde O;u denota la derivada parcial con respecto a t; £(-) es un operador diferencial
lineal en la variable espacial z. Se denotan por h, € RT los pardmetros caracteristicos
de la discretizacién en espacio y tiempo, respectivamente; y por u;:, la aproximacién
de u(mh,nt) para cualesquiera m € Z y n € N. La nocion de estabilidad numérica
sintetiza la idea de que en cualquier tiempo, ¢, = n7 < T, la norma de la aproximaciéon
en ese tiempo estd acotada uniformemente con respecto a 7 y h a medida que estos
tienden a cero. Este concepto se formaliza de la siguiente manera: sea lo (hZ) el espacio

de las sucesiones de valor complejo u = (U, )mez tales que > |u,|? < oo, dotado, por
mEZ
conveniencia, de la norma, dependiente de h, definida por

[ullf = 2" |uml?, Vu€ly (hZ).
meZ

Se considera la siguiente definicion de estabilidad numérica utilizada en los libros de
Strickwerda [13] y Gustafsson, Kreiss y Oliger [9]:

Definicién 2.1 (Estabilidad numérica). Se dice que un esquema P, para el problema P
es estable en una region I, si existe un entero J tal que para todo tiempo T > 0 existe
una constante Cr tal que para todo 0 < nt < T con (h,7) € ' se verifique

J
lu™lln < Cr Y llwln.
§=0

Notese que la cota superior solamente depende de la norma de un ndmero fijo, J, de
aproximaciones iniciales; y que la constante Cr depende del tiempo final, pero no de los
tiempos intermedios ni de los pardmetros 7 y h.

2.1. Analisis de von Neumann

Por lo general, la aplicacién de la Definicion 2.1 a esquemas numéricos de alta precisién
requiere célculos muy engorrosos. En [5], haciendo uso de la transformada discreta de
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Fourier, Charney, Fjortoft y von Neumann desarrollaron, rigurosamente, una herramien-
ta para determinar las condiciones de estabilidad de un esquema numérico, la cual se
conoce como analisis de estabilidad de von Neumann o anilisis de estabilidad local de
Fourier. La idea fundamental es motivada por i) la igualdad de Parseval, (ver mas ade-
lante la Proposicion 2.3), la cual establece que la transformada discreta de Fourier es una
isometria y, ii) el hecho de que en el espacio de frecuencias la norma de la aproximacion
en el tiempo t,4+1 se puede expresar como la norma de la aproximacién en el tiempo
anterior, t,, multiplicada por un factor de amplificaciéon. Es importante mencionar que
esta herramienta posee la limitacion de restringirse a problemas lineales con coeficientes
constantes, condiciones periddicas o en un dominio infinito y discretizaciones en mallas
uniformes. No obstante, a pesar de dichas restricciones, se puede obtener una idea sobre
la estabilidad de un esquema en el caso de problemas nolineales, al aplicar este anélisis
a una linearizacion del problema original.

Sea Lo[—m/h, w/h] el espacio de funciones medibles, f : [-7/h, 7/h] — C tal que
IfII? = f:/:;h |fI*> < oo, donde la integracion se realiza en el sentido de Lebesgue. La
transformada de Fourier y su inversa se definen como sigue:

Definicién 2.2. La transformada discreta de Fourier, 3, y su inversa, }'h_l, son opera-
dores lineales definidos por

a) Fp:la (hZ) — Lo [—%, %], u — 1, tal que para todo w € [—

],
(w) \/ﬁ > ey, (2)

meZ

>

s
R

b) }'h_l : Lo [—%, ﬂ — lo (hZ), U — u tal que para todo m € Z,

Uy = emheT(w) dw. (3)

=l

El uso de esta transformada discreta es motivado por la igualdad de Parseval, la cual
permite expresar la Definicion 2.1 en el espacio de frecuencia, preservando las normas.

Proposicién 2.3 (lgualdad de Parseval). Para todo u € la (RZ), sea U = F(u); entonces
se tiene
1@ = llull3.-

Como breve repaso, a continuacion, se ilustra el uso de la transformada discreta de Fourier

(analisis de von Neumann) para el analisis de las condiciones de estabilidad numérica del

siguiente esquema explicito, conocido como FTCS, por sus siglas en inglés (Forward in
Time Central in Space):

n+1 n _ n n

Uy, — U, Uy —1 2um + um-i—l

=0 2 ) (4)

T

el cual aproxima la solucién de la ecuacion del calor,

O — 00z,u =0, o > 0. (5)
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Este esquema se deriva considerando en (x,,,t,) = (mh,n7) la aproximacion por dife-
rencias hacia adelante para la derivada temporal, y la central, para la derivada espacial.
Aplicando la inversa de la transformada discreta de Fourier, a cada término del esquema
(4), y por la unicidad de la transformada, se deduce la relacion

"t = (ope ™ + (1 — 20p) + ope™) @™ = g(hw)a",
donde pu = ;5. Esta ecuacion indica que en el espacio de frecuencias u"*! se obtiene
multiplicando u™ por el factor de amplificacion o simbolo g(hw) = 1 — dop sin? (%hw).
Charney y col. [5] observaron que la estabilidad de un esquema se reduce al estudio de
este factor. Para este ejemplo una condicién necesaria y suficiente para garantizar la
estabilidad del esquema numérico es

g(hw)] < 1, ¥ hw € [, 7.

De manera analoga se puede considerar el método explicito de Euler (4) para la ecuacion
lineal de Schrédinger

Ou —100,,u = 0, o> 0. (6)

Aplicando el analisis de estabilidad de von Neumann se obtiene el factor de amplificacion
. e
g(hw) = 1 —idopsin ghw ,
del cual se deduce que, para todo hw € [—7, 7],
2 2 2.4l
|g(hw)|* =1+ 160°p~ sin <§hw> ,

por lo que este esquema es incondicionalmente inestable.

La transformada discreta de Fourier también puede definirse en el espacio de sucesiones
u = (Um)mez, donde u,, € C? para cualesquieram € Zy d € N. Lo cual permite extender
el anélisis de von Neumann a esquemas numeéricos aplicados a sistemas de ecuaciones. En
este caso las condiciones de estabilidad son méas delicadas de obtener, ya que el factor de
amplificacion es una matriz, G(w, h, 7). El criterio de estabilidad analogo a la definicién
2.1, en el espacio de frecuencias, se traduce de la siguiente manera: para todo T > 0
existe una constante C7 (la cual solamente depende de T'), para la cual

IG(w,h,7)"| < Cpr, 0<n7<T, we[-mn],0<h< h,. (7)

En algunos casos, el analisis de estabilidad se reduce al estudio de la relaciéon entre i y 7
de tal forma que se verifique la llamada Condicion de von Neumann, p(G) < 1+ O(1),
o su version mas estricta p(G) < 1. Sin embargo, puesto que para toda matriz A € C4*4
y para todo n € N se tiene la desigualdad p"(A) < ||A"||, la cual puede ser estricta, la
condiciéon de von Neumann es una condicién de estabilidad necesaria pero no suficiente.
Algunos resultados que garantizan que la condicién de von Neumann es ademaés suficiente
se demuestran en [9, 13| y sus referencias.
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3. Método LDG

La formulacion variacional del método LDG aplicado a un operador diferencial de segundo
orden se ilustra a continuacién, utilizando como modelo la ecuacién de calor escrita como
un sistema de ecuaciones de primer orden:

o lq+0u = 0, (8a)
Owu+ 0.q = 0. (8b)
Sea Tj, = {®m }mez una particién uniforme de R, y vy, : [-1, 1] — I, el mapa local

de la celda I, = [Zy, Tm+1], Para todo m € Z. Se denota por £ = {Lj}éjzo la familia
de polinomios ortogonales de Legendre, la cual forma una base en el espacio P, ([—1, 1])
de polinomios de grado menor o igual a p, restringidos a la celda de referencia [—1, 1]J;
entonces, para todo m € Z, la familia B,,, = {¢; = L; o wm};’:O es una base polinomial
del espacio de elemento finito P, (I,,). En cada paso de tiempo ¢ € (0, T, y para cada
celda I,,,, m € Z, el método LDG busca una aproximacion de la forma

u(w,t) =Y UM)gi(x) vy anlz,t) =Y QT(t)¢; (),

=0 =0

tales que las siguientes ecuaciones se cumplan, para todo r,v € Py, (I,):

_1 - Tm+1
o rqy +upr — [ updr =0, (9a)
Im Tm Im
= Tm+1 Tm41
/ voyup + vqp + vs(up) - / qno,v = 0. (9b)
I T T I

Los flujos numéricos Up(Tm) y qn(Tm) son aproximaciones de u y g, respectivamente, en
cada nodo x,, de la malla, y se definen como combinaciones convexas de los valores de
up, ¥y qp por ambos lados del nodo:

Un(m) = (1= Cm)un(ay,) + Cmun(ah,), (10a)
(/Ii(xm) = Gmqn(z,,) + (1 - Cm)(Ih(CC;;)a (10b)

donde (,, € [0, 1]. Esta definicién particular preserva la simetria de la discretizacion del
operador diferencial de segundo orden, £(u) = —u” (para méas detalles, ver [2]). En este
trabajo se consideran tres casos particulares de flujos:

1) Izquierdo (¢r): {m = 1 para todo m;
2) Central ((¢): ¢m = 1/2 para todo m;

3) Derecho (Cgr): ¢m = 0 para todo m.

La seleccion de los flujos influye tnicamente en la densidad del operador discreto, pero
no en el orden de convergencia del método. En [1] Castillo propuso algunas heuristicas
para reducir el codigo de plantilla del operador discreto para problemas en 2D y 3D. En
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problemas unidimensionales, los flujos direccionales (izquierdo y derecho) producen un
codigo compacto, mientras que el central produce uno de mayor tamano.

En [2] se presentd, por primera vez, un analisis de error para la versién mixta del método
en el régimen estacionario y dominios en 2D. Se demostré que las variables up y qp
convergen, para cualquier flujo numeérico, con orden O (h”“) y O (h?), respectivamente.
Perugia y Schétzau [12] realizaron un anilisis de error para la variable primaria up y
la version hp. En ambos anélisis, la existencia y unicidad de la solucién del problema
discreto se garantiza utilizando el término de estabilizacion s(up) de la ec. (9b), definido
por

s(un)(@m) = M (un(zy,) —ul@ry)),  nm > 0. (11)

Sin embargo, Cockburn y Dong [7], utilizando flujos direccionales, mostraron estabilidad
del método aun cuando n = 0 en todas las aristas interiores. Para diferenciar esta nueva
version de la clasica o estabilizada (n > 0), esta se conoce como LDG de disipacion
minima (md-LDG). El analisis del método en dominios unidimensionales y problemas
lineales transitorios de conveccion y difusion fue presentada en [3] para la version hp,
donde ademaés se obtuvo convergencia para aproximaciones constantes, es decir p = 0. El
caso multidimensional fue analizado por Cockburn y Dawson en [6].

Sean q,, = (Q}”)Z;:O V Uy = (UJ’-”)Z;:O los vectores de coeficientes que representan
qn y up, respectivamente, en la base local B,, de la celda I,,. Suponiendo constante
el parametro de estabilidad 7, la formulacion semi-discreta (ecuaciones (9a) y (9b)) se
escribe localmente como un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de la siguiente
forma:

U_leQm =D (um—lu umaum-i-l) ) (123‘)
du,,
mT = —DBy (qulv qm, Qerl) -nS (umfla Um, uerl) . (12b)

4. Analisis de estabilidad.

Contrariamente al método de diferencias finitas, la aplicacién del analisis de von Neu-
mann para discretizaciones espaciales discontinuas es, por lo general, mas complicada,
en particular para aproximaciones de alto orden, es decir, para 1 < p. Esto se debe a
que el factor de amplificacion es una matriz. El caso p = 0, aproximaciones constantes
por celda, corresponde al método de volumen finito; su analisis es similar al de un es-
quema de diferencias finitas y el factor de amplificaciéon es un escalar. Las condiciones
de estabilidad necesarias, y en algunos casos suficientes, para el método LDG aplicado
a un problema escalar, se obtienen del analisis de estabilidad de von Neumann en su
version de sistemas, mencionado en la Seccion 2.1. Para poder llevar a cabo el anélisis
de estabilidad, se asume de aqui en adelante que el dominio esta dividido en celdas de
igual longitud h.

4.1. Ecuacién de calor

Como primer ejemplo se analiza la condicion CFL de la discretizacion espacial LDG
aplicada a la ecuacion de calor, ecuacion (5), utilizando el método de Euler explicito
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206 P. CasTtiLLo & S. GOMEZ

para la discretizacion en tiempo. El método completamente discretizado, FT-LDG, toma
la siguiente forma en la celda I,,:

qgfl = aM;fBl (u%_l,uz,ugﬂ), (13a)

uptt = g, — T Ba(an T an ™ anth) — oMot S (ug, g ugun ) (13D)

n
m—1»
donde el superindice n + 1 se refiere al tiempo discreto t,11 = t,, + 7y M, es la matriz
de masa local en la celda I,,.

Sean M,,, By, By y S los simbolos de los operadores M. (+), B1(+), Ba(-) y S(-), respec-
tivamente, los cuales pueden depender de h, w y 7.

Proposicién 4.1. El simbolo del operador laplaciano discreto, Ap(-), generado por el
método LDG es N N N R
Ap = — (B;*M,,;lB1 +ns).

Demostracion. Aplicando la transformada discreta de Fourier, en su version de sistemas,
a la ecuacion (12a) y al término de la derecha de la ecuacion (12b), se obtiene

~

Mo = Bitn vy Buiin = ~Bodi—nS@ . By = — (BM'Bi+nS).
El resultado se obtiene observando que, por la definicion de los flujos numeéricos (10a)

y (10b), se tiene la relacion §2 = B\T, donde * denota el operador adjunto (conjugada
compleja de una matriz), y que M, = M,,. v

Por conveniencia para el anélisis, el parametro de estabilizaciéon 7 se escribirda de la

siguiente forma
g

Notese que el valor v = 0 se refiere al método de disipaciéon minima, md-LDG. De esta
forma se incluyen todas las variantes del método LDG. Sea M la matriz de masa en la
celda de referencia [—1, 1]; para cualquier celda I, se tiene M,, = %M , luego

~ 2 < A ~ ~
Ap = —EA donde A = BfM~'B; ++8.

Las propiedades del método se reducen al estudio del espectro de ,Z, el cual no depende
del incremento en tiempo 7, pero si del tamano de la particiéon h, de la frecuencia w y
del grado del polinomio de aproximacion.

Proposicién 4.2. El simbolo S del operador de estabilizacion S(-) es una matriz hermitica

no negativa para toda aprorimacion de grado p.

Demostracion. De acuerdo a la definicion del término de estabilizacion de la ecuacion
(11) se tiene
S = e “EF_ 4+ (IF_ +1IF,)+¢“EF,,

con

EFy = [Li(#1)L;(FD] vy IFe = [Li(£1)L;(£1)],
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Anélisis de Von Neumann para el método Local Discontinuous Galerkin en 1D 207

donde {L;(-))?_,} es una base de polinomios en la celda de referencia [—1, 1]. Utilizando
por ejemplo los polinomios de Legendre, el simbolo se reduce a

a b a b

—ib ¢ —ib ¢

_ a b a b
—ib ¢ —ib ¢

W)

, a=1-cos(w), b=sin(w), ¢ =1+ cos(w).

Claramente S es hermitica, y por la relacion ac = b2 se deduce que ademés es de rango
1 para todo w € [—m, 7], por lo que S posee dos valores propios: 0 de multiplicidad p y
otro de multiplicidad 1, y se puede verificar sin mayor dificultad que es positivo. v

Proposicion 4.3. Para todo v > 0, los autovalores de la matriz M4 son no negativos.

Demostracion. Siendo M la matriz de masa, esta es simétrica positiva definida. Consi-
derando su descomposicién de Cholesky, M = LLT, se deduce que para todo eigenpar
(A, z) de A se tiene

Mz||? = <Ex,x> = <(§1‘L—TL_1J§1 +7§) x,x> = HL‘lﬁleQ +7 <§x,x> > 0.

Por la Proposicion 4.2 y el hecho de que v > 0, se concluye que A es hermitica no
negativa; y a su vez, la matriz l[TAL*1 también lo es. El resultado se obtiene notando
que las matrices M 1Ay L=TAL™! poseen el mismo espectro. ]

Proposicion 4.4. Una condicion necesaria y suficiente de estabilidad para el método FT-
LDG, aplicado a la ecuacion del calor, es

1 h?

donde Apaz es el autovalor de M4 de mayor magnitud.

Demostracion. Sean I, la matriz identidad de orden p+ 1, y u = 7/h?. Escribiendo esta
vez el parametro de estabilidad en la forma 1 = 2%* con v > 0 constante, y aplicando
la transformada discreta de Fourier, en su version de sistemas, a las ecuaciones (13a) y

(13b), el simbolo G del esquema FT-LDG se reduce a
G = I, —4ucM ' A.

Por la no negatividad del espectro de M _1121\, Proposicion 4.3, y como todo autovalor h)
de G es de la forma 1 — 4o\ con A autovalor de M 1A, la hipétesis, desigualdad (14),

~

equivale a tener p(G) <1 (condicion estricta de von Neumann).

La condiciéon de von Neumann es ademés suficiente. Notese que la matriz G, = I, —
apocL Y AL=T es hermitica, por lo que p (G,) = ||G,||; ademés, se tiene

G=L"G, LT = p(G)=p(G,).
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Luego, para todo n € N se cumple
IG™ < NP LT IGHE = 17T IIL lp(Go)™ = LT IILT 1 p(G)™

Claramente, si la condicion de von Neumann se cumple se tiene estabilidad, ecuacion (7),
con Cr = ||[L~T||||LT|, esta constante no depende w, h y 7. v

En el Cuadro 1 se muestra el autovalor \,,,; de mayor magnitud de la matriz M ’121,
para el método de disipacion minima, utilizando el flujo izquierdo. Ese valor fue obte-
nido numéricamente en MATLAB. Se observa un comportamiento asintotico de orden
O ((p + 1)4) para aproximaciones de grado p. Notese que la condicién de estabilidad para
p = 0 es la misma que la del método de diferencias finitas. Ademas se incluy6 la cons-
tante CFL(p) = 1/ (2Amaqz)- Para el flujo derecho se obtuvo el mismo comportamiento,
as{ como la misma condicién CFL.

Obsérvese que la constante CFL (Courant-Friedrichs-Lewy) 1/(2Apq2), para aproxima-
ciones constantes, es decir p = 0, es igual a la del esquema clasico de diferencias finitas.
Por lo general se desea que esta constante sea lo mas grande posible. Sin embargo, notese
que la condicion de estabilidad es més restrictiva para aproximaciones de alto orden.

Amaz Tasa CFL(p)

1.00000e+00 ——  5.00000000e-01
9.00000e+00 3.17  5.55555556e-02
3.70646e+01  3.49 1.34899708e-02
1.09727e+02  3.77  4.55677642e-03
2.61323e+02  3.89 1.91334185e-03
5.35669e+02  3.94 9.33412975e-04
9.86259e+02 3.96 5.06966074e-04
1.67631e+03 3.97 2.98273467e-04
2.67878e+03 3.98 1.86652121e-04
4.07633e+03  3.98 1.22659257e-04
5.96138e+03 3.99 8.38732492e-05

500N Uk W - oS

Cuadro 1. Comportamiento de Amaqz y condiciéon CFL como funcion del grado de aproximacion para
el método md-LDG.

En la Figura 1 se muestra el comportamiento de la condicién CFL con respecto al término
de estabilizacion v para el método LDG estabilizado. Se observa un comportamiento
muy similar para los tres tipos de flujos y cualquier grado de aproximacion. Para valores
pequenos de v la CFL se comporta como la del método de disipaciéon minima, mientras
que para valores grandes de -y se observa una condicién de estabilidad méas severa.

En el Cuadro 2 se presenta la condicién CFL para el término de estabilizacién v = 1 y los
tres flujos considerados en este articulo. El valor elevado de la constante CFL para el flujo
central muestra una leve ventaja de este en comparacion con los flujos izquierdo y derecho.
Esta se ilustra concretamente en la Figura 2, donde se muestra la aproximaciéon obtenida
para los flujos izquierdo y derecho, para un valor de p mas grande que el requerido por el
criterio de estabilidad del Cuadro 2 para aproximaciones cuadraticas. Para obtener una
aproximacion correcta en el tiempo final T' = 0,002 estos flujos requieren 1957 pasos de
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log 10 (CFL)
log 10 (CFL)

b b N & b b b o
IoglO(CFL)

-10

a1
log (%) log (%) log (%)
(a) Flujo izquierdo (b) Flujo central (c) Flujo derecho
Figura 1. Comportamiento de la CFL para el LDG estabilizado.

Flujos
Izquierdo Central Derecho

3.33333333e-02  6.86915581e-02 3.33333333e-02
1.02209934e-02  2.22939134e-02 1.02209934e-02
3.88042871e-03 9.09495486e-03 3.88042871e-03
1.72917277e-03  4.34962799e-03 1.72917277e-03
8.71460746e-04 2.33318723e-03 8.71460746e-04
4.82543550e-04 1.36203448e-03 4.82543550e-04
2.87410305e-04 8.46957991e-04 2.87410305e-04
1.81343639¢-04 5.53406908e-04 1.81343639e-04
1.19863144e-04 3.76387294e-04 1.19863144e-04
8.23077586e-05 2.64628925e-04 8.23077586e-05

2 ©0ooNo ok wn

Cuadro 2. CFL como funcién del grado de aproximacién para el método LDG estabilizado con v = 1.

tiempo, mientras que para el flujo central solamente se necesitaron 897. Para este calculo
se considerd v = 1.

En la Figura 3 se comparan las aproximaciones obtenidas por el método md-LDG con
polinomios cuadraticos y distintos valores de u, para el flujo izquierdo (subfiguras 3a-3c)
y para el flujo derecho (subfiguras 3d-3f). Para este experimento o = 1, y el dominio
[0, 1] se discretiz6 con una particion uniforme de tamatio h = 0,01. Notese la aparicion
de oscilaciones en las subfiguras 3b, 3c, 3e y 3f, debida a que los valores de pu utilizados
no cumplen con la condicién de estabilidad, CFL(2) ~ 1,34899708 x 10~2 del Cuadro 1.

Con el propésito de mejorar la estabilizaciéon del método anterior, es decir, aumentar la
constante CFL, se considera la siguiente modificaciéon denotada por o-FT-LDG, la cual
consiste en utilizar la aproximacion uh™™® en el tiempo intermedio t,o = t, + a7:

qrte = oM™ 1B (u%_l,uz,uaﬂ) , (15a)
upt® = wl —arM, By (qit. ant apts) — oM S (up, g ul,un, ), (15b)
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Grado p =2, T=2.00000e-03, h=0.01 Grado p=2, T=2.00000e-03, h=0.01 Grado p=2, T=2.00000e-03, h=0.01

oWn“n“ﬂuﬁ“ﬂUﬂU ﬂUﬂvﬂuﬂuhuﬂ“ﬂVﬂ“ﬂ”\\UﬂnU - ? "‘\ 'I\" M‘

UM‘M‘J\

wm M H

i

-15 : ‘ \ |

(a) p~ 1,3643875004 x 10-2  (b) p ~ 2,2293913405 x 10~2 () p ~ 1,3643875004 x 102

Figura 2. FT-LDG flujos a) izquierdo, b) central y c¢) derecho.

n+1l __ —1 n+ao n+a n+ao

gt = oM ' By (upt Y unt unts) (15c¢)
n+l __ n —1 n+1 n+1 n+1 —1 n+a n+ao n+ao

u,t = u,, —17M,, B> (qm 1 ,qu) —TnM,, " S (umfl,um ,umH) . (15d)

Proposicion 4.5. Una condicion necesaria y suficiente de estabilidad para el esquema
explicito a-FT-LDG, aplicado a la ecuacion del calor, es

1 h? 1
(4@/\ ) - con g <a, (16)

donde Apmaz €s el mayor autovalor de la matriz M—1A.

Demostracion. El simbolo G del método se escribe de la forma
~ - N2
G = I, — 4pocM~'A + 160(uo)? (M—lA) :

y los autovalores de G son de la forma 1 — 4po) + 16a(uc)?A?, donde A es un autovalor
de M~1A. La estabilidad del método se obtiene satisfaciendo la desigualdad

|1 —dpoX +16a(uo)’X?| < 1,

lo cual equivale a satisfacer simultaneamente y para todo autovalor A de M ~14 las
desigualdades

0< 1—2u0\+ 8a(uo)?\?, (17)
0< poA(1—4auch). (18)

Observando que

1= 2u0X + 8a(puo)? X2 = (1 — poX)® + (8a — 1) (uoA)?,
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Grado p=2, T=2.00000e-03 Grado p=2, T=2.00000e-03 Grado p=2, T=2.00000e-03

\
v

\
n J H
M

02 04 06 08 1 02 04 06 08 10 02 1

(a) p=1,3490 x 102 (b) 1 =1,3660 x 1072 (c) u=1,3670 x 1072
| 7 Nk uLJMU
m », 1 dl
0: D_:n”n”MMM ““”U”UMWWW mE w WJ"L
: T MMWMJW“ ;:

(d) p=1,3485 x 10~2 (e) p= i,36‘60 x 1072 (f) p=1,3670 x 1072

Figura 3. md-LDG con flujos izquierdo (3a-3c) y derecho (3d-3f), y aproximaciones cuadréaticas.

la desigualdad (17) se verifica siempre que 8« — 1 > 0. Por otro lado, de acuerdo con la
Proposicion 4.3, los autovalores A son no negativos; y por la desigualdad (18) se tiene la
condicién

0 < 1—-dapoc,

de suerte que se obtiene la condicion estricta de von Neumann. Aplicando el mismo tipo
de argumentos que en la prueba del método FT-LDG, se deduce que la condicién es
también suficiente. ]

Obsérvese que para a = 1/8 la constante CFL del esquema alcanza su valor maximo, el
cual es cuatro veces mayor que el del esquema FT-LDG. Esta superioridad se ilustra en
la Figura 4, donde se muestran las aproximaciones ciibicas obtenidas por este método,
utilizando el flujo central con v = 1 y qopt = %. Para la Figura 4a se utilizo el valor
obtenido en la Proposicién 4.5, u = 4 x CFL(3) ~ 3,6379819 x 1072, donde CFL(3)
corresponde al valor de CFL para aproximaciones cubicas del Cuadro 2. Como era de
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esperar, la solucién no presenta ningin tipo de oscilaciones, mientras que en la Figura
4b el calculo se realizé con un valor de p mayor.

Grado p =3, T =2.00000e-03, h = 0.01

Grado p =3, T =2.00000e-03, h = 0.01

"o 02 04 06 08 1 “o 02 04 o5 ) 1
(a) p=3,63798 x 10—2 (b) p=4,58280 x 10—2

Figura 4. o-FT-LDG con flujo central y grado p = 3.

El uso de métodos explicitos, como los analizados anteriormente, se ve limitado debido a
la severa restricciéon impuesta por la condicién CFL. En la practica es mas conveniente el
uso de métodos implicitos para problemas altamente difusivos y aproximaciones de alto
orden. A continuacién se analiza el método implicito denotado por BT-LDG aplicado a
la ecuacion de calor (ecuacion (5)), el cual se expresa en la celda I, de la siguiente forma:

Q= oM, B (u"+1 utl grtl ), (19a)

m—1%m » ¥m+1
n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1

u:anrl - ’LL% - TM;LlBQ (qulv q,, aqurl) - 7'77M121S (umflvum auerl) . (lgb)
Proposicion 4.6. El método implicito BT-LDG es incondicionalmente estable para cual-
quier grado de aprorimacion.

Demostracion. Realizando calculos similares a los realizados en los esquemas anteriores
se deduce que el simbolo del esquema implicito BT-LDG es

1

~\ — ~\ —

G = (M+4;wA) ‘Mo (Ip+4uaM’1A)

El resultado se obtiene observando que los autovalores X de G son de la forma (1+
4po X)L con A como autovalor de M ~tA; de acuerdo con la Proposicion 4.3, A > 0, por

lo que
~ 1

T 1t dpo

independientemente del valor de p. ]

La estabilidad incondicional del método implicito BT-LDG se ilustra en la Figura 5,
donde se muestra la aproximacion con polinomios de grado 15 en el tiempo final 7' = 0,2,
para un incremento de tiempo 7 = 10°7y5, donde 715 corresponde al incremento en tiempo
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requerido por la condicion CFL del método FT-LDG para aproximaciones de grado 15
y h = 0,01, 75 ~ 6,4455 x 1079, Noétese que la aproximaciéon obtenida no muestra
oscilaciones y es cualitativamente correcta, a pesar de solo haber realizado 311 pasos de
tiempo.

s Grado p = 15, T = 2.00000e-01, h = 0.01

05

-05 -

-15

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 5. Aproximacion con BT-LDG, flujo central, grado p = 15 y 7 = 10% x 7i5.

4.2. Ecuacién de onda

Otra de las ecuaciones fundamentales de la fisica es la ecuaciéon de onda, la cual, por
conveniencia, se escribira de la siguiente manera:

c?q + O,u =0, (20a)
U + (%Cq = 0, (20b)
donde ¢ > 0. Asumiendo el pardametro de estabilidad 7 constante, la formulacion semi-

discreta obtenida al aplicar la discretizacion espacial LDG puede escribirse localmente,
en la celda I,,, como un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias:

C_2MQO =B (um—17um7 um+1) ) (213‘)
Pu,,
MmW = —DBy (qula qm, Qm+1) -nS (’u,m,l, Umvuerl) . (21b)

Considerando la formula de diferenciacion central para la segunda derivada en tiempo, se
obtiene el método completamente discreto CT-LDG el cual se escribe en forma compacta
como

Mmq:f;rl = —c2Bl(u"m71,u"m,u"m+1), (22a)
Mot o, ) = —Balat @i aih) (220)

- 775(“%717 u?nv u?nJrl) .

A diferencia de la ecuacion de calor, el operador de segundo orden en tiempo no permite
una expresion explicita del simbolo, por lo que solamente se presentara una relaciéon entre
7y h que garantice la condiciéon estricta de von Neumann.

Vol. 37, N° 2, 2019]



214 P. CastiLLo & S. GOMEZ

Proposicion 4.7. Sea G el simbolo del método CT-LDG aplicado a la ecuacion de onda,
ecuacion (20); entonces la relacion

donde Amag €s el autovalor de M~ A de mayor magnitud, garantiza la condicion estricta

~

de von Neumann, es decir p(G) < 1.

Demostracion. A diferencia de la ecuacion del calor, ahora se espera una relacion lineal

entre 7y h. Sea pu = 7/h, y considérese el parametro de estabilidad de la forma n = 2027”
con v > 0 constante. Por la hipoétesis, se deduce que

(1e)*Ao <1, Yo €0 (M*lfl) . (24)

Notese que el simbolo G del esquema CT-LDG no se obtiene de manera explicita, pero
satisface la ecuacion matricial

G242 (20’ M A1) G+, = 0.

Por lo que, si (A, x) es un eigenpar de é, entonces satisface la igualdad

A—1)%z = —4(uc)>AM " Az,
de modo que
(A — 1)2 -17
0= ———— M™A).
A 4(pe)?A €0 ( )

Escribiendo A = a + ¢b, de acuerdo con la Proposicién 4.3, los autovalores de M ~14 son
no negativos, por lo que se tiene

b(1—[A?) (2= NA\? =X
=~ 7 )0 < ———__ 25
R T EED (25)
Sib=0,A = — (Z;é): , A = a es una solucién real de la ecuacién cuadratica de coeficientes
reales
22 4+2(2(pe)*Xo — 1)z +1 = 0. (26)

Notese que esta ecuacion admite dos soluciones reales si, y solamente si,
0 < 4((2(pe)*Xo — 1) =4 = 16(uc)*Xo ((1e)*Xo — 1)),

lo cual contradice la desigualdad de la hipotesis (24). Para el caso limite, (uc)*\g = 1,
no hay problema, ya que A = —1, (J]A\| = 1). Por lo tanto, para todo A € o(G), |\|*> = 1.

Ademas, Ao = 2%;—0‘;2 < a=1-2)\(uc)? de donde

0<bt’=1-a>=1-(1- 2A0(uc)2)2 = 4o (pe)® (1 — Xo(pc)?) .

Por la hipoétesis, esta desigualdad se cumple para todo A,. ]

[Revista Integracion, temas de matemdticas



Anélisis de Von Neumann para el método Local Discontinuous Galerkin en 1D 215

Comentario 1. Del cuadro 1 tenemos que Apsx(0) = 1 para el método md-LDG; en este
caso, la condicion CFL del método CT-LDG coincide con la del método de diferencias
finitas, 7 < %

Comentario 2. La ecuacion (26) posee dos soluciones reales cuando 1 < (uc)?\g. Nétese
que en este caso una de las soluciones, A = w — Vw2 —1 < —1, donde w = 1 — (uc)?\o,
por lo que el método seria inestable. En el siguiente ejemplo se ilustra la inestabilidad
del método al violar la condicion (23). Para ello se considera el siguiente problema:

Ut = Ugy, (x,t) € (=L, L) x (0,T],
w(z,0) =e =/ ze(-10,10),
ug(x,0) =0, z € (—10,10),

u(=10,t) =wu(10,t), t e (0,7,

cuya solucion exacta esta dada por uy(x,t) = % (e_(zTH)2 + e_(ITft)z). El primer paso
del método CT-LDG se realiza de forma anéloga que para el método de diferencias finitas,

denotando por U, ! un paso auxiliar:

Ut -u, "

=11
27 h,0;

donde II; o es la proyeccion Lo de la condicién inicial us(zx,0); luego, utilizando esta
aproximacion de U, ! se aplica el método CT-LDG para encontrar Ul. En la Figura
6 se muestran las aproximaciones obtenidas por el método md-LDG con polinomios
cuadraticos y distintos valores de u, para el flujo derecho. El dominio se discretizé con
una particion uniforme de tamano h = 0,2. Notese la aparicion de oscilaciones en las
figuras 6b, 6¢, debida a que los valores de p utilizados no cumplen con la condicién de
estabilidad, CFL(2) ~ 1,64255720 x 10~ 1.

Grado p =2, T = 3.00000e+00 3 104 Grado p =2, T = 3.00000e+00 x107 Grado p =2, T = 3.00000e+00

05

04
1 05

. g«wﬁwuh Wﬂ"ﬂwﬂv : : H\H H

ﬂ

02

01

-10 5 0 5 10 -10 5 0 5 10 -10 5 0 5 10

(a) p=1,6425x 101 (b) pu=1,7025 x 10~1 (c) p=1,7225 x 1071

Figura 6. md-LDG con flujo derecho y grado p = 2.
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4.3. Ecuacion lineal de Schrédinger

Realizando un procedimiento anilogo al de la Proposiciéon (4.4) se puede demostrar, sin
mayor dificultad, que el simbolo G del esquema FT-LDG aplicado a la ecuaciéon lineal de
Schrédinger, ecuacion (6), es

G = I, — dipoM A,

Por lo tanto, el método FT-LDG aplicado a dicha ecuaciéon corre la misma suerte que el
de la discretizacion espacial basada en diferencias finitas, es decir, se tiene el siguiente
resultado:

Proposicion 4.8. El método explicito FT-LDG aplicado a la ecuacion lineal de Schrodin-
ger es incondicionalmente inestable para cualquier grado de aproximacion.

Demostracion. Notese que todo autovalor Nde G es de la forma 1 —4ipo A, con A como
autovalor de M~ A. Por la no negatividad del espectro de M~ A, Proposicion (4.3), se
tiene

‘X = 1+4poch > 1,

por lo que el método FT-LDG aplicado a la ecuacion lineal de Schrodinger es inestable.
]

En [4] Castillo y Gémez presentaron un andlisis de estabilidad y un estudio numérico de
la condicion CFL para el esquema explicito “pidola” en combinacion con la discretizacion
espacial LDG aplicado a la ecuacién lineal de Schréodinger fraccionaria. En dicha ecuaciéon
se consider6 la derivada fraccionaria de Riesz, de orden 1 < a < 2, como operador
diferencial.

5. Conclusiones

En este trabajo se ha ilustrado el uso del andlisis de estabilidad de von Neumann para
obtener condiciones suficientes y necesarias de estabilidad numérica para varias discreti-
zaciones explicitas en tiempo, en combinacion con la discretizacion espacial LDG para el
operador de difusion. Se mostro, numéricamente, que el comportamiento asintético de la
constante CFL en funcion del grado de aproximacion p decrece de orden O ((p + 1)*4)
para la ecuacién del calor, y de orden O ((p + 1)72) para la ecuacién de onda. El uso
de una discretizaciéon temporal explicita para problemas difusivos, en combinacién con
la discretizacion espacial LDG, se ve muy limitado debido a la severa restriccion en el
incremento en tiempo de orden O (h2). La superioridad de discretizaciones temporales
implicitas se ilustré mediante un ejemplo en el cual se permite un paso de tiempo mucho
més grande que el de una explicita. Sin embargo, el estudio de la CFL es relevante para
aquellos investigadores que prefieren el uso de técnicas explicitas en tiempo.

En general, el analisis muestra un comportamiento similar al de discretizaciones espaciales
basadas en diferencias finitas, tanto para la ecuaciéon de calor como para la ecuacion de
onda y la de Schrodinger.

Agradecimiento. Agradecemos a los evaluadores anénimos por sus valiosas sugerencias
y comentarios, los cuales contribuyeron a mejorar la presentacion de este articulo.
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