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RESUMEN. El conjunto de los nimeros reales lo tiene todo: operaciones algebraicas,
un orden natural, una topologia asociada a ese orden, completitud expresada en varias
formas, etc, etc. Es en esta riqueza de estructuras compatibles en la que se basa el
andlisis real, permitiendo el desarrollo de muchos resultados, entre ellos, el teorema del
valor medio, el teorema del valor intermedio, la conectividad de todo intervalo, etc., etc.
El objectivo de este articulo es el estudiar la validez de algunas de estas propiedades, y
otras, en cuerpos ordenados y en cuerpos p-adicos.
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ABSTRACT. The set of real numbers has it all: algebraic operations, a natural order,
a topology associated to that order, a completeness property that can be expressed in
various ways, etc. Real Analysis is based on this richness of compatible structures, which
affords the existence of many results, such as the mean value theorem, the connectedness
of all intervals, etc. The aim of this article is to study the validity of some of these
properties, and others, on ordered and p-adic fields.
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1. Introduccion

Muchos libros clésicos de introduccion al Andlisis Real, presentan al conjunto R de
los niimeros reales en forma axiomadtica. Esto es, como un cuerpo ordenado, y completo en
el sentido que todo subconjunto no vacio y acotado superiormente, tiene supremo (ver, por
ejemplo, [10], pag. 15; [12], pag. 15; [14], pag. 21; [16], pag. 7; [24], pags. 1 y 44; [28],
pag. 29). Ademads, suponen que es posible construir modelos de tal estructura y que su
axiomadtica es categorica, o sea, que dados dos cuerpos ordenados y completos, hay una
biyeccion, que es un isomorfismo con respecto a las operaciones y al orden definidos en
cada uno de ellos [39]. Esto dltimo ya habia sido observado por Richard Dedekind ([3],
pag. 33).

Una de las excepciones al enfoque puramente axiomatico de los niimeros reales, es el
libro de Rudin (ver [29], pags. 3 y 17), que construye R usando las cortaduras de Dedekind
(ver también [38], pdg. 4). En esta construccion, que Rudin llama larga y tediosa, los
axiomas se tornan en proposiciones que hay que demostrar. Lo mismo ocurre con cada
uno de los varios métodos de construccién que existen [39]. Por ejemplo, Mathematical
Reviews, refiriéndose a un articulo que construye R usando fracciones continuas, dice “The
details are all included, but as usual they are tedious and not too instructive” [39]. Sea
como sea, hay un nimero de presentaciones, muy buenas, de la construccion de R (por
ejemplo, [7], [18] y [19]). Algunas de ellas (por ejemplo [19]), prueban la unicidad médulo
isomorfismos.

Aunque Dedekind defini6 la nocién de cortadura de la recta real en 1858, sus resultados
no fueron publicados hasta 1872 [9]. En ese afio, Cantor public6 en Math. Ann., volumen
V, pags. 123-130, su construccién de los nimeros reales como clases de equivalencia de
sucesiones de Cauchy (ver, por ejemplo, [15], seccién 5; [35]; [34], capitulo 2).

La presentacién axiomdtica de R como un cuerpo ordenado y completo, es suficiente
para desarrollar el Andlisis Real. A pesar de ello, hay instancias en las que este enfoque
puede no ser satisfactorio. En las palabras de Bertrand Russell [30], “The method of
postulating what we want has many advantages; they are the same as the advantages of
theft over honest toil.” Es decir, todo estd bien en tanto que el ladrén no sea pescado. En
términos matematicos, si consideramos, por ejemplo, la demostracion de la irracionalidad
de /2, veremos que, en realidad, lo tinico que prueba es que v/2 no puede ser racional,
sin ninguna referencia a los nimeros irracionales o a por qué tiene que existir un nimero
cuyo cuadrado es dos. Ahora bien, si creemos que todo desarrollo matemaético se inicia
con algo intuitivo, es facil aceptar que, hablando de sistemas de numeracion, ese algo
puede ser los niimeros enteros o los niimeros racionales. Tenemos una idea clara de ellos y
podemos aceptarlos como algo bdsico. Sin embargo, ;por qué tiene que haber nimeros que
no son racionales? Esto ya no parece ser intuitivo. En efecto, aunque no hay dificultad en
imaginar un cuadrado de lado uno y su diagonal, costé mucho esfuerzo y mucho tiempo,
el entender la longitud de esa diagonal como un nimero. Esto pone de manifiesto una
dicotomia entre nimeros y figuras, mostrando por qué muchos filésofos y matematicos
griegos del periodo clésico, asignaron a las figuras geométricas una gran importancia en
sus investigaciones. Las paginas [32] y [33], tienen una discusion interesante sobre la
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importancia de construir el sistema de los nimeros reales y sobre como pueden visualizarse
los ntimeros irracionales.

A pesar de lo que acabamos de decir, para los propésitos, que en breve expondremos,
de nuestro articulo, el enfoque axiomadtico bastard. Asi, R serd un cuerpo ordenado y
completo, donde, repetimos, completo querra decir que todo subconjunto no vacio de R
que estd acotado superiormente, tiene supremo. Esta es la completitud que, siguiendo
algunos autores (ver, por ejemplo, [23], padg. 392), llamaremos de Dedekind. Otros autores
(ver, por ejemplo, [11], pag. 262), reservan este nombre para la completitud en el sentido
de las cortaduras. Es decir, que toda cortadura de R tiene un punto de corte en R. Con la
nocidn de distancia asociada al valor absoluto usual, R es también completo en el sentido
de Cauchy, o sea, toda sucesioén que es de Cauchy, converge. Otra formulacién de esta
completitud de Cauchy es el decir que si una serie converge absolutamente, es convergente.
Este dltimo enunciado es uno de los muchos criterios de convergencia de series conocidos.
Otros resultados fundamentales en el desarrollo del Andlisis Real, son el principio de
Arquimedes, el teorema del valor intermedio, el teorema de Rolle, el teorema del valor
medio, la conectividad de todo intervalo, la propiedad de los intervalos encajados, etc, etc.
Desde el punto de vista 16gico, todos estos enunciados y muchos otros, son equivalentes
en el cuerpo real, porque dadas dos proposiciones verdaderas Py (), las implicaciones
P — @y Q — P también tienen que ser ciertas. En otras palabras, aunque algunos
enunciados parecen tener un “sabor” mds analitico y otros mds algebraico, todos ellos
pueden considerarse como formulaciones equivalentes de la completitud de R. Asi, nos
referiremos a ellos como “modos de completitud”. En términos imprecisos, lo que dicen, de
una manera u otra, es que, en R, “no hay agujeros”; en términos elementales, si pensamos
en el modelo de la recta, podemos establecer una biyeccion entre los nimeros reales
y todos los puntos de la recta. ;Qué pasaria si cambiamos la situacién? Digamos que
fijamos un cuerpo ordenado K y consideramos proposiciones que son ciertas en R y cuyos
enunciados tienen sentido en K. ;Qué podemos decir sobre estas proposiciones, cuando las
formulamos en K? Observemos que en lugar de suponer que K es completo en el sentido
de Dedekind, o en cualquier otro sentido, vemos la completitud como una proposicién
maés. La idea es que al considerar, fuera de R, enunciados que son equivalentes en R, es
posible que entendamos mejor cémo estdn, o no, relacionados. James Propp llama a esta
forma de pensar “Analysis in reverse” [23] y observa su semejanza con la larga y fructifera
biisqueda de axiomas, en geometria euclidiana, equivalentes al axioma de las paralelas
o quinto postulado de Euclides. De esta busqueda hemos aprendido que “anything that
isn’t Euclidean geometry is very different from Euclidean geometry” ([23], pag. 393).
Propp continda diciendo que “in a similar way, anything that isn’t the real number system,
must be different from the real number system in many ways. Speaking metaphorically, in
the landscape of mathematical theories, Real Analysis is an isolated point; or, switching
metaphors, we might say that the real number system is rigid in the sense that it cannot be
subjected to slight deformations.”

Después de esta explicacion introductoria, podemos decir que nuestro articulo tiene
dos propésitos. Uno es el presentar varios ejemplos de este Andlisis en reverso, incluyendo
el material preliminario que sea necesario. El otro propdsito es el estudiar las propiedades
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basicas del cuerpo racional Q, dotado de un valor absoluto p-adico. A medida que desa-
rrollemos estos dos aspectos en paralelo, podremos ver conceptos similares en contextos
muy diferentes, lo cual nos permitird aquilatarlos mejor. Por cierto, los temas que aqui
estudiaremos, estdn esparcidos a lo largo y a lo ancho de muchas referencias, que llegan a
incluir mds de cuarenta posibles enunciados del principio de Arquimedes y més de setenta
posibles versiones de la completitud (ver, por ejemplo, [11]), y que prueban algunas de las
relaciones entre algunas de las propiedades. Las definiciones y los enfoques pueden variar
de una referencia a otra, dependiendo de los objetivos, unos més algebraicos, otros méas
analiticos. Para aquéllos versados en el idioma alemdn, la referencia [26] incluye cerca
de cuarenta enunciados. Los comentarios en otras referencias (ver, por ejemplo, [11] y
[36]), indican que los enunciados en [26] estdn agrupados en varias categorias y que el
autor prueba, en forma completa y detallada, la equivalencia dentro de cada categoria y la
equivalencia entre categorias diferentes. Nuestra intencidn, que estd muy lejos de producir
una exposicién enciclopédica, es mantenernos lo mas cerca posible del Andlisis, sin ir mas
all4 del principio de buena ordenacién, o equivalentemente, del principio de induccion.
Motivaremos las definiciones y propiedades en forma rigurosa, dando abundantes ejemplos.
Frecuentemente mencionaremos referencias que van mds alld de nuestra exposicion.

2. El concepto de orden en un cuerpo

En lo que sigue, supondremos conocidos los axiomas de cuerpo, que aparecen en las
referencias mencionadas en la introduccién. Aunque las unidades aditiva y multiplicativa,
en general, no tienen por qué ser nimeros en el sentido usual, para evitar complicaciones
de notacion, las indicaremos 0 y 1, respectivamente. Recordemos que se suponen distintas.
Con —z indicaremos la inversa aditiva de x, mientras que £ y Fz indicardn x o —z. La
notacién y — x es una forma abreviada de escribir y + (—z). Con x + y indicaremos x + y
or—y.Sixz#0, % 0 1/x indicard la inversa multiplicativa de x. Finalmente, denotamos,

nr = .%‘—l—---—l—l‘:(l—‘r--'—i—l)-??, €))
N——
n veces
. @
N——

n veces

En el lema que sigue, reunimos propiedades que son consecuencia de los axiomas de
adicién y de multiplicacion.

Lema 1. (/29], pdgs. 6 y 7) Dado un cuerpo K y dados x,y, z € K,

(Propiedad de cancelacion) Si x # 0y xy = xz, entonces y = z.

1. (Propiedad de cancelacion) Si x + y = x + z, entonces y = z.
2. (Unicidad de la unidad aditiva) Si x + y = x, entonces y = 0.
3. (Unicidad de la inversa aditiva) Si x + y = 0, entonces y = —z.
4. —(—z) ==

5.

6.

(Unicidad de la unidad multiplicativa) Si x # 0y xy = x, entonces y = 1.
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7. (Unicidad de la inversa multiplicativa) Si x # 0y xy = 1, entonces y = %
8. Sixz # 0, entonces 1/ (%) =z
9. 0z =0.

10. Six # 0ey # 0, entonces ry # 0.

1. (—z)y = —(zy) =z (-y).

12. (=) (—y) = z.

La demostracién de este lema, que omitimos, puede verse en la referencia citada.

Definicién 1. Un cuerpo K se dice ordenable si tiene un subconjunto no vacio K con
las siguientes propiedades:

1. 0¢ K.
2. K es cerrado con respecto a la adicion y a la multiplicacién. Es decir, si z,y € K,

entonces x + y y xy pertenecen a K.

3. Siz € K, entonces una y s6lo una de las siguientes opciones es cierta: z € K,
r=0,—reKy.

Si K es un cuerpo ordenable, un elemento x € K, x # 0, se llama positivo si z € K
y se llama negativo si —z € K.

Proposicion 1. Dado un cuerpo K, los siguientes enunciados son equivalentes:

1. K es ordenable.

2. Es posible definir en K una relacién, que indicaremos <, con las siguientes propie-
dades:

a) Sixz < yentonces x + z < y + z para todo z € K.
b) Siz <yy0 < z, entonces rz < yz.
¢) (Transitividad) Siz < yy y < z, entonces < z.

d) (Totalidad) Si z,y € K, una y sélo una de las siguientes opciones es cierta:
r<y,z=99y <z

Demostracion. Suponiendo que K es ordenable, definimos la relacion x < ysiy —x €
K. . Veamos que esta relacion verifica las cuatro condiciones en 2).

En primer lugar, de las propiedades de cuerpo, deducimos que (y + z) — (z + 2) =
y—x € K. Delamisma manera, yz—xz = (y — x) z € K. En cuanto a la transitividad,
z—x = z—y+y—x € K, .Finalmente, siz,y € K, yz # y, es decir y—x # 0, debe ser
y—z€Kio—(y—z) € Ky.Como (y —z)—y+x = 0,debe ser — (y — x) = —y+=.
Oseaz <yoy<uz.
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Reciprocamente, si hay definida en K una relacién < con las propiedades indicadas,
consideramos el subconjunto K de K definido como

K. ={zeK:0<z}.

Veamos que este subconjunto cumple las propiedades enumeradas en la definicion 1.
Por definicién, 0 ¢ K. Siz,y € K, entonces 0 < y < x + y. Por la transitividad,
deducimos que 0 < x + y. En cuanto a la multiplicacién, si 0 < z y 0 < y, concluimos
que 0 < zy. Dado =z € K, x # 0, por la totalidad del orden <, debe ser 0 < z 00 < —z.
Es decir, z o —x tienen que pertenecer a K .

Esto completa la demostracién de la proposicion. O

Un orden total estricto en el cuerpo K es una relacion que satisface las propiedades
enumeradas en 2). Diremos entonces que K es un cuerpo ordenado. Observemos que un
orden estricto es irreflexivo, es decir, ningtin elemento del cuerpo es comparable con si
mismo, y asimétrico, queriendo decir que si z < y, entonces no puede ser cierto que y < x.
En cambio, la relacién < definida como z < y si z < y o z = y, da un orden no estricto
total, que es reflexivo, x < x para todo z € K y antisimétrico, z < y e y < x implican
T =1y.

Un punto importante a observar es que, por definicién, el orden, estricto o no, en un
cuerpo, es total. Es decir, los elementos del cuerpo son siempre comparables. Por eso
hablamos de cuerpos ordenados y no totalmente ordenados.

En general, en un cuerpo ordenable, quiza pueda definirse mas de un orden.

A partir de ahora usaremos indistintamente < o < para indicar un orden total en
un cuerpo. También usaremos la notacion x > yyz > ycuandoy < zey < z,
respectivamente.

En el siguiente lema incluimos varias propiedades, que relacionan el orden con las
operaciones en un cuerpo ordenado.

Lema 2. ([29], pdg. 8; [14], pdg. 22) Dado un cuerpo ordenado K y dados z,y, z € K,
1. Six <y, entonces —y < —x.
2. Six <yyz <0, entonces xz > yz.

3. Six # 0, entonces x> > 0. En particular, 1 > 0.
4. Si0 < x <y, entonces 0 < % < %

La demostracién de este lema, que omitimos, puede verse en las referencias citadas.
Ejemplo 1.

1. Los nimeros racionales y los nimeros reales forman cuerpos ordenados, con el orden
natural heredado de la identificacion con puntos de la recta real.
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2. En el cuerpo C de los nimeros complejos no existe ningtin orden compatible con el
orden natural en R. Si lo hubiera, de acuerdo con 3) en el lema 2, tendrfamos i > 0,
osea —1 > 0, lo cual no es cierto. La falta de un orden en C, compatible con el
orden natural de R, también puede probarse directamente por reduccién al absurdo.
En efecto, si existiera tal orden en C, una de las alternativas ¢ > 0 0 ¢ < 0 tiene que
ser cierta, puesto que 7 # 0. En el primer caso, —1 = 32 > 0, lo cual es un absurdo,
debidoa 1) y 3) enel lema 2. Si¢ < 0, entonces 0 < —¢ de acuerdo con 1) en el lema
2. Usando 2), tendremos (—2)¢ < 0. De acuerdo con 11) en el lema 1,—i2 < 0, 0 sea
1 < 0, lo cual tampoco puede ser.

Dado un cuerpo K, existe un homomorfismo de cuerpo, de Q en K. En otras palabras,
hay subconjuntos N, Z y Q de K, que se identifican con los niimeros naturales N, los
ndmeros enteros Z y los nimeros racionales Q, respectivamente. Si K es un cuerpo
ordenado, entonces el homomorfismo preserva el orden ([28], pdg. 33, proposicién 2).

Concluimos esta seccidn con otra caracterizacién de los cuerpos ordenables:

Proposicion 2. Dado un cuerpo K, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. K es ordenable.

2. K es formalmente real. Esto quiere decir que dados z1, ..., z, € K para cualquier
n € N, laigualdad

implicaz; = ... =z, = 0.

Demostracion. Supongamos que 1) se cumple, es decir K es ordenable. El cason = 1 en
2) resulta de 10) en el lema 1, sin ninguna referencia al orden. Cuando n > 1, de acuerdo

con la proposicién 1y el lema 2, de la igualdad 22 = —x3 — ... — 22 se concluye que
z1 = 0. Si n = 2, resulta que x2 es también cero. Si no, se continda de la misma manera,

hasta concluir que x; = ... = x,, = 0. Esto prueba 2).

La implicacién 2) = 1) es el teorema de Artin-Schreier, cuya demostracion, que aqui
omitiremos, puede verse, por ejemplo, en ([17], capitulo 11) y en [4]. Si se quiere la
existencia de un unico orden en K, el ser formalmente real no es suficiente. Los detalles
pueden verse en ([37], pag. 249). O

3. Valores absolutos en un cuerpo

Comenzamos por dar la siguiente definicién.

Definicién 2. Dado un cuerpo K, una funcién A : K —R es un valor absoluto en K, si
cumple las siguientes condiciones:

1. A(z) > Oparatodo z € K.
2. A(xz) =0siysélosiz =0.
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3. A(z+y) <A(z)+ A(y), paratodo z,y € K.
4. A(zy) = A(z) A(y), paratodo z,y € K.
Ejemplo 2.

1. El valor absoluto usual, indicado |-|, basado en el orden natural de R,

z siz>0
o] = —xr six <O.

2. El valor absoluto trivial, también llamado discreto, definido como

N 0 siz=0
* 1 sixz#0.

3. Dado un valor absoluto A en un cuerpo K y dado 0 < « < 1, la funcién definida en
K como

= [A(2)]”.
es un valor absoluto en K.

Definicion 3. Dos valores absolutos, A; y Ao, se dicen equivalentes, si existe o > 0 tal
que
A (z) = [Ag (2)]7,

para todo = € K.

Observemos que en esta definicion se fijan dos funciones que ya son valores absolutos.
Por ello, el pedir solamente que el exponente sea positivo, no crea ninguna dificultad.

Definicion 4. Un valor absoluto se dice no trivial si su imagen no se reduce a los valores
Oyl

Lema 3. Dado un valor absoluto A en un cuerpo K y dados x,y € K,

1 A(£1) = 1.

A(n) <mnparatodon €N, donde A (n) quiere decir A (nl), definido de acuerdo
con (1).

Ax)=A(-x).
Alx—y) < A(x) + A(y).
Az ty) = [A(z) - Ayl

A <%) = ﬁgzg siy # 0.

N

S

Demostracion. Todas estas afirmaciones se prueban facilmente.
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Para 1),
A1) =A(1) (1) =[AQ),
de donde A (1) = 1. Ademds, usando 11) en el lema 1,
1= A1) = A((-1) (1)) = [A(-D),
de donde A(—1) = 1.

Para probar 2), usamos 1):

An)=A(l1+---+1 ]| <A +---+A4A(1)=n.

En cuanto a 3), usando 11) enel lema 1 con y = 1y 1), tenemos

A(—z)=A((-)z)=A(-1)A(x) = A(x).

En 4), usamos 3) para escribir
Al —y) =A@+ (-y) =A@+ A(-y) = A(z) + A(y).
Por la definicién del valor absoluto usual en R, la prueba de la desigualdad 5) se reduce
a probar las dos desigualdades

—A(afiy)%A(w)—A(y)(iSi)A(xiy)-

Para (i),
Aly) =A(Ry+z—a) <Az ty)+A(2),

mientras que para (ii),

A@)=Af@+tyFy) <A@xy)+A(y).

Finalmente, si y # 0, o lo que es lo mismo, A (y) # 0,
x x

Ax:A():A A<>,
() v, WAL

Esto completa la demostracion del lema. O

lo cual prueba 6).

Definicion 5. Si en lugar de 3) en la definicidn 2, la funcién A satisface la desigualdad,
Ilamada desigualdad ultramétrica,

Az +y) <max{A(z),A(y)}, ©)

se dice que el valor absoluto A no es arquimediano. En la seccién 5, veremos el porqué de
este nombre. Observemos que

méx {A(z),A(y)} < A(x)+ A(y),

lo cual muestra que (3) implica 3) en la definicién 2.
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Proposicion 3. Dado un cuerpo K con un valor absoluto A, los siguientes enunciados son
equivalentes:

1. El valor absoluto A no es arquimediano.

2. A(n) < 1paratodon € N.

Demostracion. Para probar 1) = 2), usamos 1) en el lema 3 y el principio de induccién:

An)=A(1+0+--+1)| <max{ A1), A|(1+---+1) <L
———— —

n-1 veces n-1 veces

En cuanto a 2) = 1), la demostracién que presentamos es tipica en la literatura.

Dados a,b € K y dado k£ € N, el teorema del binomio nos permite escribir
e
k i k—j
(a+b)" = Z ( ,>a]b 7,
i=0 M
donde, por convencion, se define a® =b° =1y

(k) k(k—1)-(k—j+1)

J J!

Como (’;) € N, usando 2), tenemos,

Entonces,

A@+0) = A(@+)*) < > (@) (A0
j=0
< (k+41) (méx (A(a),Ad)".
Tomando la raiz k-ésima, resulta
A(a+b) < VEk+1méx (A(a),A(D)).
Finalmente, si tomamos el limite para k — oo,

A(a+b) <méx(A(a),AD)),

que es la desigualdad ultramétrica. Es decir, se cumple 1).

Esto completa la prueba de la proposicion. O



Lecturas Matematicas, vol. 40 (1) (2019), pp. 5-50 15

La proposicion 3 mejora considerablemente 2) en el lema 3, cuando A no es arquime-
diano.

En lo que sigue, prepararemos el terreno para definir en Q un valor absoluto, que, como
veremos, es muy diferente del valor absoluto usual.

Dado un nimero racional x # 0, el teorema fundamental de la aritmética nos dice que
e=+ [ »~, )
p primo

donde el exponente entero e, s cero, excepto para un nimero finito de valores de p. Por

ejemplo, si z = f%,

z=-28x3"2x5"1 3)

Definicién 6. Fijado p primo, el exponente e, en (4) se llama la valuacion p-adica de z,
que se denota vy, ().

Observemos que cuando z # 0, six € Z 'y p divide a z,
vp () = méx {k € N: p* divide az},
mientras que v, (x) = 0 si p no divide a x. Si 2 es una fraccién ¢,
vp () = vp (@) = vy (). (©)
Es claro que si z, y son enteros diferentes de cero,
vp (2y) = vp () +vp (y) - Q)
Ademés, si x + y es diferente de cero,
vp (2 +y) = min{vp (), v, (y)} ®)
porque si p divide a x y p divide a y, entonces p debe de dividir a z + y.
Si v, (x) # vp (y), afirmamos que
vp (¢ +y) = min{v, (x),vp (y)}-
En efecto, si z = p®u, y = pﬁv, p no divide ni a u ni a v y, digamos, a < /3, entonces

z+y=p* (u+p*Fv),dedonde vy, (z + y) = o = v, ().

Definiendo
Up (O) = +o00,
(7) y (8) se extienden de inmediato a todo Z.
El siguiente lema extiende (7) y (8) a valores racionales de x e y.
Lemma 1. Dados x = § ey = ¢ en Q, la valuacion p-ddica tiene las siguientes
propiedades:
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1. v, (zy) = vp (2) + vp ().
2. vy (x +y) > min{v, (x), v, (y)}, con igualdad cuando v, (z) # v, (y).

Demostracion. Six oy es cero, ambos miembros de la igualdad en 1) se reducen a +oo.
Siz,y # 0, usando (6) y (7),

vp (zy) = vy (ac) — v, (bd) = vy (a) + vp (¢) — vy (b) — vy (d)
— (@) — vy () + v (€) — vy ()
= Up (z) + Up (¥),

lo cual prueba 1). En cuanto a 2), es claro que la desigualdad se cumple si x, y o x + y es
igual a cero. Si no, usando (8),

wletn) = () = o (e b0) v, (00)
i (v (ad) ,vp (b))} — v (B) — vy ()

min {vy, (a) + vy (d) , vy (b) + vp ()} — vy (b) — vy (d)
i (v (a) — vy (8) vy () — v ()}

= min (v, (2),vp (y)).

Para probar la igualdad cuando v, (x) # v, (y), suponemos v, (z) < v, (y) y escribi-
mos

a
r = -,
L
B c
y - p d 9
donde ninguno de los nimeros a, b, ¢, d son divisibles por p y a < (. Entonces,

c sad+pP~%be
S pb+wd_pggiigi

Como pno divideaadniabdy § — « > 0, concluimos que v, (z + y) = a.
Esto completa la prueba del lema. O

Definicion 7. Dado un nimero primo p fijo, definimos en QQ la funcién

p‘“l’(”) six # 0,
], = {

0 siz =0. ©)
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Por ejemplo, de (5),

24 _3 1
_ == = 2 i
135, 8’
24
-] = 3*=9,
135,
24 1
- = 5 =5
1355 ’
mientras que
‘xlp = 17
para todo p primo diferente de 2, 3, 5.
Dados p, ¢ € N primos, se tiene
lim \p"\p = lim p™" =0,
n—oo n—oo

lg"|, 1 paratodon € Ny q # p.
Si || es el valor absoluto usual en Q, |¢"| siempre tiende a infinito cuando n — oco.
Si x es un numero racional distinto de cero, de (4) se obtiene la féormula
2| I p*@ =1.

p primo

Proposicién 4. La funcién || » definida en el cuerpo @ como (9), es un valor absoluto.

Demostracion. Es claro que || p satisface las condiciones 1) y 2) en la definici6n 2. En
cuanto a la desigualdad triangular 3), si z,y € Q, usando 2) en el lema 1,

|$ + y‘p pf’up(f“ry) S p* min{v,(x),vp(y)} S max {pfvp(:r)7p7up(y)}
®

mix {Jz],.,[yl, } < lal, + 1y,

donde la desigualdad (i) es una igualdad cuando |z|, # [y|,. Es decir,
desigualdad ultramétrica (3).

|, satisface la

Finalmente, la propiedad multiplicativa 4) es consecuencia de 1) en el lema 1.

Esto completa la demostracién de la proposicion. L

Observemos que si hubiéramos definido |-| » N (9) con un signo positivo en el expo-
nente, la desigualdad 3) en la definicién 2, no se cumplirfa. Por ejemplo,
1
245, =2,
‘ + |7 7
mientras que
12, = 3|, = 1.
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Fijado p primo, si z € QQ, podemos escribir
T=pu,

donde o € Z y p no divide ni al numerador ni al denominador de u. Entonces, siendo
|ul,, = 1, es decir, siendo u una unidad con respecto a |-

>
|zl = P, lul, = p°], =P~ (10)

O sea que la imagen de la funcién ||p : Q — Qes el conjunto
o Jfpm :mez}. (11)

En particular,

2|, <1, (12)

para todo x € Z, mejorando 2) en el lema 3. De acuerdo con la proposicidn 3, esto
corrobora que el valor absoluto p-adico no es arquimediano. Es decir, que satisface la
desigualdad (3).

Dado p primo fijo, v, (%) = 0 cuando a y b son nimeros enteros coprimos con p. O
sea que |%|p = 1. En el caso del valor absoluto usual, sélo |+1| = 1.

Reiteramos que en la proposicién 4 hemos probado que el valor absoluto p-adico |-| »
satisface la desigualdad ultramétrica,

@+ yl, < mix {Jal,, 1yl } (13)

que se torna en una igualdad cuando |z[, # [y] ..

Es decir, || p constituye un ejemplo de un valor absoluto que no es arquimediano en el
sentido de la definicién 5.

La estimacion (12) nos dice que en @, con el valor absoluto p-ddico, el subconjunto de
los nimeros enteros es acotado, en el sentido de |-| >

Observemos que el valor absoluto || » de un nimero entero es pequefo cuando el
nimero es divisible por una potencia de p grande. En el orden usual de Q, esto indicaria
que el ndimero es grande.

En otras palabras, el que dos nimeros enteros x e y sean congruentes médulo una
potencia positiva de p, se traduce en informacién sobre cudn cerca estdn uno del otro en el
valor absoluto p-ddico: Si x =y (mod p™) entonces |z — y|, < p~™.

En particular, todo esto muestra que, a diferencia del valor absoluto usual, el valor

absoluto p-adico no estd asociado, en ninguna forma, con el orden usual en Q.

Para concluir esta seccién, mencionamos, sin demostrarlo, un teorema debido al
matemdtico Alexander Ostrowski, publicado en 1916 en Acta Mathematica. Este teorema
dice que todo valor absoluto no trivial definido en @Q, es equivalente, en el sentido de la
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definicién 3, al valor absoluto usual |-|, 0 a un valor absoluto p-ddico para un cierto primo
p. La demostracién puede verse, por ejemplo, en [35] y en [8].

Hay mucho més que decir sobre el cuerpo Q con el valor absoluto p-adico (ver, por
ejemplo [35] y las referencias alli mencionadas), pero aqui lo dejamos, por ahora.

4. El principio de Arquimedes en un cuerpo ordenado

Este principio es enunciado en R, por ejemplo, en los siguientes términos ([29], pag. 9,
teorema 1.20):

“Siz,y €e Ryxz > 0, existe n € N tal que

nr >y’

Aparece como axioma V en la obra Sobre Esferas Y Cilindros del matematico, ingenie-
ro, fisico, astronomo, Arquimedes de Siracusa (ca. 287 AC - ca. 212 AC). También aparece,
como definicion 4, en el libro V de los Elementos de Euclides. Arquimedes lo adjudica
al matemadtico y astrénomo Eudoxio de Cnido (ca. 390 AC- ca. 337 AC). El asociar el
nombre de Arquimedes con este principio, parece deberse al matematico Otto Stolz, quien
menciona a Arquimedes en relacion con el principio, en un articulo publicado en 1882.

Como observamos hacia el final de la seccién 2, dado un cuerpo ordenado K, existe
un homomorfismo, que preserva el orden, de Q en K. En otras palabras, hay subconjuntos
N, Z y Q de K, que se identifican con los nimeros naturales N, los nimeros enteros Z y
los niimeros racionales QQ, respectivamente ([28], pag. 33, proposicién 2).

Definicion 8. Si K es un cuerpo ordenado,
1. = € K es un infinitesimal si 0 < 2 < 1, paratodon € N.
2. x € K es una infinitud si x > n, para todon € N.

Ejemplo 3. 1. Cero es un infinitesimal en todo cuerpo ordenado. La comprobacién es
inmediata.

2. Consideremos el cuerpo R (X) de las funciones racionales f con coeficientes reales,

CXT X
f(x) =t ottt
b X+ + b1 X + bo

donde el numerador tiene grado 7 y el denominador tiene grado s. Es decir, a,., bs # 0.
En este cuerpo definimos

R(X)+:{feR(X):Z>O}.
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El suconjunto R (X)), satisface las condiciones de la definicién 1. En efecto, es claro
que 0 ¢ R (X)) . De la expresién

ar X"+ +aX +a  apXP -+ ai X +ag
by X5+ + b1 X +by  bXI+ -+ 0 X + b
arb;XT+q+...+bsa;XS+P+...

Db X5+ + - ’

fX)+g9(X) =

sir + g > s+ p, entonces

arby _ ar >0
bsby, bs '
Andlogamente, si s +p > r + g,
bty _ >0
b.b N
s%q q

Sir 4+ g = s + p, entonces

oty by 0
bl bs

Es decir, f + g € R(X) - En cuanto a la multiplicaci6n,

a, X"+ + a1 X +ag apXP+--+a1X +ag

TE9X) = S e X+ b by X0+ + 0 X+
aran X" P 4.
bsbeXS+q+""
de donde
ara > 0.
bsby,

Por lo tanto, R (X) . es cerrado con respecto a la suma y a la multiplicacion en
R (X). Finalmente, dado f € R (X) distinto de cero, f o — f pertenece a R (X)), .
Es decir que R (X)) es ordenable, de acuerdo con la proposicién 3. El cuerpo R esta
inmerso de manera natural en R (X) y esta inmersién preserva el orden.

En el orden determinado por R (X)) +

1 1
0< =< —
X n
para todo n € N, porque 1 > 0 de acuerdo con 3) enel lema?2y % — % = % es
positivo. Es decir, L es un infinitesimal. De la misma manera,

X >n,

para todo n € N, porque X — n es positivo. Es decir, X es una infinitud o, en otras
palabras, N es acotado en R (X ). Més atin, para todo z € R, es X > z, lo cual nos
dice que el conjunto de los niimeros reales no negativos estd acotado en R (X).
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Observemos que en algunas referencias (ver, por ejemplo, [11], pag. 265, definicién
2.2), la nocién de infinitesimal se define:
“z € K es un infinitesimal si |z| < %, paratodon € N’

En esta definicidn, |-| es el “valor absoluto” definido en K como en 1) de los ejemplos 2.
Es decir, || estd asociado al orden de K, resultando en una funcién |-| : K — K. Cuando
K no es el cuerpo R, esta funcién valor absoluto es diferente de la dada en la definicion 2.

Proposicion 5. Dado un cuerpo ordenado K, los siguientes enunciados son equivalentes:

1. Siz,y € Kyz > 0, existe n € N tal que
nx > y. (14)

Observemos que nx, con n € N, se interpretacomoz + ---+z = lz+--- 4+ 1l =
———

n veces
nz, donde, a la derecha, n € N es la imagen del nimero n € N que aparece a la

izquierda. O sea, que no hay ambigiiedad en decir n € Non € N en (14). Es bueno
mencionar esto, al menos una vez.
2. Six € K, existe n € Z tal que
n> .
3. El conjunto N no es acotado en K. Es decir, dado z € K positivo, existe n € N tal
quen > x.
4. Dado z € K positivo, existe n € N tal que
1
— <.
n
5. Si xz € K es un infinitesimal, entonces z = 0.

6. No hay infinitudes en K.

Demostracion. Aunque formalmente trabajaremos como si K fuera R, hay que pensar
con cuidado, en el caso general, en el significado de cada operacién.

Comenzamos por probar que 1) = 2). Si z > 0, usamos 1) con % ey = 1. Es decir,

existe n € N tal que
n veces

—
1+--+1 n

=1,
T

n>x.
Six <0, es claro que n > x para todo n € N. Asi obtenemos 2).
Si negamos 3), es decir, si N fuera acotado en K, existiria x € K, positivo, tal que
0<n<ux,

para todo n € IN. O sea, para ese valor z, es n < x paratodo n € Z, lo cual es la negacién
de 2).
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Si suponemos que 3) se cumple, es decir N no es acotado en K, dado = € K positivo,
debe de existir n € N tal que

lo cual prueba 3) = 4).

Si 5) no se cumple, existe z € K que es un infinitesimal positivo en K. O sea,
1
O<or<—
n

para todo n € IN. Consecuentemente, no puede existir n € N tal que % < x. Es decir, 4)
no se cumple.
Si x es una infinitud en K, entonces x > n para todo n € N. O sea,
1 1
0<—-—<—,

T n
para todo n € N. Es decir, % es un infinitesimal positivo en K, lo cual prueba que 5) no se
cumple.

Finalmente, dado = € K positivo, si y es negativo o cero,
nr >y

para cada n € N. Si y es positivo, puesto que £ no puede ser una infinitud de acuerdo con
6), debe de existir n € N tal que

n > -—.
€T

Es decir, existe n € N, on € N, tal que
nr >y,

lo cual prueba que 6) = 1).

Esto completa la prueba de la proposicion. O

Definicion 9. Un cuerpo ordenado K se llama arquimediano si satisface las propiedades,
equivalentes, enunciadas en la proposicién 5.

Proposicion 6. Si K es un cuerpo ordenado y completo en el sentido de Dedekind,
entonces K es arquimediano.

Demostracion. Probaremos 2) en la proposicion 5, es decir, que Z no es acotado superior-
mente en K. La prueba es idéntica al caso euclidiano. Si Z fuera acotado superiormente
en K, no siendo vacio, tendria supremo, digamos «, en K. Entonces n + 1 < « para todo
n € Z,on < a— 1paratodon € Z, contradiciendo la afirmacién que « es el supremo
de Z.

Esto completa la demostracién de la proposicion. O
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Ejemplo 4.

1. De acuerdo con la proposicion 6, el cuerpo R es arquimediano.

2. Que un cuerpo ordenado sea arquimediano, es estrictamente mas débil que el ser
completo en el sentido de Dedekind. En efecto, el cuerpo Q no es completo en el
sentido de Dedekind porque, por ejemplo, el conjunto

{xEQ:12<2},

estd acotado superiormente en QQ, pero no tiene supremo en Q. Sin embargo, Q es
arquimediano, pues, por ejemplo, el subconjunto N no es acotado en Q. Si lo fuera,
existiria % conp,q > 1, tal que n < %, o ng < p, para todo n € N. En particular,
(p+ 1) ¢ < p, lo cual no es posible.

3. El cuerpo R (X), con el orden definido en 2) de los ejemplos 3, no es arquime-
diano puesto que, como mostramos alli, contiene infinitesimales o, equivalentemente,
contiene infinitudes o, equivalentemente, N no es un subconjunto acotado.

4. Consideremos el conjunto R ((X)) de las series de Laurent formales. Es decir, series
delaforma} _, a,X™ paralas que existe N € Z, que depende de la serie, tal que
an = 0 paran < N. Aunque no entraremos en los detalles, R ((X)) es un cuerpo
con las operaciones habituales entre series formales. Dada f = Y~ . a,X" en
R ((X)) distinta de cero, definimos

neZ

v(f)=min{n €Z:a, #0}.

Decimos que f es positiva si el coeficiente a,, (s es positivo. De la misma manera
que en 2) de los ejemplos 3, se puede ver que el cuerpo R ((X)), con esta nocién de
positividad, resulta ordenado. Observemos que, en este orden,

! >
- n
X )

paratodon € N, pues si f = + —n, v (f) = —1y el coeficiente a_; es 1, positivo.
Es decir, R ((X)) no es arquimediano.

Definicién 10. Dado un conjunto no vacio S de nimeros con el orden usual, se dice que
S estd bien ordenado si cada subconjunto no vacio de S tiene un primer elemento en el
orden.

Definicion 11. El principio de buena ordenacién dice que el conjunto N de los nimeros
naturales estd bien ordenado con el orden usual.

Este principio es equivalente al principio de induccién (ver, por ejemplo, [2]).

Proposicion 7. Dado un cuerpo K ordenado, los siguientes enunciados son equivalentes:

1. K es arquimediano.
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2. La funcién “parte entera” estd definida en K. Es decir, dado a € K, si a > 0, existe
ne€ NUJ{0}talquen <a<n+1lysia <0, existen € Z, n < 0, tal que
n<a<n+l.

3. El conjunto Q es denso en K. Es decir, si z,y € K,y x < y, existe r € Q tal que
r<r<y.

4. Densidad en K de cierto subconjunto de Q: Siz,y € K,y x < y,existenk € Zy

n € N tal que 2 < £% < y. La potencia 2" se interpreta como (1 +1)... (1 + 1) en
| S —

n veces
la imagen del homomorfismo de QQ en K.

Demostracion. Probemos que 1) es equivalente a 2): Supongamos que K es arquimediano
y fijemos ¢ € K. Si a > 0, usando 2) en la proposicién 5 con x = a, concluimos que
existe n € N tal que a < n. Esto quiere decir que el conjunto

{keN:a<k}

es un subconjunto no vacio de IN. Por el principio de buena ordenacion, tiene que tener un
primer elemento que llamamos m. Es decir,

m—1<a<m.

Sia < 0, entonces —a > 0. Por lo tanto, debe de existirm € Ntalquem —1 < —a < m.
O sea,

-m<a<-m-+1.

Es decir, hemos probado 2).

Reciprocamente, si 1) no se cumple, podemos asegurar, de acuerdo con 4) en la
proposicién 5, que existe a € K positivo, tal que a < % para todo n € N. Es decir, n < %
para todo n € IN. Por lo tanto 2) no se cumple para ese a € K positivo.

Para probar que 2) = 3), fijamos z,y € K,z < y.Siz > 0 ey > 0, de acuerdo con 2)
en la proposicién 5, existe k € N tal que y_% < k. En particular, 1 < k (y — «). Usando
2), existe n € N tal que n < kx < n + 1. Para concluir 3), s6lo necesitamos manipular
estas desigualdades:

n+l1<kr+1l<kr+k(y—=x) =ky.

Es decir,
kr <n+1<ky,
0
< n+1 <
z . ’
2 Y

lo cual nos da 3).
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Siz < 0ey > 0, entonces z < 0 < y. Finalmente, si x,y < 0, usamos el primer caso
con —y < —x, obteniendo
—y<r<-w,

para un cierto r € Q. Entonces,
r< —r<y,

lo cual completa la demostracién de 3).

Para probar que 3) = 1), dado = > 0 fijo en K, sabemos que existe » € Q tal que
0 < r < x. Puesto que r es de la forma ”* con m,n € N,

< =r<ux,

SRS
=3

lo cual nos da 4) en la proposicién 5. Es decir, el cuerpo K es arquimediano.

Puesto que la implicacién 4) = 3) claramente se cumple, sélo nos queda por probar
que 1) = 4) para completar la equivalencia de los cuatro enunciados. La prueba usa
el principio de buena ordenacién. Supongamos entonces que 4) no se cumple. Es decir,

k

existenx,y6Ktalquex<yyparacadak€Z,nGN,obienﬁ <zoy< %.Sila

segunda desigualdad nunca se cumple, entonces, en particular, para n € N fijo,
k< x2™,

para todo £ € N, lo cual contradice 3) en la proposicién 5. Es decir, 1) no se cumple.
Supongamos entonces que para algin k € Zyn € N, se cumple y < 2% Es decir, el
conjunto

Z,={keZ:y2" <k},

es no vacio. Afirmamos que Z,, tiene un primer elemento. Si no lo tuviera, entonces
para cada k € Z,, también k — 1 € Z,. Es decir, no puede existir £k € Z,, tal que
k —1 < y2™ < k. De acuerdo con la equivalencia 1) < 2), K no es arquimediano. Sea
entonces k,, el primer elemento de Z,,. Es decir,

kn —1 k

n
on §33<y§271-

Por lo tanto,
0<y—36<k—n—kn_1 :i.
AL 2n 2n
Usando el principio de induccién, que es equivalente al principio de buena ordenacion,
(ver, por ejemplo, [2]), podemos demostrar que n < 2™ para todo n € N. O sea,

1
O<y—ax< —,
n

para todo n € N. Es decir, ¥y — z es un infinitesimal positivo. Por lo tanto, K no es
arquimediano.

Esto completa la demostracién de la proposicion. O
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Observemos que 2) en la proposicién 7, tipicamente se prueba, en el caso real, como
una consecuencia de la completitud de Dedekind.

Las proposiciones 5 y 7 nos dan muchas posibilidades para la formulacién del principio
de Arquimedes, algunas mds usuales que otras. Por ejemplo, ahora sabemos que podriamos
haber definido el principio pidiendo que Q sea denso en K, o pidiendo que los elementos
de K de la forma 2% para k € Z, n € N, formen un conjunto denso en K, etc.

En la préxima seccién dejaremos el contexto de un cuerpo ordenado, para considerar
el caso de un cuerpo, no necesariamente ordenado, con un valor absoluto.

5. El principio de Arquimedes en un cuerpo con un valor absoluto

En lo que sigue, volveremos a usar la letra IN para indicar la copia de N que existe en
K y usaremos las mismas licencias de notacién usadas en secciones anteriores.

Comenzamos con la siguiente definicion:

Definicion 12. Un cuerpo K con un valor absoluto A satisface el principio de Arquimedes,
o es arquimediano, si para cada x € K distinto de cero, existe n € N tal que

A(nzx) > 1.

Observemos que en R o Q, con el valor absoluto usual, asociado al orden usual, la defi-
nicién 12 coincide con cualquiera de las definiciones equivalentes de cuerpo arquimediano
dadas en la proposicién 5.

Proposicion 8. Dado un cuerpo K con un valor absoluto A, los siguientes enunciados son
equivalentes:

1. Dados u,v € K, si u es distinto de cero, existe n € N tal que
A(nu) > A(v).
2. Dado a € K distinto de cero, existe n € N tal que

A(na) > 1.

Demostracion. Para probar 1) = 2), fijamos a € K distinto de cero y usamos 1) con
u = ayv =1,locual nos da 2).

Reciprocamente, es claro que 1) se cumple cuando v = 0. Si v no es cero, usamos 2)
cona = % Es decir, existe n € N tal que

A (n%) > 1.
O sea,
A(nu) > A(v).

Esto completa la prueba de la proposicion. O
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El resultado que sigue justifica el nombre de no arquimediano, dado en la definicién 5
a aquellos valores absolutos que satisfacen la desigualdad ultramétrica.

Proposicion 9. Dado un cuerpo K con un valor absoluto A, los siguientes enunciados son
equivalentes:

1. El valor absoluto A es arquimediano. Es decir, A no satisface la desigualdad ultramé-
trica (3).

2. K es arquimediano. Es decir, K satisface la definicién 12.

3. El subconjunto N de K no esta acotado en K. Es decir,

sup {A (n)} = co.

neN
Demostracion. Si 1) se cumple, de acuerdo con la proposicién 3, existe n € N, tal que
A(n) > 1.

Entonces,
A (n*) = (A(n))* = oo cuando k — oo,
lo cual nos dice que N no estd acotado en K. Es decir, hemos probado 1) = 3).

Si suponemos que 3) se cumple, dado =z € K distinto de cero, existe n € N tal que

A(nz) > 1.
Es decir, K es arquimediano, lo cual prueba 2).

Finalmente, si K es arquimediano, deben de existir x, y € K tal que x es distinto de
ceroy A (z) < A(y). Ademds existe n € N tal que

A(nz) > Ay).

O sea,

> 1. (15)

De acuerdo con la proposicién 3, (15) muestra que A es arquimediano.

Esto completa la prueba de la proposicion. O

Usando 3) en el lema 3, también podemos decir, en 3) de la proposicién 9, que el
conjunto Z no estd acotado en K.
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Ejemplo 5.
1. El cuerpo Q, con cada uno de los valores absolutos p-ddicos || p» 1O €5 un cuerpo
arquimediano.
2. Dado un cuerpo K, consideremos el cuerpo K (X') de las funciones racionales con

coeficientes en K. Si f € K (X) es un polinomio, definimos

0 if=0,
A(f) = { ggrado(f) Z ; # 0.

Extendemos esta definicién a K (X) como

(-5

Afirmamos que A es un valor absoluto en K (X) que satisface la desigualdad ul-
tramétrica. En efecto, es claro que A ( %) > 0yqueescerosiysolosi f; = 0.

También es claro que si f, g son polinomios, A (fg) = A(f) A (g). Por lo tanto,

(o) =G - e = (1) (%)

En cuanto a la suma, en el caso particular % + ‘771, tenemos,
A
A (fl i 91) _ (f1 +91).
o r A(f)

Si grado (f1) = grado(g1), entonces A(f1 +g1) < A(f1), en tanto que si
grado (f1) > grado(g1), A (f1 +g91) = A(f1). Enel caso general,

h,oon\ _ 4(he fo
A(f2+92) B A(f292+f292>
. fi g1

Esto también puede probarse de inmediato usando la proposicion 3 y la proposicién
9. En efecto, dadon € N,

IA

A(n) =28 = 20 — 1.

Es decir, obtenemos un cuerpo con un valor absoluto, que no es arquimediano en el
sentido de la definicién 12.

La proposicién 5 en la seccién 4, muestra que el principio de Arquimedes estd intima-
mente relacionado con las nociones de infinitesimal y de infinitud. Es natural, entonces, el
preguntarnos qué pasa en un cuerpo con un valor absoluto.
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Definicién 13. Dado un cuerpo K con un valor absoluto A,

1. decimos que = € K es un infinitesimal si

Az) <

?

S|

para todo n € N.

2. decimos que = € K es una infinitud si
A(z) > n,
para todo n € N.

Observemos que z es un infinitesimal distinto de cero si y s6lo si % es una infinitud.
Aunque estas definiciones son modificaciones naturales de la definicién de infinitesimal
dada en la seccidn 4 para el caso de un cuerpo ordenado con el “valor absoluto” asociado

al orden, tenemos la siguiente proposicion:

Proposicion 10. Dado p € N primo, no hay infinitesimales distintos de cero o infinitudes,
en el cuerpo Q con el valor absoluto p-adico.

Demostracion. Supongamos que existe x € Q distinto de cero tal que |z| » S %, para todo
n € N. Si escribimos como en (10)

x = p“u,

tendremos
1 S .
E - |CE|p =p )

para todo n € N. Esto nos dice que el nimero racional p~ es un infinitesimal diferente
de cero en Q, lo cual no es posible.

Si suponemos que z € Q es una infinitud, entonces || p = M, paratodon € N.
Volviendo a usar (10),

[e3%

n<p,
para todo n € N, lo cual tampoco es posible.

Esto completa la prueba de la proposicion. O

Es decir, que aunque N es un subconjunto acotado de @ en todo valor absoluto p-adico,
no hay infinitesimales diferentes de cero o infinitudes, en el sentido de la definicién 13.
Mas adn, como la sucesion {%}n>1 converge a cero en R, si x es un infinitesimal, debe de
ser A(z) =00, equivalentementé, x = 0. Es decir, no hay infinitesimales, y por lo tanto
no hay infinitudes, en un cuerpo con un valor absoluto. Esto marca otra diferencia con el
caso de un cuerpo ordenado.
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6. “Modos de completitud” en un cuerpo ordenado

El objetivo de esta seccidn es el comparar, en un cuerpo ordenado K, las nociones de
completitud, en el sentido de Dedekind y en el sentido de las cortaduras, con algunas otras
nociones fundamentales del Andlisis Real.

Comenzamos con la siguiente definicion:
Definicion 14.

1. Dos subconjuntos no vacios A, B de un cuerpo ordenado K forman una cortadura de
K, denotada (A4, B),si A|JB=Kya <bparatodoa € A, b € B.

2. El cuerpo ordenado K satisface la propiedad de las cortaduras, si existe ¢ € K tal
que a < ¢ < bparatodoa € Ay paratodo b € B. En ese caso, ¢ se llama un punto
de corte para (A, B).

Observemos que si (A, B) es una cortadura con punto de corte ¢, entonces

a €Ky a<cimplicana € A,
be Ky b> cimplicanb € B.

En efecto, si existe a € B con a < ¢, por definicién, debe de ser ¢ < a, lo cual es una
contradiccién. Igualmente, si existe b € A con b > ¢, también por definicién, debe de ser
b < ¢, lo cual vuelve a ser una contradiccion.

Lemma 2. Si c existe en 2) de la definicion 14, es tinico.

Demostracién. En efecto, si existen ¢, ¢’ € K con ¢’ < ¢, podemos escribir

c+c
aSc’<T<c§b,

para todo a,b € K, donde como siempre, 2 se interpreta como 1 + 1 en el sentido de

K. De acuerdo con 1) en la definicién 14, Cgc/ tiene que pertenecer a A o a B. Pero si

%‘3/ € A, entonces ¢’ no satisface 2) en la definicién 14 y si

satisface 2) en la definicién 14. Es decir, ¢ debe de ser tnico.

’
¢e € B, entonces ¢ no

Esto completa la prueba del lema. O

Es decir, que si existe un punto de corte, es el punto de corte.

Ejemplo 6. El cuerpo QQ no satisface la propiedad de las cortaduras.

Para verlo, consideremos los subconjuntos A, B de Q definidos como
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A = {xe@:x<00x20yx2<2},
B = {ye@:y>06y2>2}.
Es claro que estos conjuntos satisfacen las dos propiedades en 1) de la definicién 14. Sin

embargo, no existe z € Q tal que x < z < y paratodo x € A, y € B. En efecto, si tal z
existiera, seria positivo. Consideremos ([29], pag. 2),

, 222 2242
2 =z— = —
242 2427

de donde,
2 (22 - 2)
Tz 42

Tenemos dos posibilidades, 22 < 2 0 22 > 2, puesto que el polinomio X2 — 2 no tiene
rafces racionales.

2—2°

45 > 0, es decir,

Si 22 < 2, entonces z € Ay también 2/ € A. Pero 2/ — z =
z< 2.

Si 22 > 2, entonces z y 2’ pertenecen a B. Pero en este caso 2’ — 2z < 00z’ < z. En
conclusién, z no puede existir.

El concepto de cortadura se debe a Richard Dedekind, quien lo usé en [9] para construir

2

los nimeros reales, lo que Dedekind llam6 “la creacion de los nimeros irracionales” y para
dar una base axiomadtica a la nocién de completitud de la recta real, que €l llamé “continui-
dad”. Posteriormente, el matemdatico Alfred Tarski enunci6 una versién simplificada, en la
que la condicién A |J B = K no aparece. En ese contexto, podriamos haber considerado

en Q los subconjuntos

A = {xe@:x>0yx2<2},
B = {me@:x>0yx2>2},

ignorando a los racionales que no son positivos. La discusién en el ejemplo 6, se aplica de
inmediato a este caso.

Histéricamente, es mas correcto el llamar completitud en el sentido de Dedekind a la
propiedad de las cortaduras. Sin embargo, como lo mencionamos en la introduccién, no
hay acuerdo general al respecto.

Proposicion 11. Un cuerpo ordenado K es completo en el sentido de Dedekind si y sélo
si es completo en el sentido de las cortaduras.

Demostracion. Seguiremos la prueba dada para el caso K = R en ([36], pag. 100,
proposicién 1).

Supongamos que K es completo en el sentido de Dedekind y sea (A, B) una cortadura
de K. Por definicién, A es no vacio y estd acotado superiormente. O sea que existe
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¢ = sup A, que resulta tinico como consecuencia de su definicién. Por lo tanto, a < ¢
para todo a € K. Si existiera b € B tal que b < ¢, b no podria ser una cota superior de
A. Es decir, existird a € A tal que a > b, lo cual contradice 1) en la definicion 14. O sea
que a < ¢ < b, paratodo a € A, b € B, lo cual nos dice que c es el punto de corte para
(4, B).

Reciprocamente, supongamos que K es completo en el sentido de las cortaduras y
fijemos S C K, no vacio y acotado superiormente. Supondremos que S tiene mas de un
elemento. Definimos dos subconjuntos de K:

B = {z €K : x esunacotasuperior de S},
A = K\B.

Los conjuntos A y B no son vacios y A|JB = K. Ademids, a < bparatodoa € Ay
b € B. En efecto, si existierana € Ay b € B cona > b, como b es una cota superior de .S,
tendriamos a > b > x para todo = € S. Es decir, a seria una cota superior de S, lo cual no
es posible. Por lo tanto, A y B definen una cortadura en K. Probaremos que el punto ¢ de
corte para (A, B) es el supremo de .S. Comenzamos por probar que ¢ es una cota superior
para S. Sinoloes, cestien Ay existe s € S tal que ¢ < s. Entonces, para todo a € A,

agc<c+73<s. (16)

Como % no es una cota superior de S, C;s pertenece a A. Como (A, B) es una cortadura,

resulta C;S < ¢, lo cual contradice (16). Es decir que % tiene que pertenecer a B, lo cual
no es posible porque Cgs < s. En definitiva, c es una cota superior de .S. Para ver que es la
menor, consideremos ¢ — ¢, para ¢ € K positivo y supongamos que ¢ — € € B. Entonces,
¢ < ¢ — ¢, lo cual no es posible. Es decir, c — € € A o, en otras palabras, ¢ — € no es una

cota superior de S.

Esto completa la prueba de la proposicion. U

La completitud en el sentido de Dedekind es equivalente a la existencia de infimo para
todo subconjunto no vacio de K que esta acotado inferiormente. La prueba es idéntica al
caso real (ver, por ejemplo, [14], pag. 23, teorema 0.20).

Definicion 15. En vista de la proposiciéon 11, diremos que el cuerpo ordenado K es
completo, a secas, si es completo en el sentido de Dedekind o es completo en el sentido de
las cortaduras, indistintamente.

Mis o menos explicita en el enunciado de las nociones a las cuales hemos aludido
al comienzo de esta seccidn, aparece la necesidad de tener una estructura topolégica en
K. Los é6rdenes < y < definido en K, nos dan de inmediato la nocién de intervalo, que
puede ser de varios tipos: [a, b], (a,b), (a, b], K, etc. Consideramos en K la topologia del
orden, es decir la topologia generada por los intervalos de la forma (a, b) con a < b. Hay
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una funcién, que indicaremos |-| : K — K y llamaremos el valor absoluto inducido por el
orden, definida como el valor absoluto usual en R:

r sizx >0,
|z| = .
—x six <O0.

Serfa mds correcto el escribir |-|¢, indicando que estamos trabajando en un cuerpo
ordenado general. No lo haremos para no complicar la notacién.

Observemos que si consideramos en K la funcién |-|* para cierto 0 < o < 1, 3) en los
ejemplos 2 nos dice que |-|* es un valor absoluto, por supuesto distinto de |-|. Sin embargo,
ambos definen la misma topologia.

En términos de la topologfa del orden o, equivalentemente, del valor absoluto inducido
por el orden, podemos definir el limite, continuidad, continuidad uniforme, existencia de
la derivada o diferenciabilidad, etc, etc, de una funcién definida en un subconjunto S de K
con valores en K. También podemos definir las nociones de sucesién de Cauchy y sucesién
convergente. Aunque todas estas definiciones se escriben como en el caso real, hay que
tener presente que las usaremos en un contexto general. Para fijar las ideas, escribamos, por
ejemplo, la definicién de continuidad en un subconjunto S de K. Para evitar trivialidades,
supondremos que S es no vacio.

Definicion 16. Una funcién f : S — K es continua en xg € S, si paracadae € K
positivo, existe § = 4 (g, ¢) € K positivo, tal que

|x — x| < dyx €S, implica |f (z) — f(zo)| <e.

Como es habitual, diremos que f es continua en S, si f es continua en cada punto de

S.

En cuanto a la nocién de sucesion convergente, tenemos la siguiente definicion:

Definicion 17. La sucesion {zn}n>1 converge a z en K, si dado ¢ € K positivo, existe
N = N (g) € Ntal que
|zn — | < e,

paratodon > N.

Definicion 18. Un subconjunto S de K no es conexo si existen subconjuntos abiertos
A, B de K tal que

1. ANB=2,SC AUB.
2. ANS #£2,BNS# .

Si este es el caso, se dice que los conjuntos A y B son una separacion de S, denotada
A/B.
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Como consecuencia de esta definicién, S no puede ser vacio.

Puesto que A().S'y B[S son abiertos en la topologia de K relativa a S, equivalente-
mente podemos decir que S no es conexo, si existen subconjuntos abiertos A, B no vacios
de Stalque A\ B =@, S = A|J B. Notemos que A y B son también cerrados en S.

Proposicion 12. Dado un cuerpo ordenado K,

1. Si K es completo en el sentido de Dedekind, entonces todo intervalo en K es conexo.

2. Si todo intervalo en K es conexo, entonces K es completo en el sentido de las
cortaduras.

Demostracion. Para probar 1), supongamos que / es un intervalo no vacio en K que no es
conexo. Por lo tanto, I no se reduce a un punto. Dada una separacién A/B de I, fijemos
a € Ay b e By supongamos a < b. Consideramos en K el conjunto

S:{JJEI: [a,x]ﬂ]QA}.

El conjunto S no es vacio, pues a € S. Ademas, b es una cota superior de S. En efecto,
si existiera x € S tal que > b, tendriamos que b pertenece al intervalo [a, x], lo cual
implica que b € A. Por la completitud de K en el sentido de Dedekind, existe sup (.5),
que llamamos . Como a < o < b, resulta que o € 1.

Para cada n € N, debe de existir z,, € S tal que @« > x,, > o — % Recordemos una
vez mas que n se interpretacomo 1 +---+1en K. Osea, 0 < o — z,, < % para todo

n veces

n € N. Como K es completo, de acuerdo con la proposicién 6, K es arquimediano. Es
decir, dado € € K positivo, existe N € N tal que % < ¢. Es decir, de acuerdo con 2) en
la definicién 17, {x,},,~, converge a o. O sea que « pertenece a la clausura de A en I.
Pero siendo A cerrado en I, resulta o € A. Pero como A también es abierto en I, existe
e € K positivo tal que (o« — e, +¢) (I C A, de donde resulta (o, @ + &1] (I C A,
para cualquier 0 < 1 < . Es decir, a + ¢ pertenece a .S, lo cual no es posible.

Para probar 2), supongamos que K no cumple la propiedad de las cortaduras. Es decir,
existen subconjuntos A, B de K talque K = A|J B, a < bparatodoa € A, b € B, pero
no existe c € Ktalquea < ¢ < bparatodoa € A, b € B. O sea, paracadaa € A se
puede encontrar a; € A tal que a < a1 y para cada b € B se puede encontrar b; € B tal
que by < b. Entonces, (a — 1,a1) C Ay (b1,b+ 1) C B, porlo cual Ay B son abiertos
y, por lo tanto, K no es conexo.

Esto completa la prueba de la proposicion. O

En vista de la definicién 15, obtenemos de inmediato el siguiente corolario, como
consecuencia de la proposicién 12:

Corolario 1. Dado un cuerpo ordenado K, los siguientes enunciados son equivalentes:

1. K es completo.
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2. Todo intervalo en K es conexo.

Definicion 19. Decimos que un cuerpo ordenado K satisface la propiedad de los intervalos
encajados, si dada cualquier familia de intervalos cerrados y acotados {; }j>1 conljyq C
I; para todo j > 1, la interseccion N i>1 I; no es vacia. a

Definicion 20. Decimos que un cuerpo ordenado K satisface la propiedad de las sucesiones
mondtonas y acotadas, si toda sucesion en K que es monétona y acotada, converge.

Proposicion 13. Sea K un cuerpo ordenado.

1. Si K es completo en el sentido de Dedekind, entonces K es arquimediano.

2. Si K es completo en el sentido de Dedekind, entonces K satisface la propiedad de
las sucesiones monétonas y acotadas.

3. Si K satisface la propiedad de las sucesiones mondtonas y acotadas, entonces K es
arquimediano.

4. SiK es arquimediano y satisface la propiedad de las sucesiones monétonas y acotadas,
entonces K es completo en el sentido de las cortaduras.

5. Si K es arquimediano y satisface la propiedad de las sucesiones monétonas y acotadas,
entonces K satisface la propiedad de los intervalos encajados.

6. Si K es arquimediano y satisface la propiedad de los intervalos encajados, entonces
K es completo en el sentido de Dedekind.

Demostracion. 1) es la proposicion 6. La prueba de 3) estd tomada de ([23], pag. 400). La
prueba de 4), es una modificacién de la prueba en la misma referencia.

Antes de probar 2), observemos que una sucesion {xy, },,-.; creciente y acotada superior-
mente tiene limite, si y sélo si el conjunto {z,, : n € N} tiene supremo. Supongamos que
la sucesion tiene limite = y veamos que x es una cota superior del conjunto {x,, : n € N}.
Fijado n,

T < T —x+x =+ Ty —z<x+ T, — 2
para todo m > n. Fijado N € N, existe m = m (N) € N, que podemos suponer > n, tal
que

Ty < T+ |2y — 2 <x—|—l,
- - N

paratodon € N, N € N. O sea,
Ty —x < l
n — N'

Si existiera n tal x,, — z > 0, seria un infinitesimal positivo, lo cual no es posible de
acuerdo con la proposicién 6. Es decir, z es una cota superior del conjunto. Veamos que es
la menor. Si fijamos y € K, y < x y suponemos que z,, < y para todo n,
T, Jy<uz,
de donde resulta
rT—T,>x—y>0

para todo n, lo cual no puede ser.
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Reciprocamente, si = sup {x,, : n € N}, probaremos que la sucesién converge a .
Sabemos que z,, < x para todo n y que dado IV € N existe n € N tal que

r— —=<z,<T
N n m

para todo m > n. Es decir,

0 S T —Tm S N?
para todo m mayor o igual que un cierto n. Como K es un cuerpo arquimediano, dado
€ € K positivo, existe N, € N tal que % < e para N > N..Fijando N = N, tenemos

1
0<z—-2,<—<c¢
— m = NE ’
para todo m > n = n (N,). Esto prueba que la sucesién {z, },~, converge a z. De la
misma manera se prueba que una sucesién {y, },, decreciente y acotada inferiormente
tiene limite, si y sélo si el conjunto {y,, : n € N} tiene infimo.

Ahora si, probemos 2). Si existiera una sucesion {atfn}n21 en K que es creciente y
acotada superiormente, pero sin limite, implicaria, por lo que acabamos de probar, que el
conjunto {z,, : n € N}, que no es vacio y esté acotado superiormente, no tiene supremo.

De manera semejante podemos probar 2) para sucesiones decrecientes que son acotadas
inferiormente.

Probemos 3). Si K no fuera arquimediano, podriamos decir, por ejemplo, que el conjun-
to IN es acotado en K. Es decir, la sucesién {1,2,...,n,...} es creciente y acotada, y por
lo tanto tiene limite, digamos 2z, en K. Como consecuencia, la sucesién {0,1,2,...,n...}
también converge a x. Con la misma demostracién que en el caso real, podemos con-
cluir que la sucesién {1 — 0,2 —-1,...,n— (n—1),...} = {1,1,...,1,...} converge
ax —x = 0, lo cual no es posible.

Ahora probamos 4). Para ello, suponemos que (A, B) es una cortadura de K, es decir,
los conjuntos A y B satisfacen 1) en la definicién 14. Queremos probar que (A, B) tiene
un punto de corte. Para cada n € N, consideramos el conjunto A,, = {k ez 2@ € A}.
Este conjunto no es vacio, pues si 2% € B para todo k € Z, entonces a < QL para
cualquier @ € Ay para todo k € Z. Es decir, k < —2"a,,, para todo k € N, lo cual no
puede ocurrir porque K es arquimediano. Tiene que haber en A,, un elemento, digamos
an, que es el mayor. En efecto, si para cada k € A,, existiera [ > k perteneciente a A,,,
podriamos construir una sucesion {ZS}S>1 estrictamente creciente, comenzando con l; = [,
que estd acotada superiormente por 2"b, para cualquier b € B. Pero esta sucesién no puede
converger porque [ > [, + 1, si s > r. Igualmente, B,, = {k: eZ 2ﬁ € B} no es vacio,
pues si 2% € Aparatodo k € Z, QL < b para cualquier b € B y paratodo k € Z. Es
decir, k < 2™b, para todo k£ € N, lo cual no puede ocurrir porque K es arquimediano.
Tiene que haber en B,, un elemento, digamos b,,, que es el menor. En efecto, si para cada
k € B, existiera ! < k perteneciente a B,,, podriamos construir una sucesién {l s}s21
estrictamente decreciente, comenzando con /; = [, que estd acotada inferiormente por
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2™a, para cualquier a € A. Pero esta sucesién no puede converger porque Is < [, + 1, si
s > r. Asi obtenemos dos sucesiones, {‘21—2 }n>1 C A creciente y acotada superiormente

y {%}n>1 C B decreciente y acotada inferiormente. Ambas sucesiones tienen limite.

G«n

Digamos que 5= — a'y 2’,; — b, cuando n — oo. Ademas,

29 bm

on < om? (17
para todo n, m € N. Fijado n, podemos concluir que 52 < b, para todo n. Si esto no fuera
cierto, existiria n € N tal que b < %2, 0 sea existiria 22 tal que b < Y2 < % o cual

2!L b 2"L i 2!!L 21L 9
contradice (17). Es decir, %= < b, para todo n, de donde a < b. Tenemos entonces las
desigualdades,

7277,

an

27 =
para todo n, m. Puesto que K es arquimediano, si a < b existe, de acuerdo con 4) en la
proposicién 7, 2% € Q tal que

a<b< —

m’

| o
3

a< 2% <b.
Sl 4= € A, entonces a" <a< 2,7 , lo cual no es posible. De la misma manera, si 2% c B,
2" < b < 12’;;, lo cual tampoco es posible. Es decir, a = b. Afirmamos que este valor
comdn, que llamaremos ¢, es el punto de corte para (A, B). Para ello tenemos que probar
que si z < centonces z € Ay que sic < yentonces y € B. En efecto, supongamos que
existe x en B e y en A tal que x < ¢ < y. Esto contradice 1) en la definicién 14. Por lo
tanto, ¢ es un punto de corte para (A, B).

Probemos 5). Sea {I;},., una sucesion de intervalos encajados, I; = [a;, b;]. En-
tonces, los puntos extremos izquierdos forman una sucesién {a; }jzl que es crecien-
te y acotada superiormente por b;. Es decir, existe lim; ,oc a; = sup{a;: j € N},
digamos, igual a a. De la misma manera, los puntos extremos derechos forman una
sucesién {b; } >1 que es decreciente y acotada inferiormente por a;. Entonces, existe
lim;_, o0 b; 1nf {b; : j € N}, digamos igual a b. Puesto que a; < b; para todo j > 1,
debe de ser a < b. En efecto, si b < a, con K es arquimediano, existe r € Q tal que
b < r < a. Por lo tanto existen jg, ko tal que

b<b; <r<a<a,

para todo j > jo, k > ko. En particular, debe de existir j > méx {jo, ko } tal que b; < a;,
lo cual no es posible. Es decir,
aj S a S b S bj,

para todo j > 1, lo cual significa que [a, b] C ﬂj>1 I

Finalmente, probemos 6). Sea S un subconjunto de K, que no es vacio y estd acotado
superiormente y sea C' € K una cota superior de S. Si C' pertenece a S, entonces
C es el supremo de S. Si C ¢ S, existe s € S tal que s < C. Tomemos a; = s,
by = C y denotemos Iy = [ay,b;]. Sea 1 = ‘“—;Lbl. Si 1 es una cota superior para
S, elegimos as = a1 y bo = x;1. Si no lo es, elegimos ay € (z1,C](Sy by = C.
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Denotamos Iy = [as, ba]. Suponiendo que hemos seleccionado Iy, I, ..., I, de esta
manera, definimos x,, = %. Si x,, es una cota superior de .S, tomamos a1 = G,
y bpt1 = @, Sino lo es, tomamos a, 41 € (Zn, by] (S Y bpt1 = by. En ambos casos,
definimos I, 41 = [an41,bn+1), y asi siguiendo. Obtenemos una sucesién {/; }]21 de
intervalos cerrados encajados. Ademds, paran > 2, es

bn—l — Gp—1
= 2

bn—2 — Ap—2 bl — a1
S T S ST

b, — an,
— 0,

cuando n — oo, por ser K arquimediano.

Es decir, no sélo es la interseccion de los intervalos I,, no vacia, sino que se reduce

a un punto, digamos x. Probaremos que x es el supremo de S. En efecto, x es una cota

superior, pues si no lo fuera, existiria s € S tal que = < s. Si este es el caso, afirmamos
que

ap <x < 85<b,, (18)

para todo n > 1. Si no es asi, deberia de existir n > 1 tal que a,, < x < b,, < s, lo cual
no puede ser porque los extremos derechos de los intervalos son siempre cotas superiores
para S. Es decir, (18) se cumple. Pero entonces,

bp—anp>s—1x>0.

Siendo K arquimediano, si tomamos el limite para n — oo, como en la prueba de 4) y de
5), la desigualdad se conserva en el limite. Es decir,

0>s—xz>0,

lo cual no es posible.

Entonces, = es una cota superior de S. Ademads, es la menor, pues si no lo fuera,
existirfa una cota C' cumpliendo C < z < b, para todon > 1. Como b, — a, — 0
cuando n — oo, debe de existir ng tal que

C<ap,<z<by,

para todo n > ng. Pero esto no es posible, porque los extremos izquierdos de los intervalos,
por construccion, estdn siempre en S. Es decir, z es el supremo de S.

Esto completa la prueba de la proposicion. O

De acuerdo con la definicién 15 y como consecuencia de la proposicién 13, obtenemos
de inmediato el siguiente corolario:

Corolario 2. En un cuerpo K ordenado y arquimediano, los siguientes enunciados son
equivalentes:

1. K es completo.
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2. Todo intervalo en K es conexo.
3. K satisface la propiedad de las sucesiones mondtonas y acotadas.

4. K satisface la propiedad de los intervalos encajados.

Definicion 21. Una sucesion {z,},,~,; C K es de Cauchy, si para cada ¢ € K positivo,
existe N = N (¢) € N tal que
[T = Tntp| <€,

paran > N y paratodo p € N.

Definicion 22. Diremos que un cuerpo ordenado K es completo en el sentido de Cauchy,
o secuencialmente completo, si toda sucesion de Cauchy en K, converge en K.

Proposicion 14. En un cuerpo K ordenado y arquimediano, los siguientes enunciados son
equivalentes:

1. K es completo en el sentido de Dedekind.

2. K es secuencialmente completo.

Demostracion. La prueba de 1) = 2), sigue los mismos pasos que en el caso real: Primero
se prueba que toda sucesion de Cauchy {xz,,}, -, es acotada, es decir, que existe C' € K
positivo, tal que |x,,| < C para todo n > 1. El siguiente paso es el probar que K satisface
la llamada propiedad de Bolzano-Weierstrass, es decir, toda sucesién acotada tiene una
subsucesion convergente. Finalmente, se prueba que si una sucesién de Cauchy tiene una
subsucesion convergente, la sucesion converge y al mismo limite. Omitiremos los detalles,
que son sencillos y estdn muy bien explicados, por ejemplo, en ([5], pag. 34, seccién 7 del
capitulo 1).

En cuanto a la prueba de 2) = 1), aparece, con todo detalle, en ([5], pag. 35, teorema
1.27). De esta demostracion, el mismo Clark dice que es “rather unexpectedly complicated”.
Para no alargar mucho mads nuestra exposicion, no la repetiremos aqui.

Esto completa la prueba de la proposicién. O

Como acabamos de ver, el principio de Arquimedes juega un papel fundamental en
las proposiciones 13 y 14. En efecto, es ese principio lo que nos permite asegurar que la
sucesion {%}n>1 converge a cero, un hecho que parece trivial y obvio en el cuerpo R,
pero que es fundamental en el desarrollo del Analisis Real.

Hay ejemplos de cuerpos que son secuencialmente completos, aunque no son arquime-
dianos. Uno de ellos es el cuerpo de las series de Laurent formales, definido en 4) de los
ejemplos 4. La prueba, que puede verse en ([5], pag. 36, seccién 8 del capitulo 1), se basa
en las siguientes observaciones:

En R ((X)), la sucesién {%}n>1 no estd acotada. En efecto, dada f € R((X))
existe n > 1 tal que —n < v (f), donde v (f) fue definido en 4) de los ejemplos 4. Por lo
tanto o > f.
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Similarmente, la sucesion { X"}, - ;, converge a cero, pues dado f € R ((X)) positivo,
existe N > 1 talque v (f — X™) = v (f) paratodon > Ny a,(y) > 0. Es decir,

0< X™ < f,
paratodon > N.

Cualquier espacio normado, en particular R, es secuencialmente completo si y sé6lo si
toda serie que converge absolutamente, converge. Esto mismo es cierto en un cuerpo orde-
nado (ver [6], teorema 9). En [20], se estudia la relacién entre la propiedad de completitud
secuencial, la propiedad de Arquimedes y varios criterios de convergencia de series.

En la siguiente proposicién, {u, v} indicard el espacio de dos puntos con la topologia
discreta, que puede pensarse asociada al valor absoluto trivial definido en 2) de los ejemplos
2. Por claridad, indicaremos |-| , este valor absoluto.

Una funcién f definida en un subconjunto S de K con valores en {u, v} es continua
en S, si para cada € € R positivo, existe § = J (xg,¢) € K positivo, tal que

|z —xo| < 0yax €S, implica |f (x) — f (x0)],; <e.

Con la misma demostracién que en el caso real (ver, por ejemplo, [28], pag. 45,
proposicién 18), se prueba que f es continua si y sélo si la imagen inversa de {u}, {v}y
{u, v}, los subconjuntos no vacios abiertos en {u, v}, son abiertos en .S.

Proposicion 15. Dado un cuerpo ordenado K y dado un subconjunto S de K, los siguien-
tes enunciados son equivalentes:

1. S es conexo.

2. Toda funcién f : S — {u, v} continua, es constante.

Demostracion. Para probar 1) = 2), suponemos que existe f : S — {u,v} continua que
no es constante y definimos

A = {ze€8:f(z)=u},
B = {zeS:f(x)=v}.
Estos conjuntos son no vacios, tienen interseccién vacia y su unién es S. Ademads son

abiertos en S, porque los conjuntos {u} y {v} son abiertos en {u,v}, A = f~1 ({u}),
B = f~!({v}) y la funcién f es continua. O sea que S no es conexo.

Reciprocamente, si S no es conexo, existen subconjuntos de S no vacios, abiertos y
disjuntos, A y B, tales que S = A|J B. Entonces, podemos definir una funcién f : S —

{u,v} como
u six € A,
f(x)—{ v six € B.

La funcién f no es constante. La imagen inversa de los subconjuntos abiertos no vacios de
{u, v}, son los subconjuntos A, By S, que son abiertos en S. Es decir, f es continua.

Esto completa la prueba de la proposicion. O
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Definicion 23. Un cuerpo ordenado K satisface la propiedad de Rolle si para cada funcién
f ¢ [a,b] — K, continua en [a, b] y diferenciable en (a, b), con f (a) = f (b) = 0, existe
¢ € (a,b) tal que f' (c) = 0.

Definicion 24. Un cuerpo ordenado K satisface la propiedad del valor medio si para cada
funcién f : [a,b] — K, continua en [a, b] y diferenciable en (a, ), existe ¢ € (a, b) tal que

f(b) = f(a)

=10, (19)

Definicién 25. Un cuerpo ordenado K satisface la propiedad del valor intermedio si para
cada funcién f : [a,b] — K, continua en [a, b] con f (a) # f (b), y para cada y entre f (a)
y f (b) existe ¢ € [a,b] tal que f (c) = y.

Lemma 3. En un cuerpo ordenado K, la propiedad de Rolle y la propiedad del valor
medio son equivalentes.

Demostracion. La demostracion en el caso real se aplica paso por paso (ver, por ejemplo,
[14], pag. 121, teorema 4.8) y la omitiremos. O

Proposicion 16. Sea K un cuerpo ordenado.

1. K es completo en el sentido de Dedekind si y s6lo si K satisface la propiedad del
valor medio.

2. K es completo en el sentido de Dedekind si y sé6lo si K satisface la propiedad del
valor intermedio.

Demostracion. Para probar 1), comenzamos fijando un subconjunto S de K no vacio y
acotado superiormente. Definimos f : K — K como

f(2) = (20)

1 six esuna cota superior de S,
0 sinoloes.

Afirmamos que si S no tiene supremo, cada x € K pertenece a un intervalo abierto
donde f es constante. En efecto, si = es una cota superior de .S, como no es el supremo,
existe otra cota superior y menor que x. Por lo tanto, podemos tomar el intervalo (y, z + 1).
Si x no es una cota superior de .S, debe de existir y € S tal que z < y. En este caso
podemos tomar el intervalo (z — 1, ).

Todo esto implica que f es diferenciable en K, y por lo tanto continua, con derivada
igual a cero en todo punto. Es decir, dados a,ben K tal que f (a) =1y f (b) =0, (19)
no puede satisfacerse para ningtin ¢ € K.

Cuando K es el cuerpo R, el punto clave en la prueba de la propiedad de Rolle es poder
asegurar que la funcién alcanza su méximo y su minimo en el intervalo [a, b] (ver, por
ejemplo, [14], pag. 120, teorema 4.7) Esto se hace usando un argumento de compacidad.
Este razonamiento puede seguirse paso a paso en un cuerpo K que es ordenado y completo
en el sentido de Dedekind.
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Para probar 2), comenzamos como en la prueba de 1), fijando .S, subconjunto de K no
vacio y acotado superiormente. Si suponemos que .S no tiene supremo, podemos definir la
funcién (20), que es continua. Sin embargo, dados a,ben K con f (a) =1, f (b)) =0y
dado 0 < y < 1, no existe ¢ € (a,b) tal que f (¢) = y. Es decir, hemos probado que si
K satisface la propiedad del valor intermedio, entonces K es completo en el sentido de
Dedekind.

Reciprocamente, fijemos una funcién f : [a,b] — K continua, supongamos que
f(a) < f(b)yfijemos y tal que f (a) < y < f (b). La funcién g (z) = f () — y cumple
que g (a) < 0. Consideramos

S={s€la,b:g(s) <0}.

El conjunto S no es vacio y estd acotado superiormente por b. Si c es el supremo de
S en K, entonces ¢ € [a,b). Ademds, por la continuidad de g, ¢ € (a, b). También por
la continuidad de g, g (¢) < 0. En efecto, por definicién de supremo, para cadan > 1
suficientemente grande, existe s, € S tal que s, > ¢ — L. Entonces g (c — 1) < 0 para
cada valor de n. Puesto que ¢ — % — cparan — 00, tenemos que g (c — %) — g(c)
para n — oo. Esta afirmacidn se prueba de la misma manera que en el caso real. Es decir,
g (¢) < 0. Si fuera g (¢) < 0, por la continuidad de g, deberia de existir § > 0 tal que
a<c—0<s<c+d<bimplica g (s) < 0. En consecuencia, g (c + %) < 0, lo cual
no es posible. En consecuencia, g (¢) =00 f (¢) = y.

Si f (a) > f(b), fijado y tal que f (b) < y < f(a), lafuncién g () =y — f (z) es
continua en [a,b] y g (a) < 0. Entonces, por lo que acabamos de hacer, existe ¢ € (a,b)
talque g (¢) = 0,0 f (c) = v.

Esto completa la prueba de la proposicion. O

7. La completacion de (Q con respecto a un valor absoluto p-adico

Ya hemos mencionado en la introduccion, que R puede verse como la completacion,
en el sentido de Cauchy, del cuerpo Q con la topologia del orden o, lo que es lo mismo,
con la métrica definida por el valor absoluto usual,

(@, y) = [z =yl

Es natural el preguntarse qué pasa si usamos la misma construccién en @Q, con la nocién
de convergencia asociada a un valor absoluto p-4dico. El resultado (ver, por ejemplo, [35]),
es un cuerpo completo en el sentido de Cauchy con respecto a la extension, que seguiremos
indicando |-| p» del valor absoluto p-ddico. Este cuerpo se denota Q, y sus elementos
se llaman nimeros p-adicos. Por ejemplo, los enteros p-ddicos distintos de cero, son
exactamente los elementos = de Q, con valuacién p-adica positiva.

En los pérrafos que siguen, discutiremos varias propiedades fundamentales de Q,,.

1. Q, tiene el cardinal de R.
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La prueba de esta afirmacién (ver, por ejemplo, [35], corolario 1.31), se basa en
la existencia en @, de “representaciones p-ddicas”, formalmente similares a los
desarrollos decimales de los niimeros reales (ver, por ejemplo, [35], corolario 1.30;
[1], pag. 25). El razonamiento sigue el mismo proceso de diagonalizacién que en el
caso de R.

Que Q,, no es numerable, muestra que al completar Q con respecto a un valor absoluto
p-adico, se agrega un nimero no numerable de elementos. Es decir que @@, con un
valor absoluto p-ddico, no es completo en el sentido de Cauchy.

2. Qp no es isomorfo a R.

Para probarlo, observamos que {/p no existe en Q,,, para ningtin entero positivo d.
En efecto, si existiera, podriamos escribir

1 d
S =lol = | ¢pvm| =19,

d veces p

de donde ’ (Vﬂp deberia de ser igual a %p, lo cual contradice lo dicho en la seccion

3, sobre la imagen de la funcién |'|p (ver (11)).
En otras palabras, el polinomio X — p es irreducible en Q, [X], lo cual muestra que
Qj no es algebraicamente cerrado. En [35] se discute qué pasa cuando se construye
la clausura algebraica de Q,,.

3. Sip # ¢, Q, y Q4 no son isomorfos.
La prueba de esta afirmacién requiere mds preparacién (ver, por ejemplo, [35],
teorema 1.35) y la omitiremos.

4. Qp no es ordenable.
Desde el punto de vista de nuestra presentacion, ésta es la propiedad clave que
distingue a los cuerpos ordenados de los cuerpos p-adicos.
Para probar que Q,, no es ordenable, de acuerdo con la proposicion 2, es suficiente
el probar que el cuerpo Q,, no es formalmente real. Es decir, que es posible escribir
cero como una suma finita de cuadrados diferentes de cero. En efecto, afirmamos que
/=7 existe en Q,, por lo cual podemos escribir, en Qs

12412412+ 22+ (V=7)" =0.
En cuanto a Q,, con p > 2, afirmamos que /1 — p existe en Q,,, de donde obtenemos

2
12 4. 412 ( 1— ) —0.
o124 (VIop

p-1 veces

La prueba de que en Q, existe v/—7 y de que en Qp. parap > 2, existe /1 — p, usaun
resultado en aritmética modular llamado lema de Hensel, debido al matematico Kurt
Hensel, combinado con manipulaciones tipicas en la teoria de las formas cuadraticas
(ver, por ejemplo, [1]; [25], pags. 144-145). No diremos mds sobre esta prueba.
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La existencia en QQ,, de raices cuadradas de nimeros negativos, muestra un efecto de
la completacion secuencial de Q con respecto a |-| >

Una primera idea de los nimeros p-adicos aparece bosquejada en la obra del matemati-
co Ernst Kummer, quien provo el “dltimo teorema de Fermat” para una clase considerable-
mente grande de exponentes primos, con métodos que se asemejan a aquéllos usados en la
teorfa de los niimeros p-adicos. El estudio formal y exhaustivo de los niimeros p-adicos se
debe al matematico Kurt Hensel, quien los definié en 1898, publicando sus resultados en
dos libros, aparecidos en 1908 y 1913, respectivamente [21]. En ([22], p4dg. 57, capitulo
5), hay una excelente explicacién de los motivos que Hensel tuvo para considerar estos
nimeros p-adicos.

8. La nocion de convergencia en un cuerpo con un valor absoluto que no es
arquimediano

En cualquier cuerpo con un valor absoluto A, las definiciones de sucesion de Cauchy,
sucesion convergente y serie convergente, con respecto a A, son las mismas que en el caso
real. Sin embargo, cuando el valor absoluto satisface la desigualdad ultramétrica (3), hay
consecuencias de las definiciones que, como veremos enseguida, son sorprendentes y a
veces muy agradables.

En lo que sigue, consideraremos un cuerpo K secuencialmente completo, con respecto
a un valor absoluto A que no es arquimediano. De acuerdo a lo dicho en la seccién anterior,
Q, es un ejemplo.

Proposicién 17. Sea {z; }j21 una sucesién en K. Entonces, la serie > j>1 & converge

siy sélosilimj_,o z; = 0.

Demostracion. Silaserie converge, entonces las sumas parciales >y <<, 5 ¥ D 1< jcp_1 %5
deben de converger al mismo limite. Es decir,

Ty = Z T — Z z; — 0.

1<j<n 1<j<n—1

Reciprocamente, dados n,l > 1,

A ij—zgvj

1<j<n+l 1<j<n

= A Z zj | <max{A(xp41),...,A(xn)}-
n+1<j<n+l

Dado ¢ € R positivo, existe N > 1 tal que A (x,) < ¢ para todo n > N. Esto
implica que las sumas parciales de la serie forman una sucesién de Cauchy. Como estamos



Lecturas Matematicas, vol. 40 (1) (2019), pp. 5-50 45

suponiendo que K es secuencialmente completo con respecto a A, resulta que la serie
converge.

Esto completa la prueba de la proposicion. O

Corolario 3. Si {x;}., es una sucesién en K, la sucesién converge si y solo si

lim A({,Cj,1 — .’Ej) =0. (21)

j—o0

Demostracion. Consideremos la serie 221 yj, donde y1 = 21y y; = x; — x;_1 para
j > 2. Entonces,

E Y =x1+ T2 —T1+  +Tp — Tp-1= Tp.
1<j<n

Usando la proposicién 17, resulta que {y;},., converge a cero, si'y solo si {zn},>,
converge.

Esto completa la prueba del corolario. O

Observemos que este corolario nos da de inmediato una caracterizacién muy simple de
las sucesiones de Cauchy, en un cuerpo secuencialmente completo con respecto a un valor
absoluto que no es arquimediano. En efecto,

Corolario 4. Si {z;}., es una sucesion en K, la sucesion es de Cauchy si y s6lo si

h'm A(.’ﬂjfl - {,Cj) =0.

J—0o0

Otra consecuencia de la proposicion 17, es el siguiente corolario:

Corolario 5. Sila serie ) j>12j converge absolutamente, es decir, ) i1 A (z;) conver-
ge, entonces la serie converge.

Demostracion. Si la serie de términos reales 14 (x;) converge, el término general
A (z;) debe de converger a cero, lo cual implica, por la proposicién 17, que la serie dada
converge.

Esto completa la prueba del corolario. O

Proposicion 18. Toda serie ) | j>1; en K convergente, es incondicionalmente convergen-
te. Es decir, dada cualquier biyeccién ¢ : N — N, la serie ) 31 L)) también converge y
al mismo limite.

Demostracion. En el caso real, (ver, por ejemplo, [29], pag. 78, teorema 3.55), se supone
que la serie converge absolutamente. La desigualdad ultramétrica permite obtener el
resultado en nuestro caso, usando solamente la convergencia de la serie.

Bastard probar que } ;i Tj — 31 <<, Ty(j) CONVETZE a cero.
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De acuerdo con la proposicién 17, dado € € R positivo, existe N > 1 tal que
A(z;) < e paratodo j > N. Por otra parte, podemos elegir Ny > N > 1, tal que el
conjunto {¢ (1),..., (N1)} contiene todos los nimeros j con 1 < j < N. Para cada
n > Ny, ladiferencia 30, o, Tj — D 1 < j<,, T(j) S6lo contiene términos x5 con j > N
Y Ty(5) con ¢ (j) > N. Entonces, como A satisface la desigualdad ultramétrica, el valor
de A en todos esos términos tiene que ser menor que €.

Esto completa la prueba de la proposicion. O

Veamos algunas consecuencias sencillas de estos resultados, cuando K es el cuerpo
Q. para un primo p fijo.

Ejemplo 7.

1. Comenzamos con la sucesion {l} .
7)1
El conjunto {q € N : g es primo, ¢ # p}, puede enumerarse como una subsucesién

{%} , para la cual ‘]i = 1 para todo n. Por otra parte, para la subsucesion
n f 1 n

L tenemos
p
n>1

. ., —1)7 .
K. Lo mismo ocurre con la sucesién {%} . O sea que las series Zj>1 % y
j>1 =

= p". Es decir que la sucesién {%} no tiene limite en
j=21

P
> EY po convergen en Q
§>175 g P

J
2. La serie geométrica Z >0 D’ converge a 1 S en Qyp.
En efecto,

| ]+1 p]+l| | j+1 (1 + ... +p >| ’p]+1| pj_H

Esto muestra que las sumas parciales de la serie, forman una sucesién de Cauchy, en
|Ql,- Ademas,

- 1 P 1
J | —_— = v = —
S 1_p\p i ] 7, = = =0,

para n — oo.

Observemos que como ﬁ € Q, la serie converge en Q con el valor absoluto |-| i

3. Consideremos la serie geométrica » >0 p’ en Q,. para un primo r distinto de p.

Puesto que ‘ P’ |r = 1 para todo j > 1, por la proposicién 17 concluimos que la serie
no converge en Q,..

4. La serie ijo j"p? converge en Q,, para cada n € N.

1

En efecto, sélo basta observar que | j”pj |p = | P |p <.

En el cuerpo Q,,, el reciproco del corolario 5 es cierto. Esto es una consecuencia de
(11). En efecto,
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Proposicién 19. Si la serie )., z; en Q, converge, entonces la serie -, |z],
converge.

Demostracion. Sila serie j>1@; converge, entonces z; — 0 para j — 00, 0 equivalen-
temente, |z;|, — 0 para j — oo.

Entonces, de acuerdo con (11), para cada j suficientemente grande, |z, \p = p%j, con
) ; : 1
m,; — oo con j. O sea, la serie real 2321 5y converge.
Esto completa la prueba de la proposicion. O

Que la métrica asociada a |-| p ©s ultramétrica, tiene consecuencias curiosas. Por ejem-
plo, en Q,, todos los “tridngulos” son isésceles, siendo los lados iguales los de mayor
ongitud. En realidad, este es el caso de todo valor absoluto que no es arquimediano.
longitud. E lidad, est 1 de todo valor absolut d

Dados zy € Q, y r € R positivo, definimos la bola abierta B (x¢, r) de centro z¢ y
radio 7, de la manera usual en cualquier espacio métrico:

B (xg,7) = {x €Qp:|r— 0, < r}.

El siguiente resultado, es otra consecuencia de la desigualdad ultramétrica.

Proposicion 20. Siyg € B (xq, ), entonces
B (wo,r) = B (yo,r)-
Demostracion. Six € B (xg,r),
2~ yol, = (@ — 20) + (20 — o), < 7

Es decir, B (zg,r) C B (yo, ). La contencién opuesta se prueba de la misma manera.

Esto completa la prueba de la proposicién. O

Teniendo en cuenta (11), es natural el seleccionar como base de la topologia de Q,, la
familia de bolas

{B (xo,p_"") tx0 € Qp,m € N}.
Esta topologia es Hausdorff. En efecto, dados g, yo € Q,, si fijamos m € N tal que
|z —y| > p~™, las bolas B (zg,p~™) y B (yo,p~ ™), resultan disjuntas.

Como consecuencia de la proposicién 20, toda bola abierta B (g, r*) es un conjunto
abierto.

Enunciamos dos resultados, sin demostracion:

Proposicion 21. (ver la prueba en ([13], pag. 11, teorema 4.1)) La bola B (z,p~ ™) es
compacta, para todo m € Z.
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Proposicién 22. (ver la prueba en ([13], pag. 12, corolario 4.2)) Si § C Q, es un
subconjunto abierto no vacio, entonces .S no es conexo.

Para concluir, mencionamos [31] y [27], como posibles referencias para estudiar a
fondo el “Andlisis Real” en QQ, y sus aplicaciones.
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