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1. Introducciéon

Uno de los verbos més utilizados en matemaéticas es comparar. Dicho de otro
modo, una de las principales actividades matemaéticas es la'de comparar entes
mateméticos. Deﬁmtlvamente somos seres contradictorios. Decimos que las
comparaciones son molestas pero hemos dedicado buena parte de nuestra vida
a hacer comparaciones.

Si los entes matematicos hablaran, posiblemente nos criticarian por el hecho
de compararlos segin sus “cualidades” conjuntistas, algebraicas, analiticas o
topolégicas. Una definicién mateméatica se hace para escoger de una clase
dada de objetos algunos que por el hecho de poseer ciertas cualidades tienen
un nombre (y un trato) espec1al Es claro entonces que las mismas definiciones
involucran comparaciones.

Ahora bien, jcémo comparamos dos objetos dados? Eso dependera de la cate-
goria a la cual pertenezcan los objetgs, Citemos un ejemplo. Cuando nos pro-
ponemos comparar los objetos Z (nimeros enteros) y,Q:(npdmeros racionales)
es necesariq saber si en el momento!de la comparacién Z .Y Q son simple-
mente conj untos o son conjuntos con cierta estructura (algebraxca o t0polog1ca,
por ejemplo). "Ma4s precisamente; podemos comparar z yQ éomo conjun-
tos, como conjuntos ordenados, como grupos, como anillos 0 como espacios
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topolégicos. Aparecen entonces los conceptos de funcién, homomorﬁsmc iso-
morfismo, funcién continua y homeomorfismo. Es claro entonces que: las fun-
ciones matemaéticas, como las definiciones, involucran comparaciones. El sim-
bolismo de “puntos” y “flechas” es precisamente la generalizacién categérica
del concepto de funcién y, en el orden de ideas expuesto, también involucra
comparacion.

s
Es este articulo contmuaremos 51endo contradlctorlos seguleremos compara-
ndo objetos matematicos, ahora a través de las llamadas conexiones de Galois.

El tan conocido simbolo A — B le daré paso al simbolo A & B, lo cual podria
sugerir una comparacién “menos molesta” para B (6 para A):

2. Preliminares
Se incluyén;:gj'ljg}.més definiciones bésicas que seran utilizadas.”

2.1. Un par (X, <) es una clase preordenada si X es'una clase no vacia y <
es una relacién reflexiva y transitiva en X ‘

2.2. Una categoria es una cuadrupla C = (o, mor, id, o) tal que

1. o es una élase 'éuyos miembros son llamados C-objetos.

2. Para cada par (4, B) de C—obJetos existe un conjunto mor (A, B)
cuyos mlembros son llamados C-morfismos de A en B. (La afir-'
macwn f € mor (A, B) se puede expresar por Fil A — B o por

A——)B)

‘3. Para cada C-objeto A existe un morﬁsmo A 3, B, llamado C»
identidad de A. e s s
4. “o” es una ley de com posicién que asocia a cada par de C*morﬁsmos

'A — By B 2. Cun C—morﬁsmo A —f> C llamado el compuestb

de f y g,
sujeta a las siguientes condiciones:
(a) La composmlon es asoclatlva, es decir, \para morfismos 4 i B,
g B——+CyCv——+Dsetlenelalgualdadho(gof) (hog)of
(b) Las C—identidades actiian como identidades con respecto a'la com-

posicién; es decir, para cada C-morfismo A S, B se tiene que
Joida=[yidpo[f=/[.



2.3.

2.4.

2.5.

2.6.

2.7

CONEXIONES DE GALOIS

(€)' Los conjuntos mOI'(A B) son disyuntowporpares;. 1.
Lem o & (1 Ty \ Lo . .
Cuando oy mor(A B) son conglomerados ( eole;ccxones de cla.ses”) C
€s una cuasmategona

La categoria opuesta o dual de C es la categona C"” (o, mor"” zd o"P),'
donde mor"P(A B) = mor(B A) y foPg=gof.

Una categona Ces una subcategona de una categona. C” si:

1. Ob(C) C Ob(C');
2. Para cualesqulera A, B € Ob(C), morg(4, B) C morc/(A, B);

3. Para cada C—ob;eto A, la C'—1dent1dad de A es la C—ldentldad de
A;

4. Laley de composicién en C es la restriccién dela ley de composicién
en C’ a morfismos de C. : '

Cuando en 2. se tiene la igualdad, C es una subcategona plena de C’
Si C y C’ son categorias, un functor F de C en C’ es una func1on que
asigna a cada C-objeto. A un C’-objeto F(A) y a cada C-morfismo

A —J:» B un C’—morﬁsmo F(A) = g F(B) tal que

1. F preserva. la composw:on es decu:, F (g o f ) . F (g) o F ( f )
~.cuando g o f estd definido; : :

2. F preserva 1dent1dades, es dec1r, F (zd,q) zdy( A), para. cada C—
objeto A. . . :

Sea F : C — C’ un. functor F es un functor fnel si cada restnccwn de
F: mor(A B) — mor (F(A) F(B)) es inyectiva.

Sea C una categona Una categorla concreta sobre C es un par (A,U)

" donde A es'una categoriay U : A — Ces un ‘functor fiel. Una’ categoria

2.8.

2.9,

“concreta sobre conjuntos y funéiones es llamada un constructo

il
U AR 1

Si (A,U) y (A, V) son categorias concretas sobre C, un functor concreto
de (A,U).en (A, V) es un functor F: A —» A conU = V.o, F..

Sea (A, U')-una categoria concreta sobre C. 'La fibra de uni C-objeto C.es
la clase preordenada de todos los A-objetos A con U (A) C ordenada
por A X B siysélosiido:U(A) - U(B) es un A-morfismo.
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2.10. Si F y G son functores concretos de (A4, U) en (A’, V), entonces F es
mis fino que G (G es mas grueso que F), denotado por F <G, dado
que F(A) < G(A) para cada A-objeto A.

ZE.
2.11. Sea K una extensin del campo F. K es una extens;on finita de F si_
[K : F] = dim p(K) < o0. | . | o o

2.12. Sea K un campo..Si G es un grupo de automorfismo de K, entonces el
campo fijo de G es el conjunto de elementos de ¢ € K talesque a (a) = a
para todo a € G.

2.13. Sea K una extensién del campo F. El grupo de automorfismos de K
' “relativos a F, denotado por G (K/F), es el conjunto de todos los auto-
mofismos de K que dejan fijos todos los elementos de F.

2.14. Sea K un campo' una extensién del campo F. Se dice que K es una
extensién normal de F si F es campo fijo de G (K/F).

3. Conexiones de Galois

En teoria de categorias, un functor es un ente matemético que puede verse
como un “homomorfismo entre dos categorias” (algo que “compara dos cate-
gorias”). Los functores permiten transportar problemas de un 4rea de la
matemética a otra en las cual las soluciones se conocen.

Por ejemplo, la Topologia Algebraica es el estudio de problemas topoldgicos
por métodos algebraicos. Una corriente actual de investigacién matemaética
estd encauzada por la generalizacién en categorias de ciertas propiedades
topolégicas, tales como la conexidad y la compacidad.

En dicho campo de investigacién juegan papel importante ciertas parejas de
funciones entre clases preordenadas (que pueden verse como parejas de func-
tores entre categorias) llamadas Conexiones de Galois. Aungue no:profun-
dizaremos en el ‘estudio categérico de las conexiones de Galois, 'si presentare-
mos cierto tipo de conexiones muy utilizadas para la investigacién en Teoria
de Categorias. |

Deﬁmcxon 1. Sean A = (A, <) y B = (B <) dos clases preordendas Una
F
conexlon de Galois (Tlpo AaA—e B es una pareja de funciones F = (F,.., F*),
F. Con
A 2 B, que satisface: :
Ft



CONEXIONES DE GALOIS
1. a X a' = F.(a) C Fu(a’); b C V' = F*(b) < F*(¥').
2. F,+ F*, es decir, a X F*F.(a) y FaF*(b) C b.

Cuando, ademds, F* l— F,, la conexién es una equivalencia de Galois.
Las clases AT = {a €A | ax F*F(a)}, BF={b€ B | F.F*(b) = b} son las
clases de puntos fijos de Galois.

Ejemplo 1. Sean A, B conjuntos, A = (P(A),C), B = (P(B),C), A LB
F
una funcién, A —e B, F.(X) = f(X), F*(X) = f~}X).
P
Ejemplo 2. RC X xY, A= (P(X),C),B=(P(Y),2),A —* B,p.(A) =

{y€Y | Va€ A, (a,y)e R} yp*(B)={z € X :Vbe B,(z,b) € R}.
Este tipo de conexiones se denomina polaridad.

Del siguiente ejémp16 (estudiado en detalle en cursos de Teoria de Galois)
toman precisamente su nombre las conexiones de Galois; ademés, el ejemplo
corresponde a otro tipo de conexiones de Galois, diferente al de la Definicién
1.

Ejemplo 3. Sea D una extensién finita de F y sea E un campo intermedio
F C ECD. Sea G (D/F) el grupo de automorfismos de D que fijan F. Sea
G (D/E) el grupo de automorfismos de D que fijan E. Sea H un subgrupo
de G(D/F). Entonces los elementos de D que son fijados por cada h-€ H
forman un campo intermedio EH , con F ¢ EH ¢ D. (Cada subcampo
define un subgrupo y cada subgrupo define un subcampo. En general, la
correspondencxa no es uno a uno, como se ilustra en Ia ﬁgura 1). '

4

Veamos ahora algunas de las propledades de conexiones de Galois.
Seé. A — B una conexién de Galoxs Entonces |
1. F,F*F, = Fl.
2. F*F,F* = F*.
3. Para todo a € A, (F*F.(a), F.(a)) es un par fijo de Galois.
i 4. Paré, todo b € B, F"(b) F*F‘(b)) es un par ﬁ]o de Galois.
5 a -< F"‘(b) & F..(a) C b, para cualesquiera a € A ybeB.
6

. Las restricciones de' ‘F. y F* a Fu(A) y F*(B) deﬁnen una correspon-
dencia uno a uno.* -
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Subcampos de D Subgiupés de G (D /F)

Cuando D es una extensién normal de F

Figura 1: (a) F C E C D. (b) Todos los automorfismos de G (D/F) fijan F.
(c) Sélo los automorfismos de G (D/E) fijan E. :

4. Con:e;ciones’ de Galois (enfoque cate‘gérico) -

Deﬁmclon 2. Sean Ay B categorias concretas sobre X. Si'G A — B y
F : B — A son functores concretos sobre X, entonces el par (F,G) es una
correspondencia de Galois (entre A y B sobre X)) si FoG X idq yidgp X GoF.
(Cuando X =1 (categona termmal) la correspondenc1a es una conexion de
Galois).

De la anterior defincién se desprenden algunas propiedades:

1. Si (F,G) es una correspondecia de Galois entre A y B y(ﬁ , 5) es una
correspondencia de, Galois entre B y C entonces (F ) f , Go G) €s una
correspondencia de Galois entre Ay C (simbolizada por (f , G ) o(F,G)).

2. Si (F,G) es-una correspondecia de Galois entre A y B sobre X entonces
(G°P, F°P) es una correspondencia de Galois entre B°? y A™ sobre X °P.



CONEXIONES DE GALOIS

3. Considerando los clases preordenadas como objetos y las conexiones de
Galois como morfismos, se obtiene una cuasicategoria en donde la ley

.. de composicién. estd dada por 1. Esta cuasicategoria se simboliza por
GACO. ' '

Analicemos, finalmente, las conexiones de Galois entre coleccmnes de clases.
Sea X = Ab. Si S(Ab) {subcategoria de Ab}, A < B s ACBen

F
S(Ab). Consideremos § \Ab) = $(Ab) definidas por

. F‘(A) = {y € Ab | hom(z,y) = {0} ,Vz € A},
T(E) = {z € Ab | hom(z,y) = {0},Vy € A}.

(Es (F T) una conex1on de Ga101s7

Un conocido teorema de. la categoria Grp es el s1gu1ente

Teorema 1 (Factorlzacmn de conexiones de Galms) SeaF:G — G
un morfismo con niicleo K, y sea NAG. Entonces ex1ste una factonzaczon de
F atravésde G/N siy sélosi N C K. & :

e, | o HZX)

Figura 2: (a) F=gpoq& NCK. (b) (a,8) = (S,R) o (D,K)

Existen conexiones de Galois entre clases de objetos y clases de morfismos
de una categoria dada que factorizan a través de ciertos sistemas llamados
“operadores de clausura idempotentes sobre la categoria” (véase por ejemplo

3D)-
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