Revista Integracion

Escuela de Matematicas
Universidad Industrial de Santander
Vol. 25, No. 1, 2007, pag. 65-70

Esferas estaticas en relatividad general

J. OsPINO*, L. HERRERA™ & A. DI PRISCO***

Resumen. Recientemente K. Lake ha presentado un algoritmo que permite
obtener todas las soluciones estaticas de las ecuaciones de Einstein, para el
caso de un fluido perfecto con simetria esférica, a partir de una sola funcién
dada. Este algoritmo se extiende al caso de un fluido localmente anisétropo.
Como era de esperar, este nuevo formalismo requiere del conocimiento de
dos funciones en lugar de una. Para ilustrar el método se deducen de nuevo
algunas soluciones conocidas.

Abstract. Recently K. Lake has presented an algorithm that allows to obtain
all the static solutions of the equations of Einstein, in the case of a perfect
fluid with spherical symmetry, from one given function. This algorithm is
then extended to the case of locally anisotropic fluid. Predictably, this new
formalism requires knowledge of two functions instead of one. To illustrate
the method some known solutions are restored.

1. Introduccién

En relatividad general las distribuciones de fluidos perfectos, estaticas con simetria es-
férica, son descritas por un sistema de tres ecuaciones linealmente independientes, para
cuatro variables (dos funciones métricas, la densidad de energia y la presion radial). En-
tonces, para integrar dicho sistema de ecuaciones es necesario proveer informacion adi-
cional, en forma de ecuaciones de estados o imponiendo condiciones sobre las variables

métricas o las fisicas. Esta situacion sugiere la posibilidad de obtener todas las soluciones
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a partir de una sola funcién dada. Un formalismo en esta direccién ha sido recientemente
presentado por Lake [1] (ver también [2]). El proposito de este trabajo es el de extender
el formalismo antes mencionado al caso de un fluido localmente anisétropo.

La motivacién para hacer dicha extension se debe al hecho de que la consideraciéon de
anisotropia local en las presiones, la cual parece bastante razonable para describir la
distribucién de materia bajo una variedad de circunstancias, ha resultado ser muy tutil
en el estudio de objetos compactos relativistas (ver [3]-[12] y sus referencias).

En la siguiente seccion presentaremos las ecuaciones generales y el formalismo para obte-

ner las soluciones; después aplicaremos el método para analizar algunos casos especificos.

2. Ecuaciones de Einstein para un fluido estatico localmente
anisétropo

El elemento de linea, en coordenadas de Schwarzschild,
ds? = —e*Mdt? + A dr? + r2dh? + 1% sen? Ody?, (1)

el cual debe satisfacer las ecuaciones de Einstein, que para el caso de un fluido localmente
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Srp = <_—>, @)

anisoétropo son
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donde las primas denotan derivadas con respecto a la coordenada r, y p, P. y P, son la

densidad de energia, la presion radial y la presion tangencial, respectivamente.

2.1. El formalismo

A partir de (3) y (4) se obtiene

" N\ 2 / ' /
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Sm(pr —pi)=c <2 (2) +2r+r2)+e 2(2+r = 0

Entonces, introduciendo las variables

eu(r) — ef(2z(r)72/r)dr (6)
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y sustituyendo en (5), encontramos:

27 6 4 21
y'+y[—+2z——+7}=——<—+H(T)), (8)
z T rez z

donde II(r) = 87 (p, — p1)-
Integrando formalmente (8) y volviendo a la notacion de A tenemos

52 (’I“)ef (ﬁm-i-QZ(T‘))dT

e)\('r') —

, 9)

1411 2 f(TQ:TT)‘f‘QZ(T))dT
7«6(_2/Z(r)( + (7”)7" )6 dT+C)

8
donde C es una constante de integracion. Entonces, usando (9) la métrica (1) se puede

escribir como

52 (’I“)ef (ﬁm-i-QZ(T‘))dT

dr®+
1411 2 f(f:(r) +2z(r))dr
ro (_2/,2(7«)( Pk dr +C

ds® =

r8

+ 7r2d6? + 2 sen® 0dp? — el (22(r)=2/r)drgy2 (10)

Asi pues, cualquier solucién que describa una distribucion de fluido estatica localmente
anisotropa estd completamente determinada por dos funciones generadoras, Il y z.

Expresaremos ahora las variables fisicas en términos de dichas funciones, con el objeto
de imponer luego condiciones que nos lleven a soluciones fisicamente aceptables. Asi,

tenemos:
z(r=2m)+m/r—1

47TP7- = ’]”2 ) (11)
m’
47Tp: ﬁ7 (12)
2m., , o =z 1 mm

donde la funciéon masa m(r) esta definida, como es usual, por

(14)

Las soluciones deben ser regulares en el origen y satisfacer las condiciones p > 0, p >
P,, P, . Si la estabilidad es requerida, entonces p y P, deben ser funciones decrecientes

de r.
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Para evitar comportamientos singulares de las variables fisicas en la superficie del fluido
(22), las soluciones deben satisfacer también las condiciones de Dormois en la superficie,

implicando que (P.)ys =0y
2M

G il 15
‘ —, (15)
2M
e =1-" (16)
rs
con my = M,y ry el radio de la distribucién de materia.
2.2. Fluidos localmente isétropos
Si imponemos la condicion
I(r) = 8n(p, —p1) =0 (17)

en (10), se obtiene facilmente

22 (T)ef ( ﬁ +22(r))dr

[ (i 22(r))dr
70 <2/ 2(r)e 3 dr+C>
r

+72d6? + r? sen? §dg? — el (3()=2/Mdrg2 - (18)

ds® = dr?+

3=

la cual coincide con el resultado presentado en [1], con z(r) = ®(r)’ +
3. Algunos ejemplos
Vamos aplicar ahora el algoritmo para reproducir algunas soluciones ya conocidas.

3.1. Fluidos localmente anisétropos conformemente planos

En el caso de simetria esférica, las componentes del tensor de Weyl distintas de cero se

pueden expresar a través de una sola magnitud escalar:

e~ (v UNE VN N 1=
Eo_ LA AR N , 19
2 2 + ( 2 ) 4 2r + r2 (19)

La ecuacion (19) ha sido integrada en [1] para E = 0, encontrandose que

N
e? = cr cosh </ %dr) . (20)
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La ecuacion (20) en la notacion de z se escribe

2 e e?
z = —+ — tanh /—dr . (21)
oo r

Por otro lado, de las ecuaciones (4) y (19), con E = 0, se obtiene facilmente

H(r):r(l_e_/\y. (22)

r2

A partir de las ecuaciones (21) y (22) se pueden hallar las funciones métricas z(r) y II(r),
para una funcion A\ dada.
3.2. Bowers y Liang

Esta solucion corresponde al caso de un fluido localmente anisétropo con una densidad

de energia p = py = const. [15], y esta dada por

3(1 — 2My /re)h/2 — (1 — 2m/r)h/2] " 4 4
eV = ( 2/rs) ( m/r) , m(r) = —7T7“3p, M = —ﬂr%p. (23)
2 3 3
Las dos funciones generadoras para esta métrica son
2m 2m\h—1
21— 22z 1
)=l ] (24)

|

3(1— 24)

3 2 h
e 7( ——m)Q r

r

(:r) = 1rp(1 - 20)E

II(r) = —6C A
") (1—2m/r)z—1

(25)
donde h = 1 —2C = const. El caso h = 1 reproduce la bien conocida solucién interior de
Schwarzschild, mientras que h = 0 describe la solucion de Florides [16].

3.3. Soluciones con una ecuacién de estado no local

Una familia interesante de soluciones se pueden encontrar considerando una ecuacion de
estado no local que relaciona la presién radial y la densidad de energia de la siguiente

manera [17]:

2 Mo
Pr) = plr) = % [ ol 5. (26)
La ecuacion (26) se puede escribir como
m’ m C
Po(r) = - _ 27
»(r) 4rr2 23 + 273 (27)
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donde se ha tenido en cuenta (12).

A partir de (11) y (27) se puede ver que la funcion z(r) para este tipo de soluciones tiene

la expresion
rm’ —3m+2C +r
r(r —2m) '

z(r) = (28)
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