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Significado fisico del correlador de n puntos
en perturbaciones cosmoldégicas

HEINER R. S. CoGoLLO* & YEINZON RODRIGUEZ**

Resumen. Los avances realizados en materia de mediciones en la temperatu-
ra de la radiacion cosmica de fondo (RCF) prometen cotas de medicion, en
particular en la amplitud del espectro P¢ de la perturbacién primordial en
la curvatura ¢, su respectivo indice espectral n¢, y nivel de no gaussianidad
f~NL, que permitirfan una mayor discriminacién entre modelos cosmologicos
inflacionarios propuestos para la explicacion del origen de la estructura a
gran escala de nuestro Universo. La herramienta utilizada para indagar acer-
ca de las propiedades estadisticas de las anisotropias en la temperatura de
la RCF y los modelos tedricos construidos para describir tales anisotropias,
son los correladores de n puntos en perturbaciones cosmolégicas tales como
(. Este trabajo pretende interpretar el significado del correlador de n puntos
en perturbaciones cosmologicas, poniendo de manifiesto su contenido fisico
como un promedio espacial. Como consecuencia se obtiene una expresion
para P¢, y se analizan las implicaciones de esta interpretacion en el calculo
de fnr.

Abstract. Progresses made on measuring the temperature in the cosmic
microwave background radiation (CMB) promise observational bounds, in
particular in the spectrum amplitude P of the primordial curvature per-
turbation (, its associated spectral index n¢, and level of non-gaussianity
fnr, that would allow us a better discrimination among cosmological infla-
tionary models proposed to explain the origin of the large-scale structure
in the Universe. The tool employed to inquire about the statistical proper-
ties of the anisotropies in the temperature of the CMB and the theoretical
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models built to describe such anisotropies, are the n point correlators in cos-
mological perturbations such as . This work aims to interpret the meaning
of the n point correlators in cosmological perturbations, making clear its
physical content as a spatial average. As a consequence we obtain an ex-
pression for P¢, and we analyze the implications of such an interpretation
in the calculation of fy.

1. Introduccién

La RCF es esencialmente un campo estocastico que contiene informacién del Universo
temprano util para entender la formacion de las estructuras a gran escala presentes en
nuestro Universo observable. Mucho de lo que nos interesa saber acerca de las variables
fisicas esta codificado en las propiedades estocasticas de la RCF, y estas pueden ser
enteramente conocidas si se conoce la funcién de distribucién de probabilidad (FDP)
asociada al campo estocastico de perturbacion primordial en la curvatura ¢ [1, 2, 3, 4]. Los
momentos, ensamble promedio de productos del campo (((¢,x1) - - - (¢, xn)), reproducen
la FDP asociada al campo y por tanto todas las propiedades estocésticas del mismo [1, 2,
3, 4]. En este trabajo ilustramos como se expresan los momentos en el espacio de vectores
de onda k, ya que este es un espacio mas adecuado para la descripcion de las propiedades
estocasticas, puesto que en el escenario inflacionario s6lo los modos que salen del horizonte
durante inflacion, y reingresan a él durante la etapa postinflacionaria, pierden su caracter
de perturbaciones cuanticas para convertirsen en perturbaciones estocasticas clasicas
[5, 6].

2. Isotropia y homogeneidad estadistica

Un campo estocéstico es llamado estadisticamente homogéneo [1, 7] si todas las FDP de n
puntos o sus momentos son invariantes bajo traslaciones en el espacio de las coordenadas
x; de esta forma la probabilidad depende so6lo de las posiciones relativas. Un campo es
llamado estadisticamente isétropo si sus FDP de n puntos o sus momentos son invariantes
bajo rotaciones en el espacio de las coordenadas. Nosotros asumimos que los campos en
consideracion son estadisticamente homogéneos e is6tropos, como se encuentra en la
mayoria de las teorias cosmologicas, y como ademés se encuentra justificado a partir de

las observaciones [8].
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3. La densidad espectral

Dado que sélo las escalas k=1 que salen del horizonte durante inflacién y reingresan a él
durante la etapa postinflacionaria dejan de ser fluctuaciones cuénticas para convertirsen
en perturbaciones clasicas, es mas natural describir los momentos en el espacio de vectores
de onda, en lugar de hacerlo en el espacio de coordenadas. Sean las componentes de
Fourier definidas por (x = [ d®x((t,x) exp(—ik - x); entonces la funcién de correlacion

de dos puntos en el espacio de vectores de onda es

(Glir) = /d3xd3r<C(t, x)((t,x + 1)) exp[—i(k + k') - x — ik’ - 1], (1)
= (2733 (k+K) / d*ré(r) exp(—ik - 1), (2)
= 2n)38(k+K)P(k), (3)

en donde hemos utilizado el hecho de que el campo es estadisticamente homogéneo e
isotropico, lo cual conduce a que £(r) depende sélo de la magnitud del vector r. Cuando
las perturbaciones son gaussianas, cualquier FDP de n puntos es una distribucion guas-
siana. De esta forma las propiedades estocésticas del campo son entonces enteramente
determinadas por la forma y normalizacion de P(k) debido al teorema de Wick, que
establece que para este caso los correladores de 2n + 1 puntos son cero, y los correladores
de 2n puntos se pueden escribir en términos del correlador de dos puntos [9].

Obsérvese que P(k) es la transformada de Fourier de la funcion de correlacion de dos

puntos separados una distancia r en el espacio de coordenadas:

&(r) = (271r)3 /d3kP(k) exp(—ik - r); (4)

entonces, conocido P(k), la funcién de correlacion para cualquier vector r también es

conocida. Consideremos el caso particular r = 0, esto es,
dk
<C2(tvx)> = ?,PC(k') ) (5)

resultado obtenido al utilizar coordenadas esféricas, d°k = k2dkdS), y observando que
Pc(k) = (k3/27%)P(k), siendo esta tltima expresion una de las definiciones del espectro
de la perturbaciéon primordial en la curvatura o densidad espectral normalmente usada
en la literatura.

De igual forma, podemos definir correladores de orden mayor en el espacio de vectores
de onda. Un caso particular de especial interés, dado que constituye un primer intento

en conocer el nivel de no gaussianidad en la FDP asociada al campo estocastico, es el
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biespectro, definido como
(GG Ger) = (27)383 (k + X' + K")Be(k, K, k), (6)

el cual es normalizado a través del parametro fyr, llamado nivel de no gaussianidad
[10],
B = fngL(k:, K', k") [P (k)P (k") + permutaciones ciclicas] . (7)

En general, el correlador de n puntos de un campo estocastico arbitrario, en el espacio

de vectores de onda, se expresa como

(G Gen) = (2m)%8° (k4 -+ + kn) P (K, -+, k), (8)

en donde vale la pena resaltar que P depende de los vectores de onda y no de los ntimeros

de onda.

4. Calculo de fyy,

Para calcular el nivel de no gaussianidad recurrimos al formalismo JN [11], ¢(t,x) =
0N = N(t,x) — No(t), en donde el monto de expansion, N, es evaluado desde una hiper-
superficie inical plana hasta una hipersuperficie final de densidad de energia uniforme.
De acuerdo con [11, 12], la perturbacion primordial en la curvatura se da en términos
de las derivadas de N con respecto a los campos escalares presentes durante inflacion,

N, = ON/0¢i, y la perturbacion en tales campos al salir del horizonte, J¢, como
: 1 P 1 S
C(t,x) = N.i6¢\, + 5 N,i;00,0¢; + QN,ijk5¢i5¢i5¢f +oe (9)

en donde se asume la convencion de suma de Einstein. La expresion (9) permite calcular
la funcion de correlacién de n puntos de ( en términos de la funcion de correlacion de n
puntos de d¢%. Asi, podemos calcular el biespectro al orden que se desee y compararlo
con la expresion (7) para obtener fy. Para ilustrar el proceso calculemos el biespectro

para un arbol. De acuerdo a la expresion (9) el espectro viene dado por
arbol __ 3 parbol 3 _ 3 aT2 ) 3
(Cler Gy 7 = (2m)° PE™(k)0° (k1 + ko) = (2m)° N Psgi (k)0° (ka + k2) . (10)
y el biespectro por
(Gier G Gies) """ = (2m)* N 35N iN [ Pygi (K1) Pygi (k2) + 2 perm.]6° (ky + kg + kg) . (11)

Asi, comparando las expresiones (10) y (11) con las expresiones (6) y (7), observamos
que el nivel de no gaussianidad viene descrito como
3 NN,

_ngLZ W (12)
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Este proceso es utilizado para hallar el nivel de no gaussianidad al orden que deseemos,
teniendo en cuenta que hasta el momento so6lo las funciones de correlacion de dos,
tres, y cuatro puntos en los campos han sido calculadas explicitamente [13, 14, 15].

Un tratamiento mas detallado acerca del formalismo N es ilustrado en [12].

5. Contenido fisico de la funcién de correlacion

La funcion de correlacion estéa relacionada con la funcion de probabilidad de multipuntos.
Tlustremos el caso para el campo de densidades. La funcion de correlaciéon de dos puntos
mide el exceso respecto a la probabilidad aleatoria de que dos particulas estén en los

elementos de volumen dV; y dV; separados una distancia 12 = [x1 — X2/,
dPis = n2[1 + «f(mm)]dVldVg , (13)

en donde n es la densidad media. Si no hay correlacion, £ = 0, la distribucién es aleatoria
y la densidad de probabilidad de tener un par de particulas es dada por la densidad
media cuadratica, independientemente de la separacion entre los elementos de volumen.
Igualmente podemos conocer la probabilidad condicional: la probabilidad condicional
de que haya una particula en el elemento de volumen dVs dado que hay una particula
en el elemento de volumen dV; es dP(2|1) = n[l + {(x12)]dVa. Esta tltima expresion
nos dice que si £(z12) > 0 (correlacion), entonces dP(2|1) aumenta, pero si &(z12) < 0
(anticorrelacién), dP(2|1) es suprimida respecto al caso de la distribucién aleatoria, como
era de esperarse. Igualmente, para el caso de tres puntos la probabilidad de tener tres

particulas en los elementos de volumen dV;, dVa, y dV3 respectivamente estd dada por
dPiag = n°[1 4 &(z12) + E(x23) + E(w31) + Ea(212, a3, w31)]dVidVad V3, (14)

en donde &3 denota la parte conectada de la funcién de correlacion de tres puntos. Si
el campo fuese gaussiano, {3 = 0, y por ende todas las probabilidades se determinan

unicamente por £(r). Resultados similares se obtienen para correladores de orden mayor.
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