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Resumen. Sea (V) el espacio de funciones de clase (COO) con soporte compac-
T: V •.......•1.

too Dada una distribución de Schwartz , es bien conocido que el
j •.......•(T,J)

valor (T, j) puede obtenerse utilizando una función no- estándar h(T) mediante una
integral en 1.*:

(T,j)=Est r r(T).h(r)driR-
En el presente artículo se establece la caracterización de la función no-estándar h(r) ,
concluyéndose que: Para cada intervalo no-estándar finito [0',,6] , una antiderivada
de algún orden de la función h(T) es de valor fini to en [O', ¡j].

1. INTRODUCCIÓN

Sea:F· un ultrafiltro regular en N ; decimos que una sucesión (an) satisface una
cierta propiedad "P" para casi todo n si y sólo si

{n E N I an satisface la propiedad P } E :F•.

En ]RN se establece la relación de equivalencia ""," como sigue:

(an) '" (bn) si y sólo si an = bn para casi todo n.

La clase de equivalencia representada por la sucesión (an) se denota por [(an)] , y
el cuerpo de números no-estándar ]R. es el conjunto de todas las clases, o sea, TIR· =
]RN/ r«, Dada una sucesión Un) de funciones reales, ;¡!:J función f : ]R. t----> ]R"

definida por:
f(r) = [Un(xn))] para r = [(xn)] E R·
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se le llama la función generada por la sucesión Un) , y se denota por 1 = gen Un).
Por otra parte, sea (t) el espacio de todas las funciones de clase (CCO) con la conver-
gencia definida por la convergencia uniforme en compactos de todas sus derivadas.
Si T es una distribución en (t), entonces evidentemente T es una distribución de
Schwartz (distribución en (V) ). Son conocidos los siguientes resultados:

Teorema 1. Sea T una distribución de Schwartz; T es una distribución en (t) si
y sólo si T es de soporte acotado.

Ver [3] , 3.9 Y 3.12.

Teorema 2. Sean T una. distribución con soporte acotado y K un intervalo cerra-
do que contiene al soporte de T. Entonces existen un entero m y una constante e
tales que:

I(T, 1)1 s e ·11/11 para todo 1 E (t)
m,K

donde
11/11 = sup IVP l(x)1

m,K O
~p~m

xE K

Ver [3] , 4.3 Y 4.4.

2. FUNCIÓN NO-ESTÁNDAR RELACIONADA CON UNA DISTRIBUCIÓN.

Sean 8n(n = 1,2,3, ... ) funciones reales que satisfacen las siguientes condiciones:

(i) 8n(t) E (eCO)
(ii) 8n(t) ~ O para todo t real
(iii) 8n(t) = O si Itl ~ ~
(iv) JI. 8n(t)dt = 1

Entonces 8 = gen( 8n) es un modelo no-estándar de la función Delta de Dirac. (Ver
[8]).
Dada una distribución de Schwartz T , se tiene (Ver [8]) :

(T, F) = Est [ h(r)· r(r)dr para toda 1 E (V)
}".

(1)

donde
(2)
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Teorema 3. Sean T una distribución en (E), h( r) la (unción no-esténde: dada
en (2) ; entonces h tiene una antiderivada de valor finito en lit·.

Demostración. Sea [-M + 1,M - 1] un intervalo real que contiene al soporte de
T, basta demostrar que una antiderivada de algún orden de la función h(r) es de
valor finito en el intervalo no-estándar [-M, M]. ya que h(r) = O si Irl ~ M .
Para ello tomaremos a e y m como la constante y el entero del teorema 2, donde
K es el intervalo [-M - 1,M + 1].
Consideramos a z como un parámetro fijo, que toma valores entre - M y M, Y
evaluaremos I(D-Cm+1)hn)(z)1 como sigue:

I(D-Cm+l)hn)(z)1 = I¡Zoo'" ¡Z~¡Z~(T"c5n(y _ zl»dz1dz2 •••dZm+11

= I( T" ¡Zoo ¡Z~¡:c5n(y - z¡»dz1dz2 ... dZm+1) 1
= 1( T" 1,00 I,~I,~c5n(Yl - Z)dYl d1l2 ... dYm+1 ) 1
se ·IICTn(Y, z)1I

m,K
donde

CTn(Y,Z) = 100 ...100100 c5n(Yl - Z)dYldY2'" dYm+1
, '3'2

Y IICTn(Y,z)1I es al norma de CTn(Y,z) como función de la variable "y" en K
m,K

(recordar que z es un parámetro fijo) :
IICTn(y,z)1I = sup ID"O'n(y,z)1

m,K O $p $ m

yEK

Se puede demostrar sin dificultad que IICTn(Y,z)lI no depende de n ni de e, o
m,K

más precisamente:
IICTn(y, z)lI $ (2M + 2)m

m,K

para todo entero positivo n y para todo z E [-M, M]. Si tomamos 8 = m + 1 I

entonces:

por lo tanto:
ID-'h(r)1 s e- (2M + 2)'-1

para todo r E [-M,M]·.
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Teorema 4. Sean T una distribución de Schwartz y h(r) la [unción no-estándar
dada en (2); entonces, para cada intervalo no-estándar finito [a,l1] , una an-
tiderivada de algún orden de la [unción h(r) es de valor finito, en [a,I1].

Demostración. Sin pérdida de generalidad se considera el intervalo no-estándar
[- M.M]· donde M es un real positivo. Sea p( x) una suavización de la función
característica del intervalo real [-M - 1,M + 1] , definida de la siguiente manera:

(i) p(x) = 1 si x E [-M - 1,M + 1]
(ii) p(x) E (CCO)
(iü) p(z) = O si z f/. [-.M - 2, M + 2]

Así, se tiene que para toda f E (e) la función (p. I)(x) E (V) Y por lo tanto,
se puede definir una distribución S = p . T de soporte acotado, de la siguiente
manera:

(S,/) = (p. T,/) = (T,p· /) para f E (e).

La función no-estándar h correspondiente a la distribución S:

h = gen(hn),hn(x) = (S",ón(Y - x»)
tiene nna antiderivada de algún orden de valor fínito en [-M, M]· (Teorema 3).

Ahora se mostrará que

h(r) = h(r) para r E [-M,M]"
demostrando que para cada n , hn(x) = hn(x) , si x E [-M, M].
En efecto, sea z E [-M, M] fijo,

(i) Si 1,- zl ~ ~ se tiene
ón(Y - x) = p(y). ón(Y - x).

(ii) Si IY- zl ;::~ se obtiene:

ón(Y - x) = O = p(y) . ón(Y - x).
De (i) y (ii) se concluye que

c5n(y - x) = p(y) . ón(Y - x) para todo y E IR,
y por lo tanto:

hra(z) = (SII'Ón(Y - x») = (T",p(y). c5n(y - x)) = (TII,c5n(y - z»)
= hn(x)

Así, 6..(z) = h,.(z) para todo n y para todo x E [-M, M] ,lo cual permite concluir
la ipaldad h(T) = h(r) para r E [-M, M]· .

Nóte&eque el recíproco del Teorema 4 también es válido (Ver Teorema 9, [8]).
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Ejemplo.

Sea
(T,!) = 1(0) + (D!}(l) + (D2 !}(2) + ...

00

= 2)Dk !}(k) para 1E (V),
k=O

entonces T es una distribución de Schwartz. Notese que T no es una distribución
en (&). Tenemos :

00

hn(x) = (Ty, 6n(y - x)) = ~)Dk6n)(k - x),
k=O

entonces

h(r) = gen(hn) = 6(r) + L (Dk6)(k - r) para r E R*,
kEN·

donde 6 = gen( 6n) es un modelo no-estándar de la función Delta de Dirac. Evi-
dentemente, en el intervalo no-estándar [-k, kj* se tiene que tr+:' h es de valor
finito.
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