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Resumen. Sea (D) el espacio de funciones de clase (C°°) con soporte compac-
T:D+— R
to. Dada una distribucién de Schwartz , es bien conocido que el
f—(T.f)
valor (T, f) puede obtenerse utilizando una funcién no- estandar h(r) mediante una
integral en R*:

(T fy=Bst [ 1°()-h(r)dr
R'
En el presente articulo se establece la caracterizacién de la funcién no-estandar h(r) ,

concluyéndose que: Para cada intervalo no-estindar finito [a, ] , una antiderivada
de algtn orden de la funcién h(7) es de valor finito en [a, 8].

1. INTRODUCCION

Sea F* un ultrafiltro regular en N ; decimos que una sucesién (a,) satisface una
cierta propiedad “P” para casi todo n siy sélo si

{n € N | a,, satisface la propiedad P } € F*.
En RY se establece la relacién de equivalencia “~” como sigue:
(an) ~ (by) st y sélo si a, = b, para casi todo n.

La clase de equivalencia representada por la sucesién (a,) se denota por [(a,)] ,y
el cuerpo de niumeros no-estandar R* es el conjunto de todas las clases, o sea, R* =
RY/ ~. Dada una sucesién (f,) de funciones reales, = 1a funcién f : R* — R*
definida por:

J(7) = [(fa(zn))] para 7 = [(za)] € R*
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se le llama la funcién generada por la sucesién (f,) , y se denota por f = gen (fa).

Por otra parte, sea (£) el espacio de todas las funciones de clase (C*) con la conver-
gencia definida por la convergencia uniforme en compactos de todas sus derivadas.
Si T es una distribucién en (£), entonces evidentemente T es una distribucién de
Schwartz (distribucién en (D) ). Son conocidos los siguientes resultados:

Teorema 1. Sea T una distribucion de Schwartz; T es una distribucion en () si
y sdlo si T es de soporte acotado.

Ver [3] ,3.9y 3.12.

Teorema 2. Sean T una distribucion con soporte acotado y K un intervalo cerra-
do que contiene al soporte de T. Entonces existen un entero m y una constante C
tales que:

KT NI < C- IS, para todo f € (£)

donde

WAl .= sup  [D?f(z)|
™K o<p<m

z€e€K

Ver (3], 4.3 y 44.

2. FUNCION NO-ESTANDAR RELACIONADA CON UNA DISTRIBUCION.

Sean 6,(n = 1,2,3,...) funciones reales que satisfacen las siguientes condiciones:

(i) da(t) € (C™)

(it)  6n(t) > 0 para todo ¢ real

(i) ba(t)=0sijt|> L

(iv) [iéa(t)dt=1

Entonces § = gen(6,) es un modelo no-estandar de la funcién Delta de Dirac. (Ver

(8))-

Dada una distribucién de Schwartz T, se tiene (Ver [8]) :
(T, F) = Est / h(r) - f*(r)dr para toda f € (D) (1)
l.

donde
h = gen(hy) con hp(z) = (Ty, 6n(y — 2)). (2)
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Teorema 3. Sean T una distribucion en (E), h(t) la funcion no-estindar dada
en (2) ; entonces h tiene una antiderivada de valor finito en R*.

Demostracién. Sea [-M + 1, M — 1] un intervalo real que contiene al soporte de
T, basta demostrar que una antiderivada de algin orden de la funcién h(7) es de
valor finito en el intervalo no-estandar [-M, M]* ya que h(7) = 0si |r| > M .
Para ello tomaremos a C' y m como la constante y el entero del teorema 2, donde
K es el intervalo [-M — 1, M +1].

Consideramos a z como un parametro 'ﬁjo, que toma valores entre —M y M, y
evaluaremos |(D~(™+Vh,)(z)| como sigue:

z T3 T2
[(D~(™Dh,)(z)| = / . / / (Ty,bn(y — 21))dz1dz3 .. . d2pm 4
-00 ~-00 J=00

z zs z3
<T,,/ / / 6,,(y—zl))dzldzg...dzm“)I
-00 -00 J=00

00 00 00

<Ty./ / 5n(3n —3)dllldyﬁ---dym+l>
vy ys Y2

SC-llonlw: 2l

K
donde

00 00 00
Ouly, 2) = j / / St = S)dindys ... dmas
y ys ya

y llon (v, 2)ll - al norma de 0,(y,z) como funcién de la variable “y” en K
m,
(recordar que z es un parametro fijo) :

lloa(y,2)l = sup |DPon(y,2)|
™% 0gp<m
yEK
Se puede demostrar sin dificultad que ||on(y, z)|| £ depende de n ni de z, o
m,

mas precisamente:
oty 2|, < @M +2)"

para todo entero positivo n y para todo z € [-M, M]. Si tomamos s = m +1 ,
entonces:

I(D~*ha)(2)l < C - (2M +2)*~!
por lo tanto:
|ID=*h(7)| < C - (2M +2)*!
para todo 7 € [-M, M]°.
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Teorema 4. Sean T una distribucion de Schwartz y h(r) la funcion no-estdndar
dada en (2); entonces, para cada intervalo no-estindar finito [a,] , una an-
tiderivada de algin orden de la funcién h(t) es de valor finito, en [a, 8].

Demostracion. Sin pérdida de generalidad se considera el intervalo no-estandar
{—M, M]* donde M es un real positivo. Sea p(z) una suavizacién de la funcién
caracteristica del intervalo real [-M — 1, M + 1] , definida de la siguiente manera:

@) plz)=1lsize[-M-1,M +1]
(i) p(z) € (C™)
(i) p(z)=0siz ¢ [-M—-2,M + 2]

Asi, se tiene que para toda f € (&) la funcién (p - f)(z) € (D) y por lo tanto,
se puede definir una distribucién S = p - T de soporte acotado, de la siguiente

manera:
(5,f)=A{p-T,f) =(T,p- f) para f € (£).
La funcién no-estdndar h correspondiente a la distribucién S:
h= gen(i&n),izn(z) = (Sy,baly — z))
tiene una antiderivada de algin orden de valor finito en [-M, M]* (Teorema 3).
Ahora se mostrara que
h(r) = h(r) para r € [-M, M]*,
demostrando que para cada n , hn(z) = ha(z) , si z € [-M, M].
En efecto, sea z € [-M, M] fijo,
(i) Si ly— z] < 1 se tiene
bn(y —2) = p(y) - bn(v — 2).
(ii) Si ly — z| > L se obtiene:
ba(y —2) = 0=p(y) - 6n(y — ).
De (i) y (ii) se concluye que
a(y — z) = p(y) - 6n(y — z) para todo y € R,
y por lo tanto:
hn(z) = (Sy,n(y — 2)) = (Ty, p(3) - 8a(y — 2)) = (T, 6a(y — 2))
= hn(z)
Asi, il,.(z) = h,(z) para todo n y para todo z € [-M, M], lo cual permite concluir
la igualdad A(r) = h(7) para r € [-M, M]* .

Nétese que el reciproco del Teorema 4 también es valido (Ver Teorema 9, [8] ).
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Ejemplo.
Sea
(T, f) = fO)+ (D)) + (D*F)(2) + ...
=) _(D*f)(k) para f € (D),
k=0

entonces T es una distribucién de Schwartz. Notese que T no es una distribucién
en (£). Tenemos :

2]

hn(z) = (Ty,6a(y — 2)) = Y _(D*6,)(k - 2),

k=0

entonces

h(r) = gen(hy,) = 6(7) + Z (D*8)(k — 7) para T € R*,
kEN*

donde § = gen(é,) es un modelo no-estandar de la funcién Delta de Dirac. Evi-
dentemente, en el intervalo no-estandar [—k, k]* se tiene que D~*~1h es de valor
finito.
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