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1. INTRODUCCION

Sea x un espacio normado y K um subconjunto de x. La clase D(s,b) sobre K estd formada
por todos los operadores T : K — K que satisfacen la condicién

ITz-Ty < ojz—3|+bfis—Tz|+|y- Tyl

para todo z,y en K, donde s,b sorn nimeros no negativos.

L Nova demostré em (3] que todo operador T € D{s,b) com 6 + 2b < 1, definido sobre un
subconjunto cerrado K de un espacio de Banach tiene un @nico punto fijo. Ea este articulo
demostraremos que si se introduce la hipétesis adicional de que K es también un sabconjunto
convexo, el resultado anterior permanece vilido para operadores T € D(s,b) sobre K con
a+2b =168 <1,b<1/2. Observamos itambién que este resultado generalisa ampliamente los
obtenidos en [1] ¥ [3] cuando ¢ =0 y b < 1/2, pues elimina las hip6tesis de uniformidad convexa
y acotamiento.

3. SECCION PRINCIPAL

H resultadc principal ez consecuencia del siguiente lema.

LEMA. Sean K ur subconjunto convexo de un espacio normado y T un operador de la clase
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D(a,b) sobre K con 6 +2b=1, 8 <1, b < 1/2. Entonces inf,gx |z = Tz| =0

DEMOSTRACION. Para s en K y n 2> 1 tenemos

[Tz -T*3] < o|T*z-T*"13|+b[|Ts - T Hs|+ |1z - T
Luego,
IT*+2-Tr3] < [(a+8)/(1-)IT2-T""s]
y como, (s +b)/(1-5) = 1 enionces
(1) [T*+lz ~ T*g| < [Tz - T 12|

Supongamos que infeex |z—Tz| =d con d > 0. Sea ¢ > 0 y escojamos z € K tal que jz—Tz| < d+e.

Tenemos
|T3z = T2| < |T%z2— z| + b]|T%2 — T3z + |z - T3]

< a||T?z - Tz| +|Tz - zf) + b||T?z - T32| + |z - Tz]).

Por (1),

IT2-Tz] < (26+2)|z-Tz] < (26+2b)(d+e)
de donde,
(2) [T*2-Tz; < (a+1)(d+e)

Sea ahora z = (T?z - Tz)/2. Entonces
|z - Ts| < (1/2)|T%z - Ts| + (1/2)|T%z - T
< (1/2)olT's - 8|+ B|T2 - T5| + = T + (1/2)lolT2 - 8 +¥(T2 - T8 + |3 - Ta).
Se sigue que
(1=d)}s =T < (1/2)[(a/2)(|T2z = T?z| + |Tz ~ T2z|) + b|T'z - Tz]|
+(1/2)[(a/2)|T?z - T3z| + b|T?z - T3z|};
ypor (1) y (2)

(1-0)|]z =Tz < (a/4)(d+¢) + (a/4)(a+1)(d+¢) + (a/4)(d+¢) + b(d +¢)

(1-b)d < [a/2+ (a/4)(a+1) +b](d +e).
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Tomando limite cuando ¢ — 0 tenemos, para s # 0
1-b < (a/2)+(a/4)(a+1)+b.

Puesto que ¢ + 1 < 2 se sigue que

lo cual contradice que ¢ +2b= 1.

TEOREMA. Sea K un subconjunto cerrado y convexo de un espacio de Banach y sea T € D(a, b)
cona+2b=1,46<1,b<1/2 Entonces T tiene un dnico punto fijo en K.

DEMOSTRACION. Por el lema infsex |2—Tz] = 0. Luego existe una sucesién (y.) de elementos
de K tal que limg—co |y — Tyn| = 0.

Tenemos
lta = ¥m| < lvn = Tha| + T4 = Tym| + [Tt = Y|
< l9n = Tya| + 0jga = ym| + [lvn = Toa| + lym = Tyml] + |Tym — yom|.
Luego
(1-a)lys = ym| < (1 +0)lltm = T3a| + [y = Tom||
de donde,

on = 3m| < (1+8)/(1 = 6)[lzm = Tsa| + |vm = Tym|]
y por hipétesis se sigue que (3,) es una sucesién de Cauchy.Como K es cerrado y el espacio es:
completo, existe z € K tal que limg—co¥s = 2.
Usando la desigualdad triangular y el hecho de que T € D(a,b) tenemos que
Js =T < (1+ 6)/(1.- 8)}s = s + (14 8)/(1 - Dlsa - Tl

Ahora, como g = 2 ¥ |ya = Tya| = 0, resulta que z es un punto fijo de T.
Si v fuera otro punto fijo de T tendriamos
jw-3 = |[Tw-Ts < ojw-24 < |o-4,

lo cual es imposible.

El ejemplo siguiente muestra que la hipétesis de convexidad no se puede eliminar. Considere-
mos el subconjunto cerrado K = {0} U[1,2] de R y el operador T : K — K definido por Tz =0 si
£#0y T0= 1. Es fécil ver que T € D(1/2,1/4), pero por construccién T no tiene puntos fijos.

Quiero agradecer a la profesora Lucimar Nova por su valiosa ayuda en la elaboracién de este
articulo.
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