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Resumen

Luego de analizar con cierto detalle los espacios topologicos ordenados, en especial desde
el punto de vista de su convexidad, se prueba que ellos son completamente normales, se
clasifican sus subconjuntos convexosy se ponen de presente las dificultades para establecer
homeomorfismos entre ellos y ciertos subcobjuntos convexos bien conocidos de los nimeros
reales no estandar.

L INTRODUCCION

En el presente articulo (X, <) siempre serd un conjunto X no vacio totalmenete ordenado
por una relacién “<” de orden estricto.
Para todo par de elementos ¢,5 de X con ¢ < b, definimos el intervalo abierto de extremos ¢

y b como
(a,8) = {zeX]|a<z<b)
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Por ejemplo, para {1,2,3,4} con el orden 1 <2< 3 < 4, el conjunto de todos sus intervalos
abiertos es

{(L2)=4, (1,3)= {2}, (1,4) = {23}, (2.4) = 3}}
Nétese que no existe un intervalo abierto al cual pertenezca ni el primero ni el dltime
elementos del conjunto.

La coleccién 4 de los intervalos abiertos de X genera una topologfa, llamada la topologit
del order de X, a la cual notaremos T <.

Para el ejemplo anterior,
T<= {‘n {2}v {3}i {213}s {1|2|31 4}}

Puesto que la interseccidn de dos intervalos abiertos es siempre un intervalo abierto, bastaré
agregar X mismo a la coleccidn 4 para obtener una base de la topologia T <. En el ejemple
dado, la iinica vecindad tanto del primer elemento como del dltimo, es el espacio completo,
lo cual muestra que en general T < ni siquiera es un espacio T, (de Kolmogoroff), ya que no
existe una vecindad del primer elemento al cual no pertenezca el dltimo, ni una del dltimo
al cual no pertenezca el primero.

Una cola abierta (1,~) = {z € X|1 < z}, tampoco seria un conjunto abierto ya que su
adberencia viene a ser todo el espacio.

Para obtener topologias de orden con posibilidades de poseer algunas propiedades de sep-
aracién, en adelante cuando digamos espacio topolégico ordensdo X, se entenderd un conjunto
10 vacio totalmente ordenado, sin primero ni tltimo elementos, dotado de su topologia del

orden T <.

En este caso la sola coleccién 4 de los intervalos abiertos es una base de T <, ya que si b
es cualquier punto de X, existirdn ¢ < b (no hay primero) y 4 > b (no hay dltimo), lnego
b€ (c,d) y X coincidird con la unién de todos sus intervalos abiertos.

Las colas ablertas («~,s) ¥ (s, ~) serdn entonces subconjuntos ablertos, puesto que si por
ejemplo b € (~,a), existird c < b y asi b ser4 punto interior de («—,s) ya que b € (¢,a) C (+,a).
Es entonces inmediato que el espacio topolégico ordenado sers To y Ti, ya que 8i p < ¢
son puntos dados, (~,g) serd una vecindad de p a la cual no pertenece g, y (p,—) serd una
vecindad de ¢,a la cual no pertenece p. Si entre py ¢ no existen puntos del espacio, las colas
(~,¢) ¥ (p,—) serdn vecindades disyuntas de p y ¢ respectivamente. Si existe c entre py ¢ ,
0 sea, p < c < q, entonces («,¢) y (¢, =) serdn vecindades disyuntas de p y ¢ respectivamente,
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luego €l espacio ordenado sera 7 (o Hausdorf).
Mas aun, tenemos la siguiente

PROPOSICION 1. Un espacio topologico ordenado (jsin extremos!) es regular.

Sean F un subconjunto cerrado de un espacio ordenado X v p un punto que no pertenece
a F. Como p€ X - F y éste es abierio, existe (a,b). vecindad de p, contenida en X - F.

PR ¢ S8 2 4 g B Ry
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i) Si entre a v p no existen puntos de X y entre p y b tampoco,entonces (a.b) = {p} serd
abierto, y como {p} es cerrado por ser el espacio 7., se tiene que X - {p} = (—,p)U(p,—}
también serd abierto. {p} vy X - {p} seran lo~ abiertos que separan apy F.

1i) Si tanto entre ¢ v p como entre p y b existen puntos ¢y d de X, digamos s <c<p<d<i,
entonces (¢,d) ¥ («,c) U (d,—) son abiertos que separan apy F.

iii) Si existe ¢ en X tal que s < ¢ < p < b pero b es sucesor inmediato de p, entonces (c.b) ¥
{~=.c)u(p,—) son los abierios disvuntos que separan a p de F.

Andlogamente se procede si p es sucesor inmediato de ¢ pero entre p y b existen puntos de
X, con lo cual se completa la demostracién.

II. CONVEXIDAD

Sea (X, T<) un espacio topolégico ordenado.Decimos que un subconjunto S de X es convexo,
si para todo par de puntos ¢,b de 5 con o < b,se tiene que [s,6] € S (Aqui [a,6] = {a}u(a,b)u
{o}).

Claramente todo intervalo abierto, cerrado o semiabierto es convexo, pero éstos no son los
tnicos subconjuntos convexos de un espacio ordenado; es sencillo ver que tanto el espacio
completo como las colas(«,a),(a, =), etc., son convexos que no son intervalos.

Menos trivialmente, en el espacio R* de los mimeros reales no estandar, el conjunto E(0)
de los infinitesimales es convexo y no es de ninguno de los tipos antes mencionados (ver
3], prop.6), lo mismo que el conjunto de los reales no estandar finitos o cualquier galaxia
(ver [2]).

PROPOSICION 2. En un espacio topolégico ordenado, la unién de una coleccién de sub-
conjuntos convexos con interseccién no vacia, es un convexo.
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Sea C una coleccién de subconjuntos convexos tal que p € oec C; 8i o,b estdn en |Joe C Y
& < b, existen conjuntos A,Ben Ccona€AybeB.

i) Cuando s < p < b, se tiene [o,8l =[o,p]U [p.}] CAUB C JecC
ii) Cuando p < a <8, se tiene [a,8) € [p,b] € B C Jogc C-

iii)Si s < p < b, entonces [s,b] C [a,p] € A € Upec €

Se concluye que | joe. C s convexo.

Trivialmente la interseccidn de una coleccién de subconjuntos convexos también es convexa.
LEMA 1. Si A es convexoy p es un punto de acumulacion de A, entonces {p} U A es corvexo.

i) Si existen a,b € A tales que a < p < b, entonces p € [a,8] y [s,8] C A, luego {pjuA=Aes
convexo.

ii) Supongamos que (¥z € A)(p < z).

Afirmamos que si y € A, entonces (p,y) C A. En efecto,sea s € (p, y), se tiene que p <2< y.
Tomemos t < p; como (t, s) e8 una vecindad de p y éste es de acumulacién de A, existird ¢
en A, ¢ # p, tal que g € (t,7). Por la hipdtesis hecha, p < ¢, 0 sea, p < g < z < y.Siendo A
convexo, se tiene ¢,y C A, luego s€ A y asi (p,3) € A.

Claramente [p, 3] C {p} U 4, lo cual demuestra que {p}u A es convexo, ya que si v,v € {p} UA
Y u#p #v, trivialmente [v,v] C A C AU {p}.

iii) Cuando p es mayor que todos los elementos de A, se procede de manera complesamente
andloga.

PROPOSICION 3. Si A es un subconjunto convexo de un espacio ordemado, entonces A
también es un convexo.

DEMOSTRACION. Cuando A = ¢, el resultado es trivial por ser 4 = ¢ y convexo. Supéngamos
que A # ¢. Sea D el conjunto de puntos de acumulacién de A; s D es vaclo, I= AUD =AYy
ol resultado se tiene. Supongamos abora que D no es vaco; em este caso /{p} U A)pep o una
familia no vacfa de conjuntos convexos (por el lema) con Interseccidn no vacfa, lnege por la
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proposicién 2 su unién es un convexo. Pero,

UH!’!U-‘U =DuA= XL
pEL

Luego A es convexo.

Sea p € X y consideremos la coleccién _ de todos los subconjuntos convexos de X que contiene
a p; como esta coleccién tiene interseccién no vacia {p}. su unién C, es un convexo, el cual
claramente contiene a cualquier convexo que contenga a p. A este conjunto C, se le acostumbra
llamar componente convexa de p.

Por la proposicién 3, T, también es convexo y como C, contiene a cualquier convexo al cual
pertenesca p, entonces C, 2 T, luego C, =T, o sea que C, es cerrado en X.

8i g € Cy, se tiene que CyNC; # ¢, luego por la proposicién 2, C,UC; es convexo. La maximalidad
de Cy hace que €, 2 C,UC, y la de C;, hace que C, 2 Cq U Cy,luego C, =CqUC, =C,.

Se concluye ademéis que si C, # C,, entonces C, NC, = ¢.

Sea S C X; dado un punto p de S, se define anilogamente la componente convexa de p relativaa
S, notada C,{5}, como la unién de todos los subconjuntos convexos de S a los cuales pertenece
7. Al igual que el caso anterior, si ¢ € C,(S5), entonces Cy(S) = Cp(5) y la coleccién de las
componentm convexas relativas a 5 de los puntos de S, es disyunta dos a dos y tiene como
unién al mismo S. Se dice que es la coleccién de las componentes convexas de S.

PROPOSICION 4. Si S es abierto en X, entonces sus componentes convexas también son
abiertas en X.

Sea C,(S) cualquiera y veamoe que todos sus puntos son interiores. Tomemos cualquier ¢ €
Cp(5); como éste es un subconjunto de S, se tiene g € S y siendo 5 abierto, existe un intervalo
abierto | contenido en S y al cual peftenece ¢. Pero / es convexo . luego | C Cy(S) = C,(5),lo
cual termina la demostracién.

PROPOSICION 5. Si S es cerrado en X, sus componentes convexas también son cerradas en
X.

Supongamos F cerrado en X y sea C,(F) cualquiera de sus componentes convexas; Cy(F) C F
implica T,[F)C F = F y como C,[F) es convexo, contiene a p y esti contenido en F, entonces
Cy(F) C C,(F), probindose que C,(F) es cerrado en X.
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PROPOSICION 6. En un espacio topolégico ordenado, el conjunto de las cotas superiores de
un conjunto cuaiguiera. es convexo,

DEMOSTRACION. El conjunto de cotas superiores del vacio es el esnacio completo, el cual es
convexo, Sea M un subconjunto no vacio del espacio X: si su conjunto de cotas superiores es
vacio, es convexo. Supongamos, entonces. que su conjunto S de cotas superiores no es vacio:
8i 2,0 € §y p<z <y, claramente z también es una cota superior de M, asi que z est4 en §,
quedando la proposicién demostrada.

Anilogamente se obtiene que el conjunto de las cotas inferiores de un conjunto cualquiera
también es convexo. Aun cuando se puede estar tentando a pensar que el conjunto de las
cotas superiores es una cola {6, — ).esto en general no es cierto; asi en el espacio de los reales
no estandar, el conjunto de cotas superiores del conjunto de los reales no estandar finitos, es

el de loa reales no estandar infinitos positivos, el cual no es una cola.

PROPOSICION 7. En un espacio topolégico ordenado, un subconjunto convexo sin primero

ni dltimo elementos es abierto.

Sea A un conjunto tal y sea r € 4. Existen p,¢ en A tales que p < z < g: pero [p,g) C A por ser
éste convexo, y con mayor rasén (p,qj C A. Luego, z es punto interior de A, De manera similar
se prueba la siguiente proposicién.

PROPOSICION 8. Sea M convexo.
i) Si no tiene dltimo elemento, entonces para todo p de M el conjunto {z € M |p < z} ea abierto.

ii) 8i M no tiene primer elemento. entonces para cualquier p de M, el conjunto {z€ M|z < p}
es abierto.

Una generalisacién de este resultado, es el siguiente.

PROPOSICION 9. Sea M convexo y sean S el conjunto de las cotas superiores estrictas de M
y L el conjunto de las cotas inferiores estrictas de M.

i} Si M nT = ¢. entonces para todo p € M, el conjunto U, = {z € M |p< z} es abierto.
ii) Si M nT = ¢, entonces para todo p € M, el conjunto L, = {z € M|z < p} es abierto,

Demostremos i) ya que la prueba de ii) e= completamente aniloga.
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a) 8i M no tiene dltimo elemento, Uy es abierto por la proposicién anterior.

b)Supongamos que Ml posee dltimo elemento u; como € M, se tiene x ¢ T.
81 por casualidad p = v, entonces U, = ¢ y es ablerto.

Sip<wuycomoug¢ DY existen s,b€ X tales que s < u < by (5,0)n S = ¢. Siempre es posible
tomar p < ¢, con lo cual (,5) C M. Asl U, = (p,x) U (s,b) es abierto.

Nétese que b es cota superior estricta de M por ser mayor que el dltimo de M. Necesariamente
b es la minima cota superior estricta de M, ya que sl existiera otra ¥ < b, entonces ¥ € (a,b),
contradiciendo la relacidn (3,6)N S = §. Un esquema de esta situacién serfa:

_.W.W " o i

PROPOSICION 10. Sea M convexo y sean S y [ como en la proposirién 9.

i) SIMNT#¢, entonces MNT = {u} y « es el dltimo de M.
i) Si MNT # ¢ entonces MNL = {p} y p es el primero de M.

Como antes, demostraremos i) solamente. 81 u,2 € M NT con u < sentonces (~—,2) serla
una vecindad de s. En consecuencia, deberia intersectar a S en algfn punto ¢, lo cual es
contradictorio ya que se tendrd ¢ < ¢ y as{ ¢ no seria una cota superior de M. Concluimos que
M nT debe ser unitario, digamos M N T = {x}.

Si existiese en M otro elemento s > u, entonces (~—,s) serfa una vecindad de w que no in-
tersectarfa a S, lo cual es contradictorio ya que ¥ € 3. Luego ® es el dltimo elemento de
M.

Ill. NORMALIDAD.

Esta seccin tiene por objeto demostrar que todo espacio topolégico ordenado (sin extremos)
es completamente normal, es decir, dados dos subconjuntos A, B tales que ANE=AnB =9,
entonces existen ablertos disyuntos V y W talesque V 2 A y W 2 B. La prueba es un tanto
laboriosa y en ella seguiremos las ideas sugeridas en [4].

En adelante siempre supondremos que se han dado y mantenido fijos: un espacio topolégico
ordenado (X, 7<) sin primero ni dltimo, y dos subconjuntos separados A, B de X, es decir tales
queAnB=¢=AnF.
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La estrategia de la demostraciéu consiste en construir. tanto para A como para B, envolventes
convexas de sus “pedasos™. de tal forma que ain la unién A* de las envolventes de los “pedasos™
de A. sea separada de la unién B* de las envolventes de los *pedazos”™ de B, Luego sf se intenta
separar con abiertos a A* de B*.

- p
L 3
- Tk o
s R
.: ,- 2 o 3
[ ' -ttt S
A

Mis exactamente, sean
A = U{{a.b] la.b€ A A [a,0)nD =6}

B = U{|c.d}|c,dEB AlednZ =¢}
Como para todo z de A, [a,6] = {a} C A* por ser A disyunto de T, entonces A C A*:
andlogamente, B C B*.

PROPOSICION 11. AnB* =¢=A'nE.

Ee reaimente evidente, ya que. por ejemplo, ninguno de los [a,b] intersecta a I, entonces su
unién A*, tampoco intersecta a B. Simétricamente se procede para ver que B*n4d = ¢.

PROPOSICION 12. A'nB* = ¢.

Procederemos por contradiccién. Si existiera p€ A* N B*, existirfan ¢,} € A y ¢,d € B, tales que
6. 0NE=¢ jc.dnZ=9yp€sbinicd.

Para que [0,8] ¥ [c,d] tengan interseccién no vacia se requiere que ¢ € ja,b] 0 a € [¢,d]. En el
primer caso, BNA' # ¢ y en el segundo ANB* # ¢, lo cual es contradictorio con la proposicién
10.

PROPOSICION 13. A7 C A°* U 4.

Supongamos que p § A* UZ; entonces existe un intervalo abierto (¢,f) que contiene a p y tal
que (&,{)NA = ¢ (pues p ¢ A).Afirmamos que (¢,t) no intersecta a A*; si lo hiciese existirian
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s, b€ A tales que [, §NF =¢ y (4,t) N}, b] # ¢.Como (s,t) no intersecta a A y a,b € A, entonces
(#,¢)N{a,8) # ¢ y por la misma rasén ni s ni b puede estar en (s,{). La dnica posibilidad serfa
8<s<t<bycomopE st), entonces p estarfa en (s,b),0 sea, en A*, lo cual contradice la
hipdtesis inicial.

Se concluye que (&,)N A* = ¢ y en consecuencia p ¢ A*.
COROLARIO. Si A es cerrado, entonces A* es cerrado En efecto, A" C A*Ud = A*UA = A",
PROPOSICION 14. A*NB* = ¢ = A* N ", es decir, A* y B* también son separados.

Por la proposicién 12, A* C A* UA. Luego,
nB C(A'uA)nB' =(A'nB*)u(AnB*)

Pero estos dos dltimos conjuntos son vacios por las proposiciones 11 y 13, luego A° N B* = 4.

Si hubiésemos intercambiado los papeles de A y B, la proposicién 13 habrfa sido B*C B*uT
y de aqui se hubiese obtenido similarmente BTN A* = ¢.

Expresemos tanto a A* como a B* y a (X — (A UB*)), como uniones de sus componentes
convexas:

A'=UA| H'=UBJ' X-(A'uB') = UC&
el JE) kEK

Si p € Ay, estamos notando por A; a la componente convexa de p relativa a A*, o sea, a Cy(A").
Suponemos ademds que las “enumeraciones® de las componentes son biyectivas, es decir, que
g i # /",entonces A; # A, 0 sea A; N A; = ¢. La coleccién formada por todas las componentes
anteriores es una particidn de X y puede a su ves ordenarse con un orden "cociente”. Dadas
dos componentes convexas M y N con M # N, tomemos m € M y n € N; definimos:

M<cNsiysblosim<n

Yeamos que este orden entre componentes no depende de los elementos m y n elegidos.Sean
meEMyneN; m#n'ya que M NN = $ies rutinario ver que si se tuviera n’ < m’, entonces
debido a la convexidad de M y N, siempre se llegarfa a que MO\ N # ¢, sin importar la posicién
de m y n con respecto a m' y n', luego necesariamente m' < n'.

Sea X la coleccién de dichas componentes convexas dotada del orden total acabado de definir.

PROPOSICION 15. Sea A, una componente convexa de A; y sea 5; el conjunto de cotas
superiores estrictas de A,.Si A; N T, # ¢.entonces A; tiene un sucesor inmediato en X, el cual
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es una componente convexa Cy de X — (A’ UB*i. DEMOSTRACION: Por la proposicién 10,

Ai n'S; es unitario.4, N3, = {p) ¥ p es el Gltimo A;. Como p € A; C A* y A* nF* = o, entonces
p €(X~B"! y este filtimo es abierto en X . de manera que existe (z,y) tal que p € (7,y) C (X -B").

Puesto que p € 5,, se tendré (2, #)NS; # e y siendo 7 el dltimo de A;. necesariamente 5; intersecta
al intervalo (z,y! en puntos de (p,y), es decir, (p,y/ NS; #¢&.

Claramente (p, y) no intersectaa B* y (p,y) # 0.

Tampoco puede (p,y) intersectar a una componente convexa de A* distinta de A;, puesto que
si lo hiciese por ejempilo en ¢, entonces

le.p'|NBCp,y)nB* Clz,y)nB* = 4.
Se sigue que [p,7'] C A* y A:U|p, ] seria un subconjunto convexo de A* més grande que A, lo

cual es contradictorio.

Se concluye que (p,y) C X —(A*UB*) y existe entonces una componente convexa Ci de X —(A'U
B*) que contiene al convexo (p,y). Necesariamente Ci serd el siguiente de A; en X; notémoslo
Cis.

Simétricamente, i L, es el conjunto de cotas inferiores estrictas de A; y T;NA, # ¢, entonces A;
tiene un predecesor inmediato en X, el cual tambi¢n es una componente convexa de X — (A*uB*)

¥ lo denotaremos por C_ .

Si intercambiamos los papeles de A* y B*, obtenemos los mismos resultados para las compo-
nentes convexas de B*. En este momento estamos en poder de las herramientas necesarias
para demostrar la normalidad completa del espacio ordenado.

PROPOSICION 16. Todo espacio topolégico ordenado (sin extremos) es completamente nor-
mal. Es decir, dados A, B tales que AN B = ¢ = ANT, existen abiertos disyuntos V y W tales
queV2Ay W DB,

DEMOSTRACION: Suponemos A* y B* definidos como antes y tanto ellos dos como el com-
plemento de su unién, expresados como umniones de sus componentes convexas:

A=\JA; B'=|)B; X-(4'uB)=|JC
el 1€/ kER
Elijamos en cada C; un elemento ¢ y mantengdmoslo fijo en adelante.

Para cada componente convexa A; de A*, sea S; su conjunto de cotas superiores estrictas y L;
su conjunto de cotas inferiores estrictas.
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81 AnTS; # ¢, por la proposiciém 10 se sabe que A4 NT; = {i} y » es el dltimo elemento
de Ai.Por la proposiciéa 15, A; tiene un sucesor inmediato en X, notado Ci4, el cual es una
componente convexa de X — (A* UB*). Sea c;4 ¢l elemento o que hemos elegido de antemano
en Ciy ¥y definimos M = [pi,ci4]. Asl AU M; es “abierto a la derecha”™.

81 AinSi = ¢, entonces A; ya es “abierto a la derecha”, puesto que para cualquier y € A;, U, =
{2 € Ai|p < 2} es ablerto, en virtud de la proposicién 9. Ea este caso definimos M; = ¢.

Simétricamente, sl Ainl; = {g;}, ¢ es el primero de A; (Proposicién 10) y A, posee un predecesor

inmediato Ci_ X.dcna.lhmbﬁnumcomponenteconvmdex-[kuﬁ').mq_ es

elemento fijo elegido en Ci-, definimos N; = (¢—,¢]. En esta forma, N; U A; es “abierto a la

isquierda®. Si I; n A; = ¢, entonces A; ya es “abierto a la isquierda® y en tal caso definimos
= 4.

Sea cual fuere el caso, N; UA; UM, es un conjunto comvexo, abierto que contiene a A; y no
intersecta a B*.

A continuacidn se procede de manera completamente andloga con cada una de las componentes
convexas B; de B*, usando la definicién de N; vy M; los mismos & fijados de antemano.

££+ =&y _
/
//. //l Lkl J'Y\ Bt U e e O |
kff T FAP SRR SRR RN
hﬁ.—-—u.l&_.."__l
4, A : £.
£ f; "‘:‘1 7

In esta forma cada conjunto convexo ablerto N, U B; U A/; resulta disyunto de todos los N; U
Ai U M, de manera que

V=JMuAuM) y W=|JNUBuN,)
€l

son dos abiertos disyuntos que separan a A* de B* y por consiguiente a A de B, quedando
demostrado.
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IV. CONVEXIDAD EN ESPACIOS SUPERDENSOS.

Recordemos (Ver [3]) que un espacio superdenso es un espacio topolégico ordenado (X, T¢) en
2l cual para todo par de subcoujuntos contables A.E de X, no simultineamente vacios. con
A < B (todo elemento de A menor que todo elemento de B). existe c en X tal que A < {c} < B.
Decimos que un subconjunto M de X es de cofinalidad contable, si existe una sucesién (aq Jaen
de elementos de M tal que para todo z de M existe un elemento s, de la sucesién con z < a..

Tratemos en lo que sigue de clasificar los subconjuntos convexos abiertos de un espacio su-
perdenso X, utilizando técnicas similares a las empleadas en el caso de los ndimeros reales no
estandar (Ver [5]).

Sea A un subconjunto convexo abierto no vacio de un espacio superdenso X. Tomemos p € 4,
deejémoslo fijo ¥ definamos como antes,

Up={z€Alp<z} y L,={z€A|z<p}
Asi A = Lyu{p}uU, y tanto L, como U, son convexos abiertos. Basta analisar la estructura
de Uy, ya que con L, se procede de manera completamente simétrica.
Caso 1. U, no es acotado.
Claramente por ser convexo, U, = (p, =)

Caso 2. U, es acotado y no es de cofinalidad contable.

Afirmamos que U, es superdenso. Sean P,Q subconjuntos contables no vacios de Uj, con
P < Q. Debido a la superdensidad de X,existe un elemento c en X tal que P < {c} < @ y, por
la convexidad de U, necesariamente c € U,.

Sea Q un subconjunto contable de U,. Se tiene que {p} < Q; por la superdensidad de X, existe
¢ € X tal que {p} < {c} < @ y por la convexidad de {p} UL} se concluye que ¢ estd en U,.

Sea P C Uy, P contable, numerando biyectivamente asi: P = {g0,41,02,...} .Como U, no es
de cofinalidad contable, existe z en U, con ¢, < z para todo n, es decir, P < {z}, con lo cual
termina la comprobacién de superdensidad de U,.

Caso 3. U, es acotado y de cofinalidad contable,

Existe entonces una sucesién estrictamente creciente (. Jugny de puntos de U, tal que (Vz €
Uy)(39)(z < au). B claro que Ty = Uuen(pra):
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Lo= tres casos anteriores cubren todas las posibilidades para U,. existiendo otras tres comple-

tamente simétricas para L,. Las combinaciones dos a dos producen los seis casos posibles para
A.

A pesar de la senciliez de la clasificacién anterior. no es posibie en el caso general estabiecer
isomorfismos con subconjuntos arco-convexos bien conocidos de R*. La mayor dificultad est4
que en general, ni siquiera dos intevalos abiertos distintos de un mismo espacio denso son
orden-isomorfos. Si (X, <) es de cardinal X, #l es orden-isomorfo a todos sus subintervalos
abiertos (ver [1]), pero si el cardinal es mayor, no puede asegurarse tal cosa. como lo muestran

los dos ejemplos siguientes:

Sea ¢ = 2¢ visto como niimero ordinal, es decir, § es el conjunto de todos log nlimeros ordinales
menores que 2¢, bien ordenado con el orden usnal de ntimero ordinal.Sea X = § x R* ordenado

en la siguiente forma:
(ay2) < (B,y) < (a<fv(z=FAz<y)

Asi (X, <) es equivalente a tomar 2 copias disyuntas de los reales no estandar R*, dispuestas
en el mismo orden en que se hallan los ordinales menores que 2°.

R R* R’ (R R

|
(0.2} (Ro,2)

X = Jlaxr

a<ic
Es fécil comprobar que (X, <) es superdenso. Ahora es claro que el cardinal de A es 2°, Luego
no es posible que {0} x R* (orden-isomorfo a R* y superdenso) sea orden-isomorfo a (X, <), y
menos adn ser4 éste orden-isomorfo con el intervalo ((0,1),(0,2)) de X, el cual es orden-isomorfo

con {1,2)* CR".
Anilogamente si ¢ = 2!?°) considerado como ntimero ordinal y
Y =oxR' = || {e}xR°
a<2(3€)

se ordena de manera similar a X, entonces 2¢ € 7 y ((0,1),(2%,1)) = I es un intervalode (¥, <)
que no es orden-isomorfo a ((0, 1),(0, 2)) ni a ningin otro intervalo ((a,z),(5,3)) con 2,8 < ¢, ya
que este ltimo intervalo tiene cardinal ¢, mientras que | posee cardinal 2¢.
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