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ANILLOS DE FRACCIONES CASO NO CONMUTATIVO

§l. INTRODUCCION.
La construcci6n del campo de cocientes de un

dominio de integridad se generaliza no s61amente
a anillos conmutativos (Ver [1]), sino a anillos
en general no conmutativos. En este trabajo mos-
tramos dicha generalizaci6n siguiendo las ideas
de [2], perc incluyendo las pruebas alll omitidas.
Ilustramos ademas la teorla expuesta con suficien
te cantidad de ejemplos, no tratados por 10 gene-
ral en la literatura clasica de esta tematica.

§2. EXISTENCIA Y UNICIDAD.
A 10 largo de todo el" trabajo A dena tara un

(1) Profesor Asistente,Universidad National de Colombia.
(2) Est.de Magister,Depto.de Mat. Univ.Nal.de Colombia.
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anillo no necesariamente conmutativo, con unidad
1. Decimos que S c A, S I ¢ es un ~~~tema mu{t~-
p{~c.at~vo de A si 0 ¢ S, 1 E:: S y el producto de
dos elementos cualesquiera de S esta en S.

VEFINICI0N 2.1. SeanA un anillo y S un ~~~tema
mu{t~p{~c.at~vo de A. Se dice que el anillo B es
un anillo derecho de fracciones de A respecto de
S, si existe un homomorfismo de anillos,

<p:A --+ B
tal que,

(i) <P(S)c B*, donde B* denota el grupo mu{t~yJ{~c.,!
t~vo del anil10 B.

(ii) Siendo a £ A se cump1e

<p (a) = 0 ~ au o para a1gun u E S.

(iii) Cada e1emento X E B puede escribirse en 1a
forma

-1
X = <P(a.)¢(~) ,

para ciertos a E A, ~ E S.

Antes de enfrentar 1a ex~~tenc.ia y un~c.~dad
resu1ta conveniente preguntarse bajo que condici~
un anillo puede sumergirse en un anillo de frac-
ciones.

LEMA. Sean A un an~lto y B un an~l{o de~ec.ho de
..' 1.,:..1'

b~aeQlone~ de A ~e~pec.to del ~~~tema S c.on homo~
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(i) $ eJ inyee~ivo ~i y ~61o ~i S no po~ee divi-
~ 0 Ite.6 dee elt0 •

La demo s t ra cLfin es fiUy sencilla y sera omitida.

A diferencia del caso conmutativa ([lJ), la
existencia de un anillo derecho de fracciones es-
ta supeditada al cumplimiento de dos condiciones.

TfOREMA 1. (de ex.i.6~ene-i-a.,[Z] I. Sea. A un a.nLtlo
y S un .6ubeonjun~o mult-i-pliea.tivo de A. A pO.6ee
a.n-i-llo deJteeho de nJta.eeione.6 lte.6peeto de S .6i Y
.6610 ~i S ~a.t-i-1.>6aeela.~ ~iguiente~ condieionel.>:

(1) Pa.Jta.euale~qu-i-eJta elemento~ a. E A, ~ ~ S ta.le~
que ~a. = 0 ex.i.6~e u E S ~a.l que a.u = O.

(2) Pa.Jta.eua.le~quieJta. elemen~o~ ~ E S, a.c A ex.i.6
~en elemen~o.6 t E S, b ~ A ta.lel.> que

a.~ = .66(1)

Vemo.6~~aei6n:~)Supongamos que B es un anillo de-
recho de fracciones de A respecto de S con homomor
fismo ~ que cumple las condiciones i)-(iii) de la

( 1) Si a y .6 est an en S entonces el elemento at = .66E S.
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definicion. Si ~a = 0 entonces ~(¢)~(a) = 0 con 10
cual ¢(a) = O. Existe entonces u E S tal que au =

o y hemos probado (1).

Dados ¢ £: S y a E:: A entonces ¢(.6)-l¢(a) EO: B.

Segun (iii) existen b ~ A, t E S tales queo 0

¢(.6)-l¢(a) .. ¢(b )¢(t )-1. Segun (i)
o 0

tal que (ato - .6bo)u • O. Tomanflo t.·

CJbtenemos (2).

existe u&:: S

t u , b = b uo 0

Veamos el recfproco. La idea de esta demostra-
cion fue tomada de [2J, nosctros la dividimos en
varios pasos.

Paso 1: En el conjunto AxS definimos la relacion

c.,
- como sigue: (a,.6) == (b,t) si y solo si existen

d E A tales que ac. = bd y.6c. = tdE: S(l~

La relacion _ es de equivalencia: (a,.6) - (a,~)
ya que a.6 = a.6,.6.6 ~.6 E: S; la simetr!a de - es
consecuencia de la simetr!a de la relaci6n de igua!
dad; finalmente su pd n ga se que (a,.6) == (b,t) y (b,t)

- (e,n). Existen elementos c.,d, c.1,d1, E A tales qu

bd, td EO: S

(1) Aplicando la condicion (2) a los elementos .6,t encontra-
mas elementos c.,d tales que.6c. td, donde alguno c. 6 d
es de S, par eso I.l c. = tde.
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Aplicamos (2) a los elementos ~C, 4dl: existen
entonces x, Y ~ A tales que ~cx = 4dly ~ s. Resul-

ta pues acx = bdx, bcly = edly, tdx = ~cx 4d1y =

tely; y, de esto Gltimo, obtenemos t(dx - elY) = a
con t ~ S. SegGn (1) existe u. e=:: S tal que(dx - c1y)u.
= 0, e. d , d xu.:: c 1y u , Po rIo tan to, bdxu. = beIyu., e.d .

ed1yu.

4d1yu. ~ S

y hemos probado que (a,~) ~ (e,4)

acxu.

~ c xu

aPaso 2: Denotemos por ~ la clase de equivalencia
que contiene el par (a,~) y medipnte AS-1 el conjun
to de clases determinadas. Sean ~, % ~ AS-I; defi--
nimos

(3)

donde c,d estan determinados por la condici6n (2)

aplicada a los elementos ~,t, e.d, ~c = td =:m ~ S.

Inicialmente demostremos que (3) no depende de
los elementos C y d. En efecto, sean cl' dl, ~ A
tales que ~cl :: tdl =:m1 ~ S. Ap icamos (2 a m
ml: existen ~v ~ tales que mu. = mlv ~ S;

s cu = ~cIv, tdu. tdlv, e v d , .6(Cu.- cIU) = 0,
:t(du.- dl v) = o. SegGn (1) existe ~,y ~ Stales
que Cu.x = lUX, du.y = dluy. Aplicam~s (2) a los
elementos x,y: existen W, Z tales que Xw = yz 6L S.
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Se tiene entonces muxw = m1vxw ~ S y ademas a~uxw
= a~lvxw, bduyz = bd1vyz; de aqu1 resulta a~uxw+

bduyz ::: a~1 vxw + bd1 v u z , 0 t amb Le n

a~ + bd
m

(a~l + bd1)vxw, e.d,
a~l + bd1

m1

(ae. + bd) uxw

Ahora demostremos que (3) es independiente de
las fracciones elegidas:
Supongase que

a a1 b b1
=~ ~' :t ~

Sean ~,d e: A tales que ~~ = ~ld =: m ~ S, OQ=

a d b . , 'd' 1 ':te.' -:t d'·· e:1 ' sean tam a en e. , ta e s que m =: - 1

S, be.' = bId'. Aplicando (2) amy m' tenemos mu =

m'v c S con u;v e: ~ (alguno de estos en S). Resu!
ta en t on ces zcu = :te.'v =: n.e:S, .61du = t1d'v =: P.e:S.
Por la independencia ya probada

: a b-+-
I.> t

a~u+ be.' v
n.

a 'du + b d'v
1 1

p

perc ae.u = a1du be.~v = b1dLv y siendo ademas
n. = s cu = mu = m'v = t1 d' v = p entonces

~+E. = ~+~~ t .61 :ti

Todo 10 anterior muestra que la adicion en (3)
esta correctamente defini~p.

El producto se define por
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(4)

donde C € A, U ~ S estan determinados por la con-
dicion (2) aplicada a los elementos ¢;b:

.6C = bu

(4) no depende de los elementos C,u: sean C1 ~ A,
u1 ~ S tales que .6C1 = bul. Aplicamos (2) a u,ul;
existen entonces elementos x,fj tales que UX = ulY ~ S
y de aqu I bux = buly = .6ClY = !.lCX, e.d, .s Cc x » ClY)

O. De acuerdo a (1) existe m ~ S tal que cxm =
clym. Hemos encontrado pues elementos xm,ym tales

ac aClque tuxm = tulym ~ S, acxm = aclym, e.d, tu = tUl .

Concluimos el Paso 2 mostrando que (4) no de-
pende de las fracciones elegidas: Supongase que

a
.s

Es suficiente mostrar que

y

Consideremos la
igualdad· sea ~_£ =• .6 .tal b alcl
:61-- t tul'

demostracion de la primera
ac. . A S t btu con. c. ~ ,u E ,QC = U;

con cl ~ A, ul E S, !.l1Cl = bul;
a

am = aln, .6m = !.l1nE S (ya que ~ = ~)
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Aplicamos (2) a ~uy :tul: existen w ~ S, l ~ A ta-
les que

Resul ta de a qu f que :t(uw - ull) = 0 con 10 cua L
existe v ~ S tal que uwv = ulfv, y resulta buwv •
bullv, e.d,

~cwv = ~lCl.e,v •
Aplicamos nuevamente (2) a ~cwv E A, ~m c S:

existen ·enton~es P & S, q c A tales que

~cwvp'" .6mq

~ (cw,vp - mq) = 0 y existe Jt -= S tal que

cwvPJt = mqJt
acwvpJt = amqJt = alnqJt

De otra parte, .6lcllvp = ~lnq yexiste Jtt E S
tal que cllvptt' = nqa', de a qu f alcll.vpJt' = alnqJt~.
Aplicamos (2) a tt,Jt':existen xcA, fj-= S tales que

Jtfj= Jt'x -= S.
,

Obtenemos a~wvpJtfj = alnqJtfj = alnqJtx =
a c lvpJtix; adem5s :tuwvpJtfj = :tullvpJtLx -= S esta-
bleciendose la primera igualdad.

al b alc
Sea ~·t = tu. con C e:: A, «6: S, ~lc = bu;

al bl alcl
;';-·T = -:t-- con CI E: A,

1 1 lUI . b
bm = bIn, tm = tIn r;,;:S (t
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Aplicamos (2) a tu, t1ul: existen WE S, l €
tales que tuw = t1u1l. Aplicamos ahara (2) a
uw L S, m £ A: existen x £ A, Y € S tales que
uwx = my, e.d, tuwx = tmy. Resulta entonces v £ S
tal que uwxv = my v y de aqui buwxv = bmyv, e.d,

De tuwx = tmy resulta t1u1lx = tIny y existe
v' € S tal que Ullxv~ = nyvj con 10 cua1 blullxv~
= b1nyv', e.d,

,
Aplicamos (2 a v, v y encontramos p £ S,

i
q E A con vq = V p. Obtenemos entonces
•

Aplicando ( ), e x i s t e z £ S tal q e c-wxvqz =
,. r

c-llxvpz, de donde a1c-wxvqz = a1c-1lxv-pz, tuwxvq,
= tIu1lxvpZ-6:S.

Est9 completa 1a demostrac·on de 1a·segunda
igualdad.

Paso 3: El con·unto AS can las ?peraciones de-
finidas en e1 paso 2 es un ani1lo. E1 cero es la
f ra cci.fin¥, la identidad 1 es la f raccLfin t, 1a v
rificacion de las propiedades de ani110, tIes co
asociatividad de la adicion y de la mu1~iplicacion
ypropiedades dLs t r i bu t Lv as , aS1 como conmutatividad
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de 1a adicion es rutinaria.

Paso 4: AS~l es~un anill0 derecho de fracciones
de A respecto de S. En efecto, la funcion.-(5); <I>:A -+

a·-+

es un homomorfismo de anillos~pues facilmente se
demuestra que

¢Ca+b) = a~ b ~+ ~ = ¢(a) +¢(b)

= ~.~ = ¢(a)¢(b)¢(ab) = a.b
1

1
<1>(1) = T

.. -6 .6 1~ea A ~ S, entonces ¢(-6) = I Y I'i
<P(.6) € (AS-1)* Y <P(S) s (AS-~)*.

1I' e v d ,

a. 0Ademas, si a € A es tal que <P(a.) = I = 1 en-
tances existen c,d ~ A tales que I.e I.d ~ S,
ac = O.d = 0, e.d, existe c ~ S ta.! que ae = Q.

De otra parte, si au = 0 con'a E A y u ~ S,e~
tonces ¢(all.) = 0 = $(a)<p(u.), con 10 eual <P(a.) = a
ya que ¢(u) es invertible.

~ a. AS-1~nr ultimo, es claro que dado - €
.6

a. a 1 -~ = r·i = <I>(a.)¢(6)

H~mos co~pl~t~do la demostraci6n del teorema
1. A

Pasamos ahara a considerar la unicidad del ani
110 de echo de frace iones, en easo de qu e' teexista .....
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PROPOSICION. Sean A un anille y S un subcenjunto
multiplicative de A que cumple las condi~iones
(1) - (2) del teorema anterior. Sea g: A -+ Ao un

*homomorfismo de anillos tal que g(S) £ Ao • Ento~
ces existe un unico homomorfismo h tal que el di~
grama

A 9 A~ 0

¢l" /Ih
IAS-1

a¢ (a) = 1

es conmutativo, e.d, ho¢ = g. Si ademas 9 es in-
yectivo, h tambien 10 es.

Vem0-6tILae.-i.6n:Existencia. Definimos,

h a -1 A(~) =:g(a)g(~) , a E , ~ ~ s.
h ... b i d f" id - a b -esta len e lnl a: 81 ~ = t entonces eXlsten
elementos c.,d ~ A tales que ~c. - td ~ S, a = bd.

(6)

De aqui resulta g(a)g(c.) = g(b)g(d), g(~)g(e.) =
~ *g,(t)g(d). Ademas g(e.) ~ A ya que g(~),g(~e.) ~ Ao 0

Se sigu e que 9 (a) 9 (c) [9 (/.)) 9 ( c) ]-:.1 = 9 ( b) 9 (d)
[ ]-1 . -1 6 -1 h ag(t)g(d) , e i d , g(a)g(~) == g( )g(t) y (I) _...

f (6) h f i d '11 S - a 6n. t. es un homomor asmo e an a as: 1.:6 + 1=

"ae.+ bd con z c ::i td =: m e:: S entonces
m

h(~+~) = g(ac.+bd)g(m)-1

= [g(a)g(e.) +g(b)g(d>Jg(e.)-lg(~)-l
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= 9 (a) 9 (-6 ) -1 + 9 ( b ) '9 (d) 9 (c ) -19 ( c.) -19 (.6 ) - 1
= g(a)g(-6)-1 +g(b)g(d)g(d)-lg(t)-I(g(d) e: A*!)
= heal + h(P..)-6 t .

. a b ac.Ademas S~ -;;"t = tu' con -6C = bu , u e: S,. ento~
. a b . -1· -1-1ces h(~'l) = g(ac.)g(tu) = g(a)g(c.)g(u.) get) =

g(d)g(-6)-lg(b)g(t)-1 = h(~lht~). h(~)_g(l)g(l)-I= 1..

Sean ¢ el homom~rfismo definido en (5),a ~ A.
Ento~ces, hq¢(a) = h(~) ~ g(a)g(I)-1 = g(d), es de
cir, ho¢ = g.

Un.ic..ida.d•. Sea 6: AS-l.~ Ao un homomorfismo tal que
, a a 1 -I&o¢ = g. Entonces 6(i) c d(Y·i) • 6(¢(a)¢(-6» =
-1 a.g(a)g{-6) = h(i)' e.d, 6 = h.

Finalmente n6tese que si h(~) = 0 entonces
a 0g(a) = 0; suponiendo 9 inyectivo a = 0 y - =-6 T

Te~~Lt~ h inyectiva. A
LEMA 2. Sean A y S c.omo en la hip6~e-6i-6 de la p~~
PO-6~c.~on ante~.io~. Si A -6e puede .6ume~g.i~ en AS-l
(e-6to es , s ; ¢ en (5)' e.6.inyec.t.ivo) entonc.e.6 AS-l
e.6 el meno~ an.illo que c.ontiene A en el c.ual todo.6
lo.6 elemento.6 de S -6on .inve~tible.6. A

De 1a Gltima proposici6n se desprende e1 s~-
guient:e t e o rema de qnic;idc;qpara lo.s anillos dere-
chos de fracciones.

TEOREMA 2., (de unic.idad, [1]). Sean A un an.illo yS
un.6i~tema multiplic.ativo que .6ati.66ac.en la.6 c.on-
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dA'.c.ione-6 (1) - (2) del .teoltema 1. Sea A un anilloo
" a:A + A Li'" h"'mnl'l1r ... L:"mo 1;"" onTi.La."'" P". "0"~.:.,; ~ ~o .!"&. ._- _ •• ,-'1..'0 "t "'" Q ' "'''''i} "-"",, """'MI. '- H

d i.econ e.s a ) - iii) de ,ea de.6inic.i6n. Entonc.e.J.l e.xi~
.te un unic.o i-6omolt6i-6mo h:AS-1 + Ao tal que ho¢ =
g, do nd« ¢ es el homomor..6i-6mo de.6inido en (5) . La
demo-6.tr..ac.i6n e.-6 J..nme.dia.ta.

§3. CASaS ?ARTICULARES.

1~ Anillo c.la-6ic.o de nJtac.c.ione-6. Sean A un anillo
y S = {a E Ala no es divisor de cero}. S es un sis
tema multiplicativo de A • La condicion (1) del
teorema 1 es superflua. La condicion (2) se deno-
mina en este case c.ondic.i6n deJtec.ha de Or..e, y en
case de cumplirse AS-1 =: A 0 se denomina.anillo de.c.~ -
nec.ho c.la-6ic.o de nr..ac.c.ione.-6del anillo A. El teo-
rema 1 toma en este caso la forma siguiente: A p~
see anillo derecho clasico de fraccicnes si y so-
lo si A cumple la condi ion derecha de Ore. De
acuerdo al Lema. 1, A. puede sumergirse en Ac.l
y Ac.l es el menor anillo que corttiene A en el cual
todos los elementos de A no divisores de cero son
inver t i.bLe s .

2~ CueJtpo de. nJtac.c.ione.-6. Si A es un anillo sin di-
visores de cero- el anillo derecho cLfisi co de frac-
ciones de A es un cuerpo (anillo de division) que
denotamos TA y denominamos c.ue.Jtpo de.Jte.Qho de. nJtaC.-
c.J..one.-6de. A: Si ~:f 0 entonces a 0 y a S. Result
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a..~ = a.6pues .6 a a.6 ya que .6~

invertihle.

a.6
= .6'.6;e. d, a.6 1 a e'"

.= 1 Y.6 •

N6tese nuevamente
A cumple la condicion
TA es el menor cuerp6
labras, un anillo sin divisores de cero puede so
mergirse en un cuerpo si y solo si satisface Is
condici6n derecha de Ore.

que TA existe si y solo sl,

derecha de Ore; en t~l ca'
que contiene A. En otras p

3~ An~iio ~zqu~endo de nnacc~one.6. Es claro a pa~
tir de 1a definicion y teoremas 1 - 2 del segundo
paragrafo, como definiry.caracterizar un anillo
izquierdo de fracciones.

PROPOSICION. Sea A unanillo y S un sistema mul·
tip1icativo de A. Si AS-1 y S-1A existen, enton-
ces son isomorfos.

-1 -1Vemo~~a.e~on: Sean ¢d: A -+ AS y ¢i: A ~ S A
los homomorfismos definidos como en (5). Segun 1a
proposici6n del paragrafo anterior existen homo-

h -1' -1 -1 -1morfismos d: AS-- SAy h~: S A - AS ta-
les que hdo¢d = ¢. y h .o c , = ¢d' e v d , (h ,oh.)oct>.=-<.. -<.. -<.. a -<.. -<..
¢~, (h~ohd)o¢d = ¢d"Por la unicidad en la propo-
sicion mencionada obtenemos que hdoh~ = 1 y hiohd

-1 -1= 1, e.d, A := S A. j,

En[2}pag.53, se da un ejempl0 de nil 0 que
tiene anill0 clasico derecho de fracciones perc
no izquierdo.
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4~ Ca~o conmutat~vo. Queremos ahora mostrar como
la~ construcciones efectuadas e~ el segundo pari-
grafo son generalizacion del caso conmutativo.

SeaR un anillo conmutativo y S un sistema
multiplicativo de R. Notese en primer lugar que
RS-1 = S-IR.

nes
En [lJ 1a construcci6n del anillo de fraccio-
RS-1 se da por 1a relaci6n de equivalencia

(a,-6) _ (b,.t) equiva1e a que:

existe U E S tal que
(7) a iu. = bs u , a.,b E: R, s ,« E: S

De las re1aeiones - = =: Si (a.,-6) _ (b,.t) de-
ducimos que existe U E: S tal que a..tu = b-6u. Toman
do C =: .tu, d =: -6U entonces -6C = .td con 10 eual
(a.,-6) = (b,.t). Reclprocamente,
entonces existen c,d E: R tales
.td E: S. De aqul resulta a..t(d.t)
bd.t-6 = b-6(.td), con d.t c S, e.d,

si (a.,-6) - (b,.t)
que a.c = bd y -6C =
= a : (-6 c ) = a.C.t-6 =

(a.,-6) - (b,.t) .

Las operaciones en [11 se definen por
a ba.t +b~
-:6+:t = ~:t
a b. ab;-t • n

(3)y.(4) coinciden con estas definiciones.
Como ~:t • :t~ c: S entonces (3) coincide con La su-«

ma de arriba. Para el produc to bas ta te-ner en cue!!
ta que ~b • b~.
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iRes un dominLo de integridad entonces u
cuerpo de fracciones es un campo KR, y se denomi-
na campo de cociente~(6~accione~) del dominic R.

N6tese que si R = Z entonees Kz = ~.

§4. EJEMPLO .

EJEMPLO I.Siendo A un anill0, el grupo A* de ele
mentos invertibles de A es un sistema multiplie~
tivo para el cual el anl110 de fracciones A(A*)-l
siempre existe, y coincide con A (Ver LEMA 1):
A(A*)-1 = A = (A*)-1A.

De 10 anterior se concluye que para n ~ 2

En efecto, basta mostrar que el sist~ma S de
elementos no divisores
*. *Z : EVldentemente Z G S.n . n

X ¢ ~ * entonces existen .
Sean en to ces 1 ~ ~,~ ~

de cero en Z , coincide cqn
Rec~procamente, si

2 ~ d ( n tal que dlx dj
n - 1 tales que X = dn , n

ds • En ton c e s X.6 = 0 (ni 6 d .n) y X S •

EJEMPLO 2. Consideremos en ~ el dominio de inte
gridad

z [ 1=3] = {a. + b .,e) e: a: I a, b e: z}
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:~
Su campo de cocierttes es

IQ [1""='3'l '..<{x +'Y~'l x , y'''; IQ}

in efecto, la funci6n

g: Z [".-::)'] -+ IQ [ I"=3j

'~' ~. ~d:'bi'-=3>~jf.+ ~;l ~J!, ,;
1. .. :"....

';r r ... :;. '.:

es un homomorf ismo iny\!ctHf&" 'a'e anill08., Siendo

a., b enteros nosimultaneament:e nulosent'Onces

9(a. + b~) es no ~ul,p ,~Y PO! 10 tanto inver~J~Je.
, "., . ':"i( ""', .• a. b

~6tese ademas que cada:~lemento Jt. + ~ I""=3'G: IQ [/-=3]
se escribe en la forma<:,'" "":",. ~ t

fJf¥r~O,,3. ~a {A~}.i c T una ;ftJmi~ia cualquiera.no
po.vac{~ de apil1qS,.Yc~ea para cada,.i ~~.~ utr

sis .t~tJaii: t»~l t;pl i~a ~i vo .d e .~Al.\Syponga se .EJueA'.t,.s .i-I"
exis te para cada .i ti: I. Sean ...! " '".~ ,. _

",A "...:""A .. ", >S 1 ~:TTs.''. ..1 I' . .(.' .(..

donde n deno~a producto cortesiano.

J

.r N6tese que S"es un >sistema 'multiplicativo
A. a:xiste AS-I? Sean (l • (a..) G: A,

.(.

tales que ~(l • o. Existen entonces

de

para los cuales (l.U. • 0; de aqui
.(. .(.

con U • (u.) E S. Sean otra vez ~cS y (l ti: A.
.(.

~'. (~.)c:S
.(.

u . CS.,.ic:. I,
..(. .(.

res\!lta a.u • 0



1.62 aprmtes

IX1.t.~·.f.-·S.(. '.t.- ",.ic r ,.1•• ,.a
.• ,~.i • , 4'.i • 4 • r •.

. S. ,I ••••• C... C...... &t • ". c•• ~ • C.f,)-$. e, • Ce, .)c-A. Q.a"••••• t••• a.r. pro'.".
1a •• 1•••• 1.".. AI-'.· ..

. 1 1 I•••• 111••AI-· Y'""'.l$,,-l _.f ..
......... I•.... if.

.I
" A- • .(',i-

Cat)" (~)

•.,1 •.,•• c."'cl ••• ' _a ••••S) ••1
.......f. ., .. c•••••,. • • '1...
•• ••111••• 1.1t t , • (•.()• , c••
,e,) • ('t) • 4ITA.t' .l)~ "a • (al) • A , ,(a) • •
.. , •• c•• ~ • ••••• c••• l • I , ••,•••
I&,i• $.( •• 1 , •• a.l.l&l • O • • co. 1& • (.i)
• $. a•• ,. 0....... •.. .1...... •. -.l.$.( -,.... c." •• a •• f ....ace .
(~> .(=t.~l.> • (=j)Cf>···. (4),(,)-· co. 4 •
( .(. . -c. . .(. . .4.l.>. , .(~.(). .

Coa.l".~ ••o. coa. c••op.rcicul.r \I". f •• l1t,
finita de dominios de integridsd Rl' ••••Rn.Sien~Q
S. • R. - {O}, 1, .<. ~ n, entonces S ,. SlX ••• XS~ ~ n
es e1 conjunto de elementos de R • R1x .•• xRn que
no' 80n divisores de cero, y portanto
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donde KR-i. e5 el campo de co c i en t e e de R-i.' 1 c i:« n.·

Por ejempl0

(ZX ...XZ)cl ~ ~X ...x~ .

EJEMPLO 4. SeanA un anillo y S un sistema·multipli
-1 -cativo de A tal que AS existe. Sea X un conjunto

no vaclo cualquiera. Puesto que el anil10 de fun-
. AX d . dc~ones es un pro ucto cartes~ano, entonces e

acuerdo a 10 obtenido en el ejempl0 3 se tiene el
isomorfismo

donde

AX(SX)-l ~ (AS-1)X

SX = {6 ~ AXln(X) £ S}

Si A = R es un dominio de integridad y S =
v

R - {a} entonces SA es el conjunto de elementos de
X .R que no son divisores de cera, con 10 cual _

(RX)Cl ~ (KR)X, ..
siendo KR el campo de cocientes de R. Por,ejemplo

<:tN) cl ~ cr
(cf) ci = ~

cn(Nj ci = :n(N

(~)c:e. etN
. EMPLO 5. Este ejemplo figura como ejercicio pro-

puesto en 2]. Sea A un anillo y S un sistema mul
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t.LpL;ca t ivo'de A tra L, que AS-1 exis te. SeaM (n, A)'
·el' a n i Ll o d'e':~a:trices' de orden n ~ 1 aob r e A y sea
. ,

V(n,4) el ~onjunt~ d~ matrices diagonales ~e M(~,A)
cuyosel~mentos ,diag:~nales son tomados de S. 'Nate
se' q~e' entQn¢t~s V(n;~), e.~n,s;ist,em.a mul:,t.~pii,c~ti
" ': C', ',:' , :. ':. '.' • "i 1~ " "
vo de M( n:.A) • S8 d.e·aea .p'rob.ar. que',';\{ (n , A)V.(n,.4)'~ "

;M(n,AS-·1).En primer 'lUgar :~$tu~diamos-'la' exist'en'
, " '" l' , "', ' , : '. -

d.a de M(n,A)·V(n,4).-. : Sean M • (m.ij) cM(tt,A>,
V • (d,.) c V(n,.n taI e s vqu e 'vM .(l. Entonces

-<'j
. .' .. : .

d .. m ... ,;;. 0 , 1 ~ .i, j' ~ n
, ..(...<. -<'j' .,

Segiin la c ondLcLdn .(1) del ~teorema 1 existen u. ...
-<'j

Gi: S tales que

(8) m , .u " = 0 • ~ , L , j ~ n
-<.f -<.f

Si logramos anular todos los elemento~ de M
, ,

mediante multiplicac~one$ sucesivas i la ~erecha

de ella· par matricesdl1tOI.,S), entonces habriamos'

p~oba:do 18 'col\d ic i'on: (1) ,:d~l 'te.orema r , ,ya que-

, V(n, SJ; as :»n.~s tema ~u;i tip~ ~'c,at'.iv,~ ~. "f .;

'j, ~'2 •

: ..

j ) 2.
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N6tese que entonces MO).: ,MU~o) toma la forma

o 0
(0) (0)mZ2u22tZZ···m2nunntnn

• • • • • • • • • • e , .. • • • • • •

Procedemos ahora a anular los elementos de Is
segunda fila de M(l): Aplicando la condicion (2) a
. ~(o)·los elementos u . .-\.... ,: u2·, J ) 1, encontramos
(1) jj jJ' j
tjj ~ S. b2j c A. j )1, tales que

(0) (1) ,
Ujjtjj tjj • u2jb2j• j ~ 1

Aplicando (8)

(0) (1)
m2jujjtjj tjj • m2jU2jb2j • 0, J ~ 1 •

Notese que entoncea, M(2).: M(l)U(l), donde
U(1).: V(t~~)•.•.•t~~» c V(n,~), toma la forma

o
o

o ... o
o~. ·c 0

• • •

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
...
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Dema.er••• alog_ e.co.tra.c.. utrice. cli_IO•.!~,.
- (1) - (n)' - -"

Ie. U ' ••••• U c 1'(_.4) cale. q".

10 cual prueba la coacliciS. (1),. ,

P•••• o. ahor. a probar (2), Sean .. - (II.") C.(.J
c 0(11.4) •M(Il,A). D • (d"·).(.J

Aplicamos (2) a los elementos m1jPdU,1 ~ j , n.
encontramos t),j)c S, <,> A. 1 , j , n , tales que

(i) "'1 "t~~) '. d1-1"1"' 1, J , n !
, } j} }

, (0)
Aplicamos (2) a los elementos "'2jtjj, d22 en-

contramos t)j)c S. "2j C A. 1 , j , n, tales que

el) m ".t~~)t~~) • d22"2j". l' s » n
2J}} }}

Continuando de esta manera. ap1icamos (2) a los
(0) (n-2) delementos mnjtjj •••.tjj, nn y encoDtramos

.t(!I:-l) c s. " . c A. 1 , j , n tales que
j} nj

, .
(ii) '" .t~~~•. .t~:"l) • db". 1 < j , •

II} JJ JJ - nn .J

Aplicanclo coabin.da.ence (l)•••••(i> re.ulta
MT- ~B,do.cle

T •

.(0) t(n-l) ,
""11··· 11 .... G

o .t( 0) •• t (n-I)'
nn • nn
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B =
bin-I)

n-1,1 12

l

167

b t(n-l) ... b ten-I)
n-1,2 22 n-1,n nn

10 cual completa la demostracion de la existencia
-1de M(n,A)V(n,~) .

Veamos ahora que la funcion

m. ,
(m, ,) /--+ (~1 )

A.-j

satisface las condiciones del teorema 2.

Segun (5) del paragrafo §2 9 es un homomorfis-
mo de anillos. Si V = (d,.) ~ V(n,S) entonces g(O)

di' d d A.-j -1= (~) = V(-fl, ... ,~)·~ M(n,AS )* con inversa

(dl1 dnn)-1 (1 1 )V --1-"··'--1- = V -d--' ···'-d-- .
11 nn

Sea M = (m ..) ~ M(n,A) tal que geM) = o. Exis-
A.-j

ten entonces u.., G: S tales que
A.-j

. m ' .u. ..
A.-j A.-j

0, 1 ~ i,j ~ n

Repitiendo elprocedimiento que sigu~ a (8) en
contramos V E V(n,S) tal que MV = °
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e a proba que cada matriz
se puede epresar en la forma

a ..
= -:i1..

Ij

x = g_A)9(V)-1, con A ~ M(n,A), V E V(n,~)

omencemos con una observacirn mu sencilla.
a b -1 .Dados i't ~ A . existen fracciones con denomina-

dor comifn Jt:~ .f2..:- tales que ~ = a'_ Q b..~. En efec-
it ' n. .6.1t ':t /L

to, aplicando 2) a ~,:t encontramos v E S, l ~ A
tales que .It =: ~v :tl € S; entonces claramente
av a bl b
:6V = ~'tl = :t .

Aplicamos esta observaci6n a los elementos de
cada columna de X encontramos X' = X donde los
denominadores por columnas son iguales, digamos

r
, ,.
all aln

f Itl Jtn
X = X-- =

l , ,
a ni a-nn

JJtl Jtn
,. g(A)g(V)-l

.,
otese que X X- = donde A = (a .. ) ,

-<..j

V = V (.ltl, ...• Jtn) E: V(n,S)

BI ..lIOG AFIA

[1} Atiyah, M.F. and MacDona~d, I.G., In:t4onue:tIon
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