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ANILLOS DE FRACCIONES CASO NO CONMUTATIVO

Oswaldo Lezama® y Hector Linares?

§1. INTRODUCCION.

La construccidén del campo de cocientes de un
dominio de integridad se generaliza no sdélamente
a anillos conmutativos (Ver [1]), sino a énillos
en general no conmutativos. En este trabajo mos-
tramos dicha generalizacién siguiendo las ideas
de [2], pero incluyendo las pruebas alli omitidas.
Ilustramos ademds la teoria expuesta com suficien
te cantidad de ejemplos, no tratados por lo gene-

ral en la literatura cldsica de esta temdtica.

§2. EXISTENCIA Y UNICIDAD.

A lo largo de todo el trabajo A denotarid un

(1) Profesor Asistente, Universidad Nacional de €Colombia.
(2) BEst.de Magister; Depto.de Mat: Univ.Nal.de Colombia.
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anillo no necesariamente conmutativo, con unidad
1. Decimos que S = A, S # ¢ es un sisfema multi-
plicativo de A si 0 S, 1« 8 v el producto de

dos elementos cualesquiera de & estid en S.

DEFINICION 2.1. SeanA un anillo y S un sLsfema
mulitiplicativo de A. Se dice que el anillo B es
un anillo derecho de fraccionmes de A respecto de

S, si existe un homomorfismo de anillos,
¢:A — B
tal que,
(i) #(S) = B*, donde B* denota el grupo mulidplica
£{vo del anillo B,
(ii) Siendo a « A se cumple
¢p(a) = 0<=>gqu = 0 para algin u = S.

(iii) Cada elemento X « B puede escribirse en la

forma

x = ¢(@)o(s) ",

para ciertos a = A, 8§ « S.

Antes de enfrentar la exdistencia y unicidad
resulta conveniente preguntarse bajo qué& condicifp
un anillo puede sumergirse en un anillo de frac-

ciones.

LEMA. Sean A un andillfo y B un anillo derecho de
ME”E"E'Q'{onu de A nespecito del sisiema S con homo-
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mongismo ¢. Entonces,

(1) ¢ es Lnyectivo 44 y 86Lo 44 S no posee divi-
sores de cenro.

(ii) ¢ es biyectivo 44 y 4680 44 S A®,
La demostracidn es muy sencilla y serd omitida.

A diferencia del caso conmutativo ([l]), la
existencia de un anillo derecho de fracciones es-

ti supeditada a2l cumplimiento de dos condiciomnes.

TEOREMA 1. (de existencda,[2]). Sea A un anillo
Yy S un subconjunto muliiplicativo de A. A posee
anillo derecho de gracciones respecto de S 384 y
4600 44 S satisface Las sigulentes condiciones:

(1) Para cualesquiera elementfos a = A, s « S tales
que da = 0 exdisfe u = 8§ ftal que au = 0,

(2) Para cualfesquiera elementos 6 =S, a<= A exds
fen elementos t« S, b « A tales que

at = ab(l)

Demoastracibén:=>)Supongamos que B es un anillo de=-
recho de fracciones de A respecto de S con homomor

fismo ¢ que cumple las condiciones (i)=-(iii) de la

(1) Si ay 4 estin en S entonces el elemento at = 4b = S.
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definicidn. 8i 4a = 0 entonces ¢(s)¢(a) = 0 con lo
cual ¢(a) = 0. Existe entonces u = S tal que au =

0 y hemos probado (l).

Dados 4 € S y a €« A entonces ¢(é)-1¢(a) = B.
Seglin (iii) existen bo <A, -to « S tales que
o)™ o) = 8(b )9 (2 )"!. segdn (i) existe u <= S
tal que (ato-—ébo)u = 0. Tomando £.= £ u , b = bou

obtenemos (2).

Veamos el reciproco. La idea de esta demostra-

cién fue tomada de [2], nosotros la dividimos en

varios pasos.

Paso 1: En el conjunto AxS definimos la relacidn

= como sigue: (a,s8) = (b,t) si y sBlo si existen

¢, d € A tales que ac = bd y ¢ = td & 3(12

L]

La relacifn = es de equivalencia: (a,4) (a,s)
ya que as = as, 44 = 44 « S; la simetria de = es

consecuencia de la simetria de la relacidn de igual
dad; finalmente supdngase que (a,s4) = (b,2) y (b,%)

= (e,1r). Existen elementos c,d, cl’dl’ = A tales queg

ac = bd, 4c = id = S

(1) Aplicandc la condicidn (2) a los elementos 4,1 encontra-
mos elementos €,d tales que 4¢ = Id, donde alguno ¢ & d
es de S, por eso 4 ¢ = tde .
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b°1 = adl, te, = ):.dlc S

Aplicamos (2) a los elementos 4¢C, &dlt existen

entonces X, Yy « A tales que ACX = ndly e S. Resul-

ta pues acx = bdx, baly = edly, tdx = scx = ndly =
chy; y, de esto dltimo, obtememos f(dx - cly) =0
con £ € S. Segilin (1) existe u« S tal que(dx - clg)u
= 0, e.d, dxu = ¢,yu. Por lo tanto, bdxu = bclwg e.d.

acxu edlyu

Acxu ndlyu = S
v hemos probado que (a,4) = (e,n)

a ; y
Paso 2: Denotemos por 3 la clase de equivalencia

. -1 X
que contiene el par (a,4) y mediante AS el conjun

a b -1 ,
to de clases determinadas. Sean y A < AS 7; defi-
nimos

& . b ae + bd
T 22 cmm——
2 gl = m

donde ¢,d estdn determinados por la condicidn (2)

aplicada a los elementos 4,{, e.d, 4c = £d =:m = S,

Inicialmente demostremos que (3) no depende de
los elementos ¢ y d. En efecto, sean ¢y dl, < A

tales que 8¢, = Idi =:m, « S, Aplicamos (2) a m,

1 1

my: existen u,v € A tales que mu = m v « S;

1

seu = ac, v, tdu = tdlu, e.d, s(cu=-c,v) =0,

T(du - dlu) = 0. Segiin (1) existen X,y € S tales

que cux = c,vx, duy = dlvg. Aplicamos (2) a los

1
elementos X%Yy! existen W,Z tales que W = yz & S,
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Se tiene entonces MUXW = M VW < S y ademas acuxw
= acyvxw, bduyz = bdluyz,' de aqui resulta acuxw+

bduyz = ac,vxw+ bdlugz, o también

(ac + bd) uxw = (acl+ bdl)uxw, e.d,

b, . .t 2%

m m

1

Ahora demostremos que (3) es independiente de
las fracciones elegidas:
Supdngase que

P b4 q ¢11 b
Q’

Sean ¢,d « A tales que-éc = bld = me S, ac=

1
4

" b _
z

&
4

ald, sean tambidn c',d' tales que m' =: fo' = tﬁf =
S, be' = bld'. Aplicando (2) amym' tenemos mu =
m've S con u,v e« A (alguno de estos en S). Resul
ta entonces dcu = fe'v =: ne S, 4,du = td'v =t pe S,
Por la independencia ya probada

b aldu+-b1d'u
P

IS'-)
-

_acu+ be'v 1
- BN,

bﬂ&
°‘|
“*l

pero acu = a;du. be'v = bld'u y siendo ademds

n = scu =mu= mv = tld'u = p entonces

2
[

o
[

+ +

b-lp

o

On
[

I

1

Todo lo anterior muestra que la adicidn en (3)

estd correctamente definida.

El producto se define por
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ac

;tu ¥

() -2 -

b-]p

donde ¢ &« A, u= S estdn determinados por la con-

dicidn (2) aplicada a los elementos A,b:
sCc = bu

(4) no depende de los elementos C,u: sean e, € A,
w, « S tales que sc, = bul. Aplicamos (2) a u,u
existen entonces elementos X,y tales que ux=:u1uE:S

y de aqui bux = bulg = 8¢,y = scX, e.d, zs(cx—cl

1]

0. De acuerdo a (1) existe m& S tal que cxm =
¢ ym. Hemos encontrado pues elementos xm,ym tales
ac acjy

que fuxm = tulgm < S, acxm = ac,ym, e.d, ¢ i Eﬁ;'

Concluimos el Paso 2 mestrando que (4) no de-

pende de las fracciones elegidas: Supdngase que

a b

(S -
SRS
Es suficiente mostrar que
% LW P, TN W
4 2 41 £ y 41 z 31 'tl '
Consideremos la demostracidn de la primera
igualdad: sea %-% = %& con ¢ = A, u<s S, sc = buy
a a;c
I TR R o e | =
T, o e FITea con ¢, €A, u, =8, élcl bu1
am = a,n, 4m = s, n e S (ya que ﬁ - —L)
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Aplicamos (2) a fu y fu;: existen w & §, £ <« A ta-

les que
tuw = tu; & ( = §)

Resulta de aqui que Z(uw -uyf) = 0 con lo cual
existe v & S tal que uwv = ujfv, y resulta buwv =
buLv, e.d,

dewv = 41c1£u .

Aplicamos nuevamente (2) a scwv &« A, sm « S:
existen -entonces p=3S8 ¢ <A tales que

Acwup= smq ;

s(cwvp-mq) = 0 y existe * & S tal que

cwupr = mqr ;
acwvpr = amgr = a, ngr

De otra parte, 4,c,8vp = 5 ,nq y exisre 2" « §
tal que clﬂvpn' = ngr', de aqui alclﬁvpd* = afwn'.

Aplicamos (2) a x,1' : existen xe<A, y< S tales que

ny=n'x & 8,

Obtenemos acwvpry = a nqry = angn’x =
a;c,lupr’x; ademds tuwvpry = tu bupr'x « S esta-

bleci&éndose la primera igualdad.

ay b ac
Sea E-i—--f-—t—u—con CeA, LLC-S, 610.- bu.;

con ¢, & A, u; 5 8,0, = blul;

b
nes (Tt—i)
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Aplicamos (2) a 4u, Ilul: existen W §, L € A
tales que fuw = tluli. Aplicamos ahora (2) a
uw & S, m &« A: existen X € A, y € S tales que
uwx = my, e.d, fuwx = Lmy. Resulta entonces v € §
tal que uwxv = myv y de aqui buwxv = bmyv, e.d,

4. CWXV = blnyu

1

De Lfuwx = Zmy resulta L yuyfx = Lyny y existe
1
V. =S tal que ujlxv' = nyv' con lo cual blulixu'
= bynyv', e.d,

1 1
61c1£xu = blnyu

r L)
Aplicamos (2) a v, v y encontramos p e« S,

i
q = A con vg = V p. Obtenemos entonces

i
4,cwxvg = 4,¢,8xv p

Aplicando (1), existe z &€ S tal que cwxvqz =
¢;xv'pz, de donde a;ewxvqz = a,ci€xv'pz, tuwxvqz
= t1u1£xu’pz€S.

Esto completa la demostracidon de la-segunda

igualdad.

Paso 3: E1 conjunto AS-I con las operaciones de-
finidas en el paso 2 es un anillo. El cero es la
fraccidn %, la identidad 1 es la fraccidn %, la ve
rificacion de las propiedades de anil%o, tales como
asociatividad de la adicidn y de la multiplicacidnm

ypropiedades distributivas, asi como conmutatividad
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de la adicidn es rutinaria.

Paso 4: AS-l es' un anillo derecho de fracciones

de A respecto de S. En efecto, la funcidn

(55 p:A — AS™H
o X

1
es un homomorfismo de anillos, pues facilmente se

demuestra que

sla+b) = 2FE = 212 - g(a) +4(b)
s(ab) = % = £.2 = 4(a)d(b)

_ 1 \
L) w iy

Sea.a « S, entonces $(48) =
$(s) = (As™H* 5 wisyie (as~H™

| e

'% = %, e.d,

e

¥

= o=a

en-
S,

ac = 0.d = 0, e.d, existe ¢ & S tal que ac = 0,

Ademds, si a € A es tal que ¢(a)

fl ~lo

tonces existen c,d € A tales que l.c =

De otra parte, si au = 0 con‘a = A y u « S,en
tonces ¢(aw) = 0 = d(a)é(u), con lo cual ¢(a) = O
yva que ¢(u) es invertible.

Por @dltimo, es claro que dado %-E ASHI

. il -1
T - TE - @)

Hemos complétado la demostracidn del teorema
1. ‘

Pasamos ahora a comnsiderar 13 unicidad del ani

llo derecho de fracciones, en caso de que €ste exista.....
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PROPOSICION. Sean A un anillo y S un subconjunto
multiplicativo de A que cumple las condiciones
(1) - (2) del teorema anterior. Sea g: A - Ay un
homomorfismo de anillos tal que g(S) E.AO*. Enton

ces existe un inico homomorfismo h tal que el dia

grama
Ao,
¢l /?:' p(a) = %
As™!
es conmutativo, e.d, he¢ = g. Si ademds g es in-

yectivo, h también lo es.

Demostrnacidon: Existencia, Definimos,

(6) h(%) ==g(a.)g(.e,)_l , am. A, 4 <8,

h estd bien definida: si % = % entonces existen
elementos ¢,d € A tales que 4¢c = td « 8, ac = bd.
De aqui resulta g(a)g(e) = g(b)g(d), g(s)g(e) =
g(£)g(d). Ademds g(c) <= A ya que g(8),g9(sc) = A
Se sigue que g(a}g(c)[g(a)g(c)] = g(b)g(d)
[a)g(d]7}, e.d, g(@g()™! = g(b)g() ™ y A =
h(%). h es un homomorfismo de anillos: Si %ukz =
EE{%EE con 4¢c = 4d =: m « S entonces
h(%u#%) = g(ac-%bd)g(m)—l

= [gta)g(c) +g(b)g(d)]g(e) tg(s)~
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g(a)g (&) " +gcbyg(dyg(e) tgce) ta(a 7t

9<a)g(4);14—g(b)g(d)g(d)'lg(z)“1(g(d) = A*n)
a

h(g) + l"l(}a_:) .

Ademds si %-% = %&, con 4¢ = bu, u = S,. enton

ces K2+ = ganrgt)”! = g@rgrg@ a7t -
g(a)g(s) tg(brg(y ™t

= h(%lh(%)- h(—i—)ﬂg(l)g(l)"l- 1,

Sean ¢ el homomorfismo definido en (5),a = A,
Entonces, hed(a) = a($) = g(@)g()™! = g(a), es de
cir, h°¢ = g.

Undicidad. Sea §: As'l-—* Ab un homomorfismo tal que
§2¢ = 9. Entonces §(5) = {(§-3) = §(o()0()™!) =
g@g(a)™" = (%), e.d, § = h.

- - - a.
Finalmente ndtese que si h(;) = 0 entonces

d(a) = 0; suponiendo g inyectivo @ = 0 y % = %

resulta A inyectiva. A

LEMA 2. Sean A y S como en La hipdtesis de La pno
posicién anterion. SL A se puede sumengin en AS™1
lesto es, 84 ¢ en (5) es. inyectivo) entonces AS~!
28 ef menor aniflo que contiene A en el cuaf todos
Los elementos de S sen invertibfes. A

De la Gltima proposicidn se desprende el si-
guiente teorema de unicidad para los anillos dere- ’

chos de fracciones.

TEOREMA 2. (de undicidad,[1]). Sean A un anillo y S
un sL4tema mulliplicativo que satisfacen Las con-
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dic4ones (1) - (2) del feorema 1. Sea A, un aniflo
y g:A > A un homemonfismo que satisface £as con-
dicLones i) - iii) de La defindicién. Entonces exdis
fe un dndico Lsomorfismo h:As™! & Ao tal que heop =
g, donde ¢ es el homomorgismo definide en (5). La
demostracidn es inmediata.

§3. CASOS PARTICULARES.

12 Angllo cldsico de fracciones. Sean A un anillo
y $ = {a = Ala no es divisor de cerol. S es un sis
tema multiplicativo de A . La condicidn (1) del
teorema 1 es supérflua. La condicidn (2) se deno-
mina en este caso condicidén derecha de Ore, y en

caso de cumplirse AS_I

==Ac£se denomina .an<ffo de
necho cldsice de fracciones del anillo A. E1 teo-
rema 1 toma en este caso la forma siguiente: A po
see anillo derecho c¢lidsico de fracciones si y sd-
lo si A cumple 1la condicidn derecha de Ore. De
acuerdo al Lema 1, A puede sumergirse en Acﬂ

y Ac£ es el menor anillo que contiene A en el cual
todos los elementos de A no divisores de cero son

invertibles.

22 Cuenpo de graccdones. Si A es un anillo sin di-
visores de ceros el anillo derecho clasico de frac-
ciones de A es un cuerpo (anillo de divisidn) que

denotamos TA y denominamos cueapo derecho de {rac-
cdiones de A: Si %ﬁ‘ﬂ entonces a#0 vy a =« S. Resulta
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a & as o ; as _ 1
pues “~° - = o+ ya que &% = 44; e.d, ad Ty

invertible.

|2

Notese nuevamente que TA existe si y sdlo si
A cumple la condicidn derecha de Ore; en tal cas®
TA es el menor cuerpo que contiene A. En otras p#
labras, un anillo sin divisores de cero puede su-
mergirse en un cuerpo si y s6lo si satisface la

condicidon derecha de Ore.

32 Anillo Lzquiendo de fracciones. Es claro a paf
tir de la definicién y teoremas 1 -2 del segundo
pardgrafo, cdmo definir vy .caracterizar umn anille

izquierdo de fracciones.

PROPOSICION. Sea A un anillo y S un sistema mul=-

1

tiplicativo de A. Si AS "~ y §TA existen, enton=

ces son isomorfos.

Demostracifn: Sean ¢z A — AS™' y 4. A — STIA
los homomorfismos definidos como éen (5). Segin la
proposicidn del paragrafo anterior existen homo-
morfismos hd: AS_I-;+ S_IA y hi: S—lA s A5 ta-
les que hdo¢d =6,y h‘{ocpi = ¢d’ e.d,(hdoh‘.'}oqa‘é =

¢£, (hLOhd)°¢d = ¢d.-Por la unicidad en la propo-
sicién mencionada obtenemos que thhL =1y hﬁﬁ%

i L i CAST Y S22 Mk 2k

En[Z]pag.53, se da un ejemplo de anillo que
tiene anillo cldsico derecho de fracciones pero

no izquierdo.
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42 Caso conmutativo. Queremos ahora mostrar como
las construcciones efectuadas en el segundo para-

grafo son generalizacidn del caso conmutativo.

Sea R un anillo conmutativo y S un sistema

multiplicativo de R. Notese en primer lugar que

Rs™! = s~ln,

En [1] la construccidn del anillo de fraccio-
nes RS_I se da por la relacidén de equivalencia
(a,4) ~ (b,2) equivale a que:

) existe u e S tal que
(N atu = bsu, a,b =R, s,t <8
De las relaciones ~ = =: Si (a,4) ~ (b,%) de-
ducimos que existe w & S tal que afu = bsu. Toman
d

do ¢ =: tu, d =: su entonces 4c = td con lo cual
(

a,48) = {b; L)

(a,4) = (b,Zt). Reciprocamente, si
entonces existen ¢,d & R tales que ac = bd y 4¢ =
td &« S. De aqui resulta af(dit) = ail(4c) = acts =
bdts = bs(td), con dt &« S, e.d, (a,s) ~ (b,%).

Las operaciones en [1] se definen por

a b _at+bs
$i, & Al
§.8 . 58
d.% "k

€3) y (4) coinciden con eatas_definiciones.
Como 4% = t4 « S entonces (3) coincide con la su-

ma de arriba. Para el producto basta tener en cuen

ta que 4b = bs.
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81 R es un dominio de integridad entonces su
cuerpo de fracciones es un campo KR, v se denomi=
na campe de cocdentes (graccdiones) del domindic R.

NStese que si R = Z entonces Kz = Q.

§4. EJEMPLOS.

EJEMPLO 7.Siendo A un anillo, el grupo A¥ de sine
mentos invertibles de A es un sistema multipliicas
tivo para el cual el anillo de fracciones A(A*)-l
siempre existe, y coincide con A (Ver LEMA 1):
ACTAM) ™ = & = (A%,

De lo anterior se concluye que para n > 2

(zn)ci M,
En efecto, basta mostrar que el sistema S de

elementocs no divisores de cero en zh, coincide can

Z *: Evidentemente zn* = S. Reciprocamente, si

x & zn* entonces existe 2 < d < n tal que dix, d|n,

Sean entonces 1 € 2,4 £ n—-1 tales que X = dr, n w

ds. Entonces x84 =0 méd n) y x & S.

EJEMPLO 2. Consideremos en € el dominio de inte-

gridad

z[ /3] = {a+ b/ 3e<t|abe 2}
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Su campo de cocientes es

Q[v/-3] = {x+'y‘/—3]x,y= Q)

En efecto, la funcién

g: [/ T3] = o[/=T]
a+b/ =3 > fli._-c- % =3 .

es un homomorfismo inyectivo de anillos. Siendo

*

a, b enteros no simultaneamente nulos entonces
g(a+b/=3) es no nulo, .y por lo tanto invertible.
Nétese ademds que cada’ elemento 1—4-— /__":ﬂ[m]
se escribe en la forma,

_+u¥—‘§'f = g[(as’= 3bad'+ (as ¥ br)v = 3']9(,15 +u/""3‘)1”

e

Segun el teorema 2 Q[V 3] es (aalvo isomor=-
flsmo) el campo de coc;entea de ZI# ]

EJEMPLO 3. sea {A } eT

no vacia de anlllos,_y sea para cada { &1 S un

una familia cualquiera no

sls:epa multiplicativo de. A + :Supdngase - qusiﬂﬁ

existe para cada 4 = [, Sean.ﬁ
A:-:WAL" s "JTS‘-
donde T denota producto cortesiano.

Notese que S es un 'sistema multiplicativo de
A. (Existe AS-I? Sean a = (ai) <A, 4 = (6£)1c s
tales que 4a = 0. Existen entonces u, € 54'.’ i1,
para los cuales @, = 0; de aqui resulta au = 0

con u = (ui) « S. Sean otra vez d &« S y a < A.
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Ixfsten £, &« S, b, ® A, {® ] tales que
C‘-t“'-‘-.“n-‘."o
Se tieme entonces que a4t = 3b, con 2 o (‘t‘)

«®S, b= (b ) ® A, Queda de esta manera prodads
la uinouu do AS™?,

Results natural pregeastarse si les anillos
As™? ,m‘si" sen isemerfos.

Veamos que 1a funcifa
«f
'L A-“l“

(a o= (o)

cumple las condicieonse del georenms 23 De (3) del
perfigzateo §2 se concluye que § e wn homenerfisme
de snilles. Lvidentenente of 4 u ) & § engences
960) = b « MA8)% 81 @ = (e Ayt - s
eatonces 1‘- 0 para cada { & 1. De aguf existe

u, = 8‘ tal que 8,0, °0, ecdo 88 ® O con & “.i’
@ S. Resta obsevvar que cada elemento de m‘.!‘"
se ucrtb. en la ferha

c—") - ¢.‘4..._; . (-éuJ-) e g (a)9()"} cona e
(@), 2 = (4.

Consideremos como caso particular umna familia
finita de dominios de integridad Rl,....tn.sienaa
S, = R‘é-{ﬂ}, 1 ¢ £{ € n, entonces S = S,.x...xsyt
es el conjunto de elementos de R = Rlx...xﬂn que

no son divisores de cero, y por tanto
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(Rix...xR )., = Kp . x...xKp

1 n
donde KR‘ es el campo de cocientes deRL, 1 €4€ n.
A

Por ejemplo

(Zx...xZ)ct 2 @X...x0 .

EJEMPLO 4. seanA um anillo y S un sistema multipli
cativo de A tal que AS-I existe. Sea X un conjunto
no vacio cualquiera. Puesto que el anillo de fun-
ciones AX es un producto cartesianc, entonces de
acuerdo a lo obtenido en el ejemplo 3 se tiene el

isomorfismo

AX(SX)---l . (AS_l)x
X X
donde ST {f e AT (X)) &S}
Si A = R es un dominio de integridad y S =

R- {0} entonces SX es el conjunto de elementos de

X el
R” que no son divisores de cero, con lo cual

X A X
(R )CtE = (KR) 2 -

siendo KR el campo de cocientes de R. Por ejemplo

@, # @
@, = &

®) , =K
(eu)ci &

EJEMPLO 5. Este ejemplo figura como ejercicio pro-

puesto en [2]. Sea A un anillo y S un sistema mul
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tiplicativo de A tal que AS~! existe. Sea M(n,A)

el anillo de matrices de orden n 3 1 sobre A y sea
9(n,4) el conjunto dé matrices diagonales de M(n,A)
cuyos elementos diagﬁnales son tomados de S. N&te
se que entonces D(n, 4) es un slstema mult:plzcatl
vo de M(u A) Se desea probar que M(n A)D(n 8):

= M(n, AS™ ) "En primer lugar egstudiamos la exxaten
cia de M(n A)D(n,s)". : Sean M = (m ).: M(n, A),-

D = (d ) « 0(n,s) tales que DM = 0. Entonces

diimij w0y L £4,f € 1

Segiin la condicidn (1) del teorema 1 existen uif

< S tales que

(8) . mijuéj - G s 1 € 4,4 4.1

Si logramos anular todos los elementos de M
mediante ﬁultiplicaciones sucesivas a la derecha.
de ella por matrices de P(n,S), entonces habriamos
probado la condicifn: (1). del teorema 1, ya que

?(n,S) es. BN s;steua nult:plicatlvo.

Conenzanos anulando los elementos de 1a prlmi

ra’ f:l.la' ‘Sea u(°’ - ﬂ“u‘ﬁ"“ .unnz:g)) < 0(n,9),

donde t(o) 1 y z(°)-:s estdn determinados apli-

e VA B
o) ' e
Pl e g e e

cando la condicz&n (2) au

Seguﬁ.(s)
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NStese que entonces M(l)-: HU(O) toma la forma

0

(o)
maityi1fy

0

t(o)

Maotiaatsas

m_,u

n2- 22

(o)
2554

0

..mznu

sas M

nn nn

(o)
ununntnn

L

I(O)

/

Procedemos ahora a anular los elementos de 1la

segunda fila de M(l)'

_.2%0)
{9744
.« A,
i

los elementos U
t(l)c . bz

if

iuz

(o) ¢

- (1)-
if

R 4 P
i ij
Aplicendo (8)

(o) ,(1)
BT INY, o, ool i oBy Sl
Yoitiitijotii

Notese que entonces

u

AR -
i k]

25025

2;“2;”

24
W2y (1)

: Aplicando la condicidn (2) a

1, encontramos

§ > 1, tales que

> 1

|

@ 0,..4.9:d0s

donde

uMa: p({D, ... 280)) @ 0(n,5), toma 1a forma

”~

s 0
0 0
te) A3 (0),(1)
matiptyy gy Map¥aatar %22
(e) (1) (o) ,(1)
M1t A1 Magtaatar 42;

0
3

(o) ,(1)
"'msu“nntnu tnu

cee M U t(°)£(1)

mnn i AR /



166 apuntes

De manera anfiloga encontramos ultricol diagona
les H(Z).....U(”) € D(x,s) tales que

“u(O).-.oI.u‘l) - o »

lo cual prueba la condicilm (1).

Pasamos ahora a probar (2): Sean M = (uij)c
“(n")p D= (d_ij) © p("o‘) -

Aplicamos (2) a los elementos mlj’dll’l‘ i €n,
encontramos t}?)t S, b,,®A, 1 & < n, tales que

14
(D) m 2890 = d b 1 &4<n
117144 137240
Aplicamos (2) a los elementos m2j }?) d en-
contramos t}})c S, sz «A, 1 54 <n, tales que
3 (o) ,(1) .
(2) mzjtjj tjj dzzsz 1 €45 €n

Continuando de esta manera, aplicamos (2) a los

(o) (n=2)
elementos mnjtjj."tjj »

,tg.':!'") < S, bnj €A, 1 § § <€ n tales que

- (o) n-1) _ :
(n) njtj}'°'tjj dunbuj' 1 €45 €n

Aplicando coembinadamente (T),.,..(;) resulta
MT = DB, donde

dnu Yy encontramos

(o) (n-1)
tll"'tll ; 0

T = ... L D(n;&)
g03 _ oneky
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i 5 e B R (1) L(n-1) (1)  (n=1)
b, (250 S O A T e i
(2) (n=1) (2) (n-1) (2) (n-1)
Y A Bials” ailysy ottt
B = T NI A R R TR S i A
n-1) (n-1) (n-1)
bﬂ-l,ligz 61,2522 L M YA
by v b, o b, ,

lo cual completa la demostracidn de la existencia

de M(n,A)D(n,s) 1.
Veamos ahora que la funcidn

g: M(n,A) —» M(n,AS™ 1)

te, ) s JAE

L4
satisface las condiciones del teorema 2.

Segiun (5) del paragrafo 82 g es un homomorfis-
mo de anillos. Si P = (d..) « D(n,S) entonces g(D)
if 11 dyny € -1yx
( 1 ) = D(—T—,---,—%ﬂ) = M(n,AS ) con inversa
dyg dpy -1 1 1
p(_,-.-,_n_ﬂ.) =p(a y ey )-
1 1 11 dyn
Sea M = (mij) < M(n,A) tal que g(M) = 0. Exis-
ten entonces uij & S tales que
mijuij = O IYg 454 €N
Repitiendo el procedimiento que sigue a (8) en

contramos V € D(u,S) tal que MV = 0
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ik
Resta probar que cada matrizX = (zﬂ-) « M(n,A&-l)

AL
se puede expresar en la forma J

X = g(A)g(ﬂ)-l, con A & M(n,A), D= D(n,s) .

Comencemos con una observacidn muy sencilla.

-1 - ¥ 5
Dados %,% e AS existen fracciones con denomina-

a-. Bt i .2 b ok ¥
dor comin & R tales que 6 L i En efec

to, aplicando (2) a 4,1 encontramos ve& S, £ « A

tales que 4 s4v = £t € S: entonces claramente

av._ a bk _.b

v 22 % T
Aplicamos esta observacidn a los elementos de
cada columna de X v encontramos X' = X donde los

denominadores por columnas son iguales, digamos

s -,
' {
%13 in
' )[-l - L] - an
X = X~ = . :
a’ a'
nl nn
L n &n
Fd

Nétese que X = X" = g(A)g(?)~! donde A:=(a;j),
D= 0(1y,...,n,) « D(n,S)
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