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EoZet{n de Matematiaas
VoZ. XXI, N.2,3 1987 APUNTES

TRfSECCION CON LA HIPERBOLA

Rene W. Sandoval

Siempre es un placer y una profund emoci6n reco-
rrer, y volver a recorrer, los caminos que abrie-
ran los Grandes.

En la historia de las Matematicas hay tres pr~
blemas que se volvieron famosos y ocuparon los es-
fuerzo·s mentales del hombre por mas de dos mil a50&

1. La dup!ic.ac.i6n del c.ubo, 0 sea, el problema de
encontrar el lade de un cubo cuyo volumen es el
doble del volumen de un cubo dado.

2. La t~i~ec.c.i6n ~e un angulo, 0 sea, el problema
de dividir un angulo cualquiera en tres angulos
iguales

3. La c.uad~atu~a del c.l~c.ulo,0 sea, el problema
de construir un cuadrado que tenga igual area
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que un e1rculo dado.

Estos tres problemas surgieron en las epocas
entre Thales y Euelides y su particularidad radica
en que se propon1a encontrar su solucion usando so
lamente las herramientas geometrieas de que se di~
ponla en aquel tiempo, esto es, la regIa y compas,
llamadas desde entonees las herramientas de Eucli-
des.

El deseo de encontrar' solueiones a estos pr9-
blemas se torn6 en una verdadera obsesion y materna
tieos de todas las tallas, genios y aficionados,
buse ron su solueion. No fue sino en el sigle XIX
que se llego a demostrar la impesibilidad de reali
zar diehas eonstrueeiones geometrieas bajo las co~
dieiones ya mencionadas. Mientras tanto, los es-
fuerzos dedieados a esta investigaeion hab1an 11e-
vado a los matematieos por infinidad de eaminos,
en que se reeogieron hermosos trofeos, como la in-
veneion de las seeeiones conieas, la soluei6n de
las eeuaciones cubicas y euartieas, la creaei6n de
varias eurvas trascendentes y el planteamiento de
muchas otras teor1as que llevaron a 1a matemati-
cas a ocupar el p ~sto de lrder que hoy oeupan en
el desarrollo de las ciencias. La moderna teorra
de grupos fue justamente la que permiti6 dilueidar
definitivamente estos problemas, estableeiendo su
imposibilidad.
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A1gunas curvas trascendentes, como 1a cisoide
de Dioc1es (180 A.C.), la concoide de Nicomedes
(240 A.C.), la cuadratriz de Hippias (425 A.C.),

0___
la ~sPiral de Arquimedes (225 A.C.) resuelven uno
y aun dos de los problemas propuestos. Pero, re-~
cuerdese nuevamente que la condicion es resolver-
los solo con ayuda de las herramientas de Euclides.

Algunos eminentes matematicos del siglo XVII,
entre ellos Newton, Huygens, Descartes, Gregoire
deS a in t-V inc ent, die ron su con trib u c ion en e1 pro-
blema de la duplicacion del cubo.

Las trisectriees de Maclaurin resuelven e1 pr~
b1ema de la triseccion de un angulo.

La hiperbola; muy conoeida por nosotros, re-
sue1ve tambien el problema de 1a trisecci6n y en
su desarrollo, tal como 10 vamos a tratar a conti-
nuaci6n, hay que recurrir a capitu10s muy intere-
santes de la Matematiea.

LA CONSTRUCCION DE PAPPUS (300 D.C.)
"Sea A Q B e1 angulo central de un circulo y

QC su bisectriz. Tracese'una rama de hip~rbola de
excentricidad dos con el punto B comofoco y QC

como direetriz. La hiperbola cortara el area AS

en un punta P, el cua1 triseca el angulo AQ.B".

Vemo~tnaeion. En la figura adjunta (pag.138), sea
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B e1 foco de 1a hiperbo1a y QC su directriz. El s Ls ...

tema de coordenadas ,X 0 Y es tal que su ejeOX pa s a

par los punt os A y B y su ej e 0 Y es pa r a Le Lo a QC.

\.
\.
\
\
\
\

!!!§ . ECUA ION DE HIPERBOLA.

Por la geometrra analrtica conocemos que la

EElecuacion de la h i.p e r boLa en su forma c an Sn i.c a es

(((donde los semi-ejes a y b satisfacen la r eLac Ldn

(( I (2)
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Una hip~rbola de excentricidad e - 2 se obtie-
c.ne cuando e = a · 2, esto es, C. = 2~.

Tambi~n conocemos que las directrices de
hiperbola son las rectas de ecuaciones X = ±

manera que siendo QC una de las directrices
h Lp erb o La de excentricidad. 2 , su ecu a ci on es
10 cual permite plantear 1a ecuacion (1) en fun-
cion del angulo 8. As!

una
a. dee'
de 1a
X = a.

2'

VB = la. = R-6e.Yt~

2R 8T,oe.Ytza.

4R 8c. T-6e.Ytz
b = {1 69R

2 ~ e.Yt2% _ 4:
2
-6e.~ 2%'

2R13 8
= -3--6 e.YtZ

Entonces 1a ecuacion de la hiperbola es:

9 X 2 91j2
1=

4R2-6e.Yt2! 12R2.6e.Yt2~
2

0 tambien, sin perder genera1idad, adoptando R 1:

(3)

Nuestro objetivo es calcular las coordenadas
del punto P, punto de interseccion entre 1a circu~
ferencia de centro en Q y radio 1 y 1a hip~rbo1a
dada por la ecuacion (3) y demostrar entonces que
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la longitud del a rco P B es un tercio de la del ar
co A B •.

§ • E UACION DE A CIRCUNFE ENCIA.
Su centro es de coordenadas

a eQ(-z' - Rc.o.oz)
R e eQ(:roe.n2, - Rc.o.o2)

~o

y el radio R = 1, de donde se obtiene 1a ecuacion

(4) 1 e 2 e 2(x - -.oe.n-) + (y + c.o.o-)322 1

§3. PUNTO DE I TE SECCION P.
La resolucion del sistema de ecuaciones (3) y

(4) conduce a la siguiente ecuacion cGbica en y:

La resolucion de esta ecuacion por la formula
de Cardano, obliga a que eliminemos el termino en
y2, 10 cual es posible, como se sabe, haciendo
y = Z + k. y buscando este valor de k. para que desa-
parezca e1 termino de segundo grado. Asi, el reem-
plazo de lj == Z + k. en (5), d e sp u es de las respecti-
v y 1a agrupacion de terminos



apuntes 141

de igual grado da;

4z3 + 12 (k + ccs ~) z2 + (l2k2 + 24ke.0.6t - 12.6e.n.2!+ 9) z +

t..3 1..2. 8 2.8 I.. 8 284(<. + 12r<. c.0.62+ (9 - 12.6e.n. 2)(<'- 4c.o.62.6e.n. 2 = o.(6)

E1 te rmin 0 des e gun dog rado see 1imin a s i k = - C.M ~ •

El reemplazo de este valor en los demas termi-
nos de la ecuacion (6) conduce a una nueva ecua-
cion cubica en z cuya forma es:

(7)

La aplicacion de la formula de Cardano

z

para una ecuacion cubica de la forma

(8)

3 1 8can p := -"4 y q = - 4"C.0.62 ' como es el .c a so de la
ecuacion (7), nos da:

I

Observese que se produce aqu1 el caso irreduci
ble de la solucion de Cardano; esto es, hay ra1ces

2 8imaginarias pues (cos 2 - 1) es menor que cera para
todo valor de e, excepto para 8 := O. El caso 8 := 0
10 dejamospara el lector. En 10 que sigue se dis-
cutira el caso de ra1ces imaginarias.
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Las 0 1u c ion (9 ) pu ed eta mb i en e ser ib irs e en la
forma eompleja

(10) 1( 8 _ 8)1/3z = - c. 0 I.l - + -t /.)e. Yl.- +2 2 2

en la eual, a su vez, podemos usar la formula de
Euler
(11 )

±i)(e. = C.OI.> x±il.le.Yl. X

Entonees
z = 2:. ( e.l8 / 2 ) 1/3 + . 2:. ( e. -l e / 2 ) 1/3

2 2
= 2:.e.l8/6+2:.e.-i8/62 2
1( 8. 8) 1( e . 8)z = 2" c.oI.l6+-<..I.le.Yl.6 +2 c.oI.l6--<...6e.Yl.6

de 10 eual se obtiene

(12 ) z

(13)

La abscisa del punto P puede ealcu arse faei+-
mente a partir de (4) con el valor de Y obtenido
en (13). El ealeulo da:

(14)

Observese la gran utilidad de la formula de
Euler para salvar el grave eseollo de las ralces
imaginarias en la expresion (10), escollo que Car-
dano no pudo salvar causandole perplejidad.
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§4. CAlCUlO DEL AReo PB.
La parte final de la demostraeion eonsiste en

ealcular la longitud del area BP y mostrar que es
un tereio de 8.

Reeurrimos ahara al ealeulo integral usando la
formula para longitud de area fiUy cOTIoeida por to-

estudiante:

PB • j" /1+ (q' )2',;,
Xl

En la cual los limites xl y X2 son las abseisas
de los puntos P y B, ambas eonoeidas ya.

dos los

( 15)

1 ee
xl = 3-6 e.nI + -6e.n"'6

4 e
X = --6 e.n-232

La derivada y' se obtiene de la .~ecuae~on (4)t£

A B,mando y > 0, como eorresponde a todo el area
se obtiene

e I ( 1 e 2y = - c. 0.6"2 + r 1 - X - 3.6 e.nz)
, ax - .6e.n(e 1 2)':J =- ..~

/9 - (3X - .6 en e 12) 2
El reemplazo de (16) en (15) conduce a una in-

tegral de la forma:

(16)

X2

J 3dx
= Xl.-"'~;=9=-=(=3=X=-=.6=e=n=e=/2=5=:2~'

la eual eon el reemplazo 3x - .6e.n! :: 3.6e.nw y
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.... dx = Qo~wdw da finalmente 1a integral definida

,roo..PB

resu1tado que comp1eta 1a demostracion.

* * *

Vicente Pajue10 N~403
Urbanizacion lIMexterior"
Quito, Ecuador.


