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TRISECCION CON LA HIPERBOLA

René W. Sandoval

Siempre es un placer y una profunda emocidn reco-
rrer, y volver a recorrer, los caminos que abrie-
ran los Grandes.

En la historia de las Matemdticas hay tres pro
blemas que se volvieron famosos y ocuparon los es-

fuerzos mentales del hombre por mds de dos mil afios.

1. La dupficacién def cubo, o sea, el problema de
encontrar el ladoe de un cubo cuyo volumen es el

doble del volumen de un cubo dado.

2. La trdiseccedbn  de un dngulo, o sea, el problema
de dividir un 3ngulo cualguiera en tres Zngulos

iguales

3. La cuadratura def circulo, o sea, el problema

de construir un cuadrado que tenga igual area
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que un circulo dado.

Estos tres problemas surgieron en las &épocas
entre Thales y Euclides y su particularidad radica
en que se proponia encontrar su solucidn usando so
lamente las herramientas geométricas de que se dis
ponia en aquel tiempo, esto es, la regla y compis,

llamadas desde entonces las herramientas de Eucli-

des.

El deseo de encontrar soluciones a estos pro-
blemas se tornd en una verdadera obsesidn y matemd
ticos de todas las tallas, genios y aficionados,
buscaron su solucidn. No fue sino en el siglo XIX
que se llegd a demostrar la imposibilidad de reali
zar dichas construcciones geoméfricas bajo las con
diciones ya mencionadas. Mientras tanﬁo, los es-
fuerzos dedicados a esta investigacidn habian 1lle-
vado a los matemdticos por infinidad de caminos,
en que se recogieron hermosos trofeos, como la in-
vencidn de las secciones cOnicas, la solucidn de
las ecuaciones cibicas y cuarticas, la creacidn de
varias curvas trascendentes y el planteamiento de
muchas otras teorias que llevaron a las matemdati-
cas a ocupar el puesto de lider que hoy ocupan en

el desarrollo de las ciencias. La moderna teoria

95}

de grupos fue justamente la que permitid dilucidar

definitivamente estos problemas, estableciendo su

imposibilidad.
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Algunas curvas trascendentes, como la cisoide
de Diocles (180 A.C.), la concoide de Nicdmedes
(240 A.C.), la cuadratriz de Hippias (425 A.C.),
‘I;_espiral de Arquimedes (225 A.C.) reguelven uno
y atin dos de los problemas propuestos. Pero, re-
cuérdese nuevamente que la condicidn es resolver-

los s8lo con ayuda de las herramientas de Euclides.

Algunos eminentes matemdticos del siglo XVII,
entre ellos Newton, Huvgens, Descartes, Grégoire
de Saint-Vincent, dieron su contribucidn en el pro-

blema de la duplicacidn del cubo.

Las trisectrices de Maclaurin resuelven el pro

blema de la triseccidn de un angulo.

La hipé&rbola, muy conocida por nosotros, re-
suelve también el problema de la triseccidbn y en
su desarrollo, tal como lo vamos a tratar a conti-
nuacidén, hay que recurrir a capitulos muy intere-

santes de la Matematica.

LA CONSTRUCCION DE PAPPUS (300 D.C.)

"Sea AQB el angulo central de un circulo y
QC su bisectriz. Tricese una rama de hipérbola de
excentricidad dos con el punto B como foco y QC
como directriz. La hipérbola cortard el arco AB

en un punto P, el cual triseca el angulo AQOB".

Demostrhacion. En la figura adjunta (pag.138), sea
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B el foco de la hipérbola y QC su directriz. E1 sig&-
tema de coordenadas X(VY es tal guzs su eje 0X pasa

por los puntos A vy B v su eje 0Y es paralelo a QC.

¢¢1§1. ECUACION DE LA HIPERBOLA.

Por la geometria analitica conocemos que la

¢ciecuacidn de la hipérbola en su forma candnica es

2 2
(((1) i?"%‘ 1

((1(2) a“ + b” = ¢



apuntes 139

Una hipérbola de excentricidad ¢ = 2 se obtie-

ne cuando e = % = 2, esto es, ¢ = 2a.

Tambi&n conocemos que las directrices de una
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hipérbola son las rectas de ecuaciones X =
manera que siendo OC una de las directrices de la
hipérbola de excentricidad 2, su ecuacidn es X = %,
lo cual permite plantear ia ecuacidn (1) en fun- .

cidén del angulo 6. Asi
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Entonces la ecuacidn de la hipérbola es:

9x? 9y?

ARZAznZ% 12R242n2%

=1

o también, sin perder generalidad, adoptando R =1:

2 2
( § A, el 26
(3) 1 g 9A€H 5

Nuestro objetivo es calcular las coordenadas
del punto P, punto de interseccidn entre la circup
ferencia de centro en Q y radio 1 y la hipérbola

dada por la ecuacidn (3) y demostrar entonces que
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la longitud del arco PB es un tercio de la del ar

>co AB..

§2. ECUACION DE LA CIRCUNFERENCIA.
Su centro es de coordenadas

0%, - Reosd) &

Q(};A en%, ~ RQOA%)

y el radio R = 1, de donde se obtiene la ecuacidn

Yorasy f 6,2
(4) (x-gsenz) "+ (y+cos3x)” = 1

§3. PUNTO DE INTERSECCION P.

La resolucidn del sistema de ecuaciones (3) y

(4) conduce a la siguiente ecuacidn ciibica en y:

(5) 4y3 + 12g2c04-g-+‘(9 - 124en2%)y— ACOA%AQVLZ% = 0.

La resolucidn de esta ecuacidn por la fdrmula
de Cardano, obliga a que eliminemos el término en
yz, lo cual es posible, como se sabe, haciendo
y = z+ k y buscando este valor de k para que desa-
parezca el término de segundo grado. Asi, el reém—
plazo de y = z+ k en (5), después de las respecti-

vae simplifipsciomes y la agrupacidn de términos
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de igual grado da:

423+ 12(k + coA—g—)zz +(12k% + zakcozs%- 125en2%+ 9)z+
(6 4h> + 12k2c05-g—+ (9- 1242n2%)k- AQOA%AQVLZ% = 0.
El término de segundo grado se elimina sik =-c0&%.

El reemplazo de este valor en los demds térmi-
nos de la ecuacidn (6) conduce a una nueva ecua-

cidn ciibica en z cuya forma es:
3 4 6 _
(7) Z —Z;-ZCGbi = 0

La aplicacidn de la formula de Cardano

. =§/~Q+/{2+4P3/27 +,¥-Q—/Q2+4P3/27

2 2

para una ecuacidn cibica de la forma

(8) z3+pz+q=0
e R 6
con p O q —'-ZQOAE , como es el caso de la

ecuacion (7), nos da:

go_ V1sb3fioie 9 j/ 6 ./ 28
(9) 2 = 5( Yeosnt{eof 5- 1 + ~ecosz-Yecos =-1)

Obsérvese que se produce aqui el caso irreduci

ble de la solucidn de Cardano; esto es, hay raices
imaginarias pues (cOAzgu-l) €s menor que CcCero para
todo valor de 06, excepto para 6 = 0. E1 caso 6 = 0
lo dejamos para el lector. En lo que sigue se dis-

cutira el caso de raices imaginarias.



apuntes

[—
S
3]

La solucidn (9) puede también escribirse en la

forma compleja

(10) z = —;-(coa—e-+,ében%)l/3

0 9)1/3
2

1, .
+ = —_ - o
s(coss - Lsens
en la cual, a su vez, podemos usar la férmula de
Euler
+4 £
(11) ™ X = cos xtisen x .

Entonces

_— %(e‘6/2)1/3+ %(Q—Le/2)1/3
_1,46/6 _1,-48/6
= -Z-Q +7Q :
gy A T P BN Pt AP L)
z = 2(C056+LAQV16)+2(C056 4.42n6)

de lo cual se obtiene

Y 'd L]
(12) z = cosg
(13) y = co»s—g-— co/sg—

La abscisa del punto P puede calcularse facil-
mente a partir de (4) con el valor de Y obtenido

en (13). E1 calculo da:

1 0 )
(14) X = §Sen§+ Seng

Obsérvese la gran utilidad de la fdérmula de
Euler para salvar el grave escollo de las raices
imaginarias en la expresidn (10), escollo que Car-

dano no pudo salvar causandole perplejidad.
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§4. CALCULO DEL ARCO PB.

La parte final de la demostracidn consiste en
calcular la longitud del arco BP y mostrar que es

un tercio de 0.

Recurrimos ahora al cdlculo integral usando 1la
férmula para longitud de arco muy conocida por to -

dos los estudiante:

%2
(15) PB = ( Y1+ (y')“dx
J

X

En la cual los limites X, ¥ x2 son las abscisas

J

de los puntos P y B, ambas conocidas vya.

1 0
X; ="lensr /éQVl'@'
1 5] V. o
- 6
X5 = ‘3"6(’_}’1':;
' S

La derivada y' se obtiene de la ecuacidn (4)to
mando 4 > 0, como corresponde a todo el arco A B,

se obtiene

o) 1 642
y = - coa—2-+ﬂ- (x-gbenij

(16)
__3x-sen(8/2)

y' TT w8 e e e e
/9 - (3x - sen6/2)?

El reemplazo de (16) en (15) conduce a una in-

tegral de la forma:
Xy

T ‘[ 3dx -
x, /9 - (3% - sen 0/2)°

la cual con el reemplazo 3X - Aen% = 35enw y
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. dx = coswdw da finalmente la integral definida

6/2
w] =
6/6

o f9/2
B = J dw -
8/6

resultado que completa la demostracidn.

Vicente Pajuelo N2%403
Urbanizacidn "Mexterior"

Quito, Ecuador.



