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SOBRE LOS PUNTOS FIJOS Y DE COINCIDENCIA
DE PARES DE APLICACIONES

Jaime Rod~iguez Monte~

ABSTRACT. A necessary and sufficient condition is
given for the existence of common fixed points of
couples of maps of a metric space into itself. The
result covers others of K.M. Das, R.V. Naik. L.B.
Ciric and G. Jungck, and no a priori assumption is
made on the completeness of the space, the continu
ity of the maps or on their commutativity. A simi-
lar result for coincidence points of couples of
maps is also established.

RESUMEN. Se establece una condici6n necesaria y s~
ficiente para la existencia de puntos fijos comu-
nes de pares de aplicaciones de un espacio metrico

AMS Classifications: Primary 47H10, Secondary 54H25.
Palabras Clave: Puntos fijos, puntas de_coincidencia,

diametro de un conjunto.
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Ens! mismo, 1a cua1 no require on ici nes a pri~
ri sobre 1a continuidad 0 conmutatividad de las mis
ma ni sobre la completez del espacio. Los resul a
dos obtenldos contienen y generalizan resultados
de K.M. Das, R.V. N ik, L.B. Ciric y G. Jungck. Se
da tambiin una condici6n similar para la existen-
cia de puntos de coincidencia de pares de aplica-
ciones.

I TROOUCCION.
K.M. Das y R.V. Naik han obtenido algunos re-

sultados interesantes sobre puntos fijos comunes
de aplicaciones continuas que conmutan y que estan
definidas de un espacio metrico completo en sl mis
mo. Estos resultados generalizan otros de L.B. Ci-
ric y G. Jungck y pueden ser a su vez generaliza-
dos, bajo condiciones apropiadas, a ap1icaciones
no necesariamente continuas que conmutan s610 en
un punto. De hecho, ~aremos condiciones necesarias
y suficientes para 1a existencia de puntos fijos
comunes y de puntos de coincidencia de parejas de
aplicaciones definidas en un espacio met rico arbi-
trario, sea que estas conmuten 0 no.

§l. LOS TEOREMAS DE DAS Y NAIK.
Los siguientes son los resultados de Das y Naik

[1] .
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TEOREMA 1.1. Sean n,g apl~eae~one~ de un e~pae~o
m~t~~eo eompleto X en ~1 m~~mo. Sup6nga~e que n e~
continua y que n y 9 conmutan. Sup6nga4e adem44
que g(X) ~ n(X) y que exi4te a « (0,1) tal que

(1.1 ) d(g(x) ,g(y» < amax{d(6(x),6(y» ,d<6(x) ,g(x»,

d(n(Y) ,g(y» ,d(6<x) ,g(y» ,d(o(y) ,g(x»}

pa~a todo pa~ x, y en X. Entonee4 6 y 9 t~enen un
punta 6~jo eomun, neee~a~~amente un~eo.

TEOREMA 1.2. Sea n una apl~eae~6n de un e~pae~o'mf
t~~eo eompleto X en ~1 m~~ mo tal que n 2 e.s eont.-i..nua..
Sea g: 6(X) ~ X tal que g(6(X» 5 n2(X) y que nog(x)
= go6(x) euando ambo~ m~emb~o~ ~~tan de6~nido~. S~
p6nga4e,adema~ que 11.11 4e ~ati~naee pa~a todo
pa~ x, y en n(X). Entonce~ n y 9 t~enen un punta
n.-i..jocomun, nece4a~iamente unico.'

El Teorema 1.2 es de hecho consecuencia del
Teorema 1.1. En efecto, si n y 9 son como en el
enunciado del Teorema 1.2, entonces G = gon Y
F = 62 satisfacen las h i.pS't es Ls del Teorema 1.1.
Por 10 tanto, existe un unico X en X tal que

gon(x) =- G(x) = F(x) = n2(X) = x ,

Se deduce que

y como n y 9 conmutan sobre n(X) entonces nogon(X)
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= go 62 (X), de 10 cual

g(X) = 6(x).

Dado que
g06(6(x»

de la unicidad de X se deduce finalmente que

6(x) = g(x) X,

y X es punto fijo comun de 6 y g, necesariamente
~ .unl.Co.

§2. El TEOREMA PRJ tIP t.

Sean 6 y 9 aplicaciones de un espacio met rico
X en si mismo, tales que g(X) ~ 6(X). Entonces es
posible construir sucesiones (Xn) Y (Yn) en X ta-
les que
(2. 1) n· ~ o.

En efecto, con Xd e X arbitrario, sean Xl e X
tal que 6(x1) = g(Xo) Y Yo = 6(x1). Construidos
Xo""'Xn Y Yo'·' ·,Yn-1, sean Xn+1 e X tal que
6(xn+1) = g(xn) Y Yn = 6(xn+1)··

'Sea ahora

(2.2) n ~ 0, ,

Y sup6ngase que 6 Y 9 satisfacen la condici6n (l.J)

~el Teorema 1.1. Sea o(O(Yk,n» el diametro de
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o Yk,n). Demostraciones de los siguientes lemas
pueden encontrarse en [IJ.

LE~A 2.1. Si pa~a k > ° Y n € ill ~e tiene que
o(O(Yk,n)) > 0, entonQe~

(2.3)

qonde k < j ..::;k + n . Adema~

(2.4) k > 1,

donde ° < a < 1.

(2. 5)

hip6te~i~ del

ak
-dey 'Yl)'I-a 0

Lema 2. 1 ,MA 2.2. Bajo la~ mi~ma~

El siguiente teorema generaliza el Teorema 1.1.

TEOflEMA 2.1. Sean fi Y 9 ap.e..{c.ac.ione~de un e~paQio
~«t~ic.o X en ~L mi~mo. Pa~a que fi Y 9 tengan un
~U"to fiijo C.oman, e~ neQe~a~io Y ~u6ic.iente que
exi~tan un ~ubc.onjunto c.ompleto Y no vac.lo K de X
~ a E (0,1) ta.e.e~ que

(i) g(K) ~ 6(K) ~ K;

(ii) pa~a todo pa~ de puntoh x, y en K

d(g(x),g(y)) ~ amax{d(fi(x),6(y)),d(6(x),g(x)),

d(6(Y) ,g(y)) ,d(6(x) ,g(y)) ,d(6(y) ,g(x))};
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(iii) ~~ X e X Y ex~~te una ~uee~~6n (Xn) en K tal
que

lim 6(x ) =nn-+oo
Li.m g(xn) = x,
n-+oo

entonee~
n(x) = g(x).

O~Mo~~~aC~OK. La .condicion es necesaria, pues si a
es punto fijo comGn de n y g, las condiciones (i),
(ii) Y (iii) se satisfacen obviamente para K = {a}
y para todo a- (0,1). Veamos que es suficiente.
Para esto basta demostrar la existencia de x c X
tal que 6(x) = g(x), ya que.entonces, de (iii),
62(x) = g2(X) y, de (ii), con Y = g(x) ,d(g(g(x»,

g(x» ~ ad(g(g(x»,g(x». Esto solo es posible si
9 (g (x ) = 9 ( x) , del 0 cua1 6 ( 6 ( x» = 9 (g ( x) ) = 9 (x)
= 6(x), Y 6(x) result aria ser punta fijo comun de
6 y g.

Sean (xn) y (Yn) las sucesiones. definidas a1
comienzo de esta seccion. Si para algun k y algGn
n,o(O(Yk,n» = 0, en~onces Yk • Yk+l' asi que
6 (x k+ 1) = 9 ( x k+ 1) •

Supongamos entonces que o(O(Yk,n» > 0 para t~
do k > 0 Y todo n E lli. Dado E > 0, sea no tal que

Entbnces
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como resulta del Lema 2.2, aS1 que (y ) es una su-n
cesion de Cauchy en g(K). Sea entonces X E g(K)
tal que

l1m n(xn) = lim g(xn) = x.
n~oo n~oo

La existencia de X resulta de (i) y de la hi-
potesis sobre K. Pero entonces (iii) implica que
6(x) = g(x), y el Teorema queda demostrado .•

NOTA 2.1. Observese que la condicion (ii) del Te£
rema 2.1 permite concluir que 6 y 9 tienen sobre
K un Gnico punto fijo comGn. En efecto, si 6(x) =
g(x) = X y n(Y) = g(y) = y para x, y en K, enton-
ces, de (ii), d(x,y) ~ ad(x,y), as f que d(x,y) = a
y X = y.

NOTA 2.2. Bajo las condiciones del Teorema 1.1, si
X E X y existe una sucesion (x ) en K tal quen

= lim 9 ( X n) = x ,
n~oo

entonces 6(x) = g(x). En efecto, la continuidad de
6 conduce a que

6 (x) •

Como

d(g(6(xn»,g(x» ~ ama.x{d(62(xl1),6(x»,d(6
2(xl1). g(6(xn»),

d(6(x) ,g(x» ,d(n2(xl1),g(X». d(6(x) ,62(xn»},

pasando al limite cuando n ~ 00, se obtiene que



106 aportes

d ( 6 ( x) ,9 ( x) ~. CI.d ( 6 ( x) ,9 ( x) ), 0 sea, dad 0 que CI. < 1,
que 6(x) = 9(X).

Esta observaci5n muestra qua el Teorema 2.1
efectivamente generali&a el Teorema 1.1 y, por 10
tanto, tambifin el Teorema 1.2. El siguiente ejem-
plo ilustra el Teorema 2.1.

EJEMPLO 2.1. Sea X = R con la metrica usual y se~
6,9: X -+ X definidas como sigue: para 0 ~ X ~ 1,

sean

1:X. X. e: (Q

6 (x ) =
e."3 X , X e: {ij ,

y r 2,
X e: (ij-x6

9 (x) =

II 2, x e: {ije..-x9
Para x r en X- [0, 1J, 6 y 9 se definen de tal manera
que sean discontinua~ y no conmutativas. Tomando
K = [0, 1] y CI. = ~, e s fa c i1 ve rificar 1aS con d ici.£
nes del teorema. El Gnico punta fijo comGn de 6 y
9 en K es X = o.

§3. UN TEOREMA DE COINe DENCIA.

VEFINICION3.1. Dados conjuntos no vacl0s X y Y, y

aplicaciones 6, 9 de X en Y, se dice que X e: X es
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punto de coincidencia de 6 y g, si 6(x) = g(x).

Haciendo uso de las tecnicas anteriores se ob-
tiene:

TEOREMA 3.1. Sean X y Y e~pae~o~ met~~eo~ y 0, 9

apl~eae~one~ de X en Y. Pa~a que 6 Y 9 tengan un
punta de eaine~dene~a, e~ neee~a~~o Y ~u6~e~ente
que ex~~tan un ~ubeonjunto no va~10 de K de X y
a E (0,1) tale~ que:

(i) g(K) s 6(K) y 6(K) completo.

(ii) Para todo par de puntas X, y en K,

d(g(x) ,g(y»)~ a max{d(6(x) ,6(1j),d<6(x),g(x)),d(6(Y) ,g(y)),

d(6(x) ,g(y)) ,d(6(ij),g(x))}.

es tal que 6(x) = g(x), la
necesidad de la condicion se verifica tomando
K = {x} y a € (0,1)arbitrario.

Veamos que son suficientes. Como antes, existffi
sucesiones (Xn) en X y (Yn) en Y las cua1es verifi
can (2.1) y para las cuales los resultados conteni
dos en los Lemas 2.1 y 2.2 son igualmente va1idos.
E1 mismo argumento usado en 1a demostracion de 1a
sufieiencia en e1 Teorema 2.1 muestra que 6(xk.+1) =
9(xk.+1) para a1gun k., 10 eual demuestra la afirma-

ion, 0 que existe X E X tal que

lIm n(xn) = lIm g(xn) =-n(x),
n+oo n+oo
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pues ~(K) es completo. Como

d(g(x),g(Xn» ~ amax{d(n(x),n(xn»,d(n(X),9(X»,

d<n(xn) ,g(xn» ,d(o(x) ,g(xn» ,d(n(xn) ,g(x»},

pasando al limite cuando n + 00 se l1egari a que

d(g(x),n(x» ~ ad(n(x),g(x».

Entonces o(x) = 9(x), 10 cual demuestra .e L Teorema.

orA 3.1. Baja las condiciones (i), (ii) del Tear~
ma 3.1, si O(x) = g(x) Y 6(Y) = g(y), entonces
n(x) = usi.

NOTA 3 .. La condici5n(i) del Tearema 3.1 pu de
reemplazarse por:

(i' ) g(K) S n(K), g(K) ~ample~o.

A a ecimientos. Quiero expresar mis agradecimien-
tos a los profesores.Jairo Charris y Lucimar Nova
por su ayuda en la redaccion de este artlculo.
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