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ABSTRACT. Homology and cohomology groups for open
demains of the plane are defined in terms of the
concept of index of a curve with respectto a point.
A Mayer-Vietoris sequence is established for both
homology and cohomology by means of simple results

of elementary complex analysis. Some applications

are given.

RESUMEN. Se definen grupos de homologia y cohomolo
gia para dominios del plano por medio de la nociédn

de Indice de una curva con respecto a un punto. Se
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dan algunas aplicaciones.

§1. INTRODUCCION

El uso de métodos topoldogicos en andlisis es
de vieja data. La homologia singular y la cohomo-
logia con valores en un haz juegan papeles {tiles
e importantes en ciertos aspectos del Andlisis Com
plejo. Los métodos topoldgicos han sugerido con
frecuencia resultados en andlisis y, a su vez, téc
nicas analiticas han mostrado ser eficientes en el

establecimiento de propiedades topoldgicas.

La nocidn de homologia basada en el indice, la
cual puede atribuirse a E. Artin y C. Caratheodory
dada la importancia que estos matemdticos atribuye
ron al concepto de indice de una curva y al papel
que éste jugaba en la Teoria de Cauchy, no ha sido,
hasta donde llega nuestro conocimiento, explotada
sistematicamente. Esto nos parece inapropiado, pues
dicha homologia es comparativamente mds simple y
natural que la homologia singular en el caso de los
dominios del plano. Tal nocidn de homologia, defi-
nida al fin y al cabo por un cierto tipo de grado
topoldgico, es, como demostrd D. Mond, equivalente,

aunque no trivialmente, a la homologia singular.

El objeto principal de este trabajo es mostrar
cémo una sucesidn de escisidn para la homologia de

.Artin, sucesidn del tipo Mayer-Vietoris, sugiere
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"algunos resultados en Andlisis Complejo. Luego ve-
remos cOmo estos equivalen a la exactitud de dicha
sucesidn. Finalmente daremos demostraciones pura-
mente analiticas de estos resultados, obtemniendo
de esta manera una demostracidn, también analitica,
de la exactitud de la sucesidn de escisidn para la
homologia de Artin. M8dulo el resultado de Mond,
esto implica la exactitud de la sucesidn de Mayer-

Vietoris para la homologia singular.

Nos parece que todo esto representa un ejemplo
relativamente simple del pépel complementario que
técnicas analiticas y técnicas topoldgicas juegan
dentro del andlisis moderno. Algunos de l¢s resul-
tados obtenidos han mostrado ademd3s ser de alguna
utilidad, especialmente en la teoria de las ecua-

ciones diferenciales complejas.

Supondremos conocidas del lector las nociones
bdsicas de la teoria de la homotopia, incluyendo
la definicidn y propiedades elementales del grupo
fundamental, asi sea sdlo para dominios del plano.
Si Q es un dominio del plano, C(Q) serda el conjun-
to de las curvas cerradas de (), es decir, de las
aplicaciones continuas a:1 + Q tales que a(0) =a(l).
Aqui, I = [0,1]. Si a « 2, con C(Q,a) denotaremos
el subconjunto de C(R) de las curvas cerradas con
origen en a: a = a(0) = a(l). Si a,B = C(Q,a), di-
remos que o ¢4 homftopa a B en @ y escribiremos

o ~ B(QA), si existe og:IxI » Q, continua, tal que
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0(8,0) = 0(B,1) = & para todo B8 e« I y que g(0,L) =
al(t), o(l,t) = B(£t), £« 1. Se dice que o ¢4 una
homotopia de  que deforma a o en R. La relacién
R = {(asB)|a > B(N)} es una relacidn de equivalen-

cia en C(R,a). E1 conjunto cociente
{1.1) m,(Q,a) = C(Q,a)/ R

tiene una estructura natural de grupo. Si para
ae C(Q,a) denotamos con [a]a la clase médulo R de

o, la ley de composicidn en ﬂl(ﬁ,a} esta dada por

(1.2} [o] (8], = (o8],

donde af(t) = a(2¢), 0 ¢ £ < 1/2, (aB) (1) = B(2t-1),
1/2 € 2 < 1. Si Y (&) = a paratodotel, 1 =1[y]
es el elemento neutro de ﬂl(ﬂ,a); y si a & C(Q,a),
entonces [dJ]a, donde dJ(t) = 51 =2), 0. £ &1,

es el inverso de [a]a.

El grupo 7,(Q,a) se denomina el gaupe fundamen
tal o grupo de homotopia de Q relativo al punto a.
No es dificil demostrar que si tambi&n b & Q enton
ces ﬂl(Q,b) ~ Wl(ﬂ,a), razbn por la cual se habla

del grupo nl(ﬂ) sin especificar el punto al cual

se refiere.

Dada la extensidn del presente articulo hemos
resuelto, atendiendo la solicitud de los editores
de recortarlo, suprimir buena parte de las demos-

. - 7 -
traciones. Esto nos parece apropiado, pues &stas;
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largas y aburridas, son mds un ejercicio de pacien
cia que de pericia. Nigiin lector interesado tendrd
dificultades serias al intentar reproducirlas, si

para ello dispone de una cierta dosis del primer

ingrediente.

§2. NOCIONES BASICAS DE ANALISIS COMPLEJO.

El objeto de esta seccidn es fijar el lenguaje
y la forma de los resultados de andlisis complejo
necesarios en el resto del trabajo, y que algunas

veces no es la corriente en los textos usuales.

En todo lo que sigue, v salvo advertencia ex-
presa de lo contrario, § sera un dominio def plano.
Es decir, un abierto conexo y no vacio de €. Supon
dremos también que toda curva Y de Q estd parame-

trizada por el intervalo [0,1].

Si § es una funcidn analitica en §l, es posible

definir
J fdz
Y
donde ¥ es cualquier curva de . Basta en efecto
tomar
; dz = f dz
(2.1) L,ﬂ Yoﬂ ,

donde Yo €8 cualquier poligonal de {i tal que

Yo(0) = Y(0), v,(1) = y(1) y que-



ly(£) =y ()] < n/4, e fa:1]

siendo 4 la distancia de y([0,1]) a £-Q, se ve f£
cilmente que (2.1) no depende de Yo, en tanto Y, sea

poligonal de aproximacidn.

Es fdcil ver que si Y es una curva cerrada de
Q entonces (ver [2],[5])
1 dz
Ind, (a) = m[\(‘z‘:ﬁ » A& -~ Y([U,l_]),
el cual se denomina el {ndice de Y con respecte afl

punifec a, es siempre un entero, y que la aplicacidn

IndY:t- Y(I)— Z
avr IndT (a)

es continua. Tal aplicacidn es entonces constante
sobre toda componente conexa de T-Y(I), y eviden-
mente nula sobre la compomnente conexa no acotada
de este conjunto. Si E(Y) es el conjunto de puntos
de £~ Y(1), donde IndY se anulae KY) = €-Y(I) - E(v),
entonces ((Y) eI(Y) son abiertos de &, denominados
respectivamente el exfendior y el interdlor de y. Es
claro que I(y) = I(Y)UY(I) es compacto. El nimero
IndY(a) se interpreta usualmente como el niimero ne

to de vueltas que Y da alrededor de a.

Si ¥ es una curva cerrada de 2, se dice que ?
es nul-homéLoga u homélLoga a cene en Q si I1(Y) = 9,

es decir, si Ind,(a) = 0 para todo a & Q. Es corrien
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te escribir Y~ 0(R) para indicar esto. Mas general
mente, si Y; y Y, son curvas cerradas de  tales
que Indy,(a) = Indy,(a) para todo a ¢ Q, se dice
que Y; ¢4 homéLoga a Y; en @, y se escribe Yy~ Y2().
Si para cada b « € Y, denota la curva Yp(2) = b,

T« I, entonces Y ~ 0(R) si y s8lo si Y ~ Yp(Q) pa
ra todo b € Q. Por otra parte, si Yy ¥ Y, son cur-
vas cerradas de  y o es una curva de 2 tal que
a(0) = Y;(0) y a(l) = Y5(0), entonces Y aY,a’ es
una curva cerrada de Q y Y; ~ Y,(R) si y sdlo si
YiaY,a? - 0(9).

La versdibn homolbgica def Teorema de Cauchy
afirma que si Yy ¥ Y, son curvas cerradas de 0 en-
tonces Y; ~ Y, si y s8lo si

IYlédz - [Tzﬁdz

para toda funcidn analitica { en Q. En particular,

IYlﬁdz = 0

para toda funcidn analitica { en Q si y s8lo si

Yy ~ 0(R). Al respecto de la versidn homoldgica
del Teorema de Cauchy pueden consultarse [1], [2],
[5], [30]. Una demostracidn simple puede basarse
en el Lema 2.2 siguiente, como lo observaremos en

la Nota 2.1.

Si Yy ¥ Yo son cerradas y Y; es homdtopa a Yo
en 0, la versidn homotSpica del Teorema de Cauchy

implica que Ind, (a) = Indy (&) para todo a ¥ Q,

&L
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© sea, que Y] ~ Yp(Q). La versiln homoldgica del
' Téorema de Cauchy implica entonces la versidn homo
tépica.

Si 2 es. un dominio de €, se dice que £ es sim-
pfemenie conexo si existe a en @ tal que toda cur-
va cerrada Y de origen en a4 es nul-homdtopa. Se di
ce también que Q es contraible al punto a. En tal
caso, si o es cualquier curva cerrada de  y 6 es
una trayectoria de § con ¢6(0) = a y 6(1) = a(0),

entonces 5aél es nul-homdtopa, asi que

gdz = gdz = O.
[u Iéaéi‘

No es dificil ver que si ) es simplemente cone

X0, no importa cual sea el origen de la curva ce-

rrada Y, Y es nul-homdtopa en 0.

Sea f1 un dominio de L. Se dice que {lI es n-cone
x0o si €-{l tiene n componentes conexas acotadas. Es
poeible en tal caso que €-0 tenga infinitas compo-
nentes conexas no acotadas. Si €y denmota la esfem
de R{iemann, es decir, el compactado de Alexandroff
de € ([32],Cap.3), se puede demostrar (ver [4]),
que {} es n-comexo si y s6lo si €,- 0 tiene exacta-
mente n+tl componentes conexas. En particular, § es
O-conexo si €~- ) no tienme componentes conexas aco-
tadas. S5i Y es entonces una curva cerrada de I, ne
cesariamente E-QR S E(Y), asi que I(Y) =Qy Y ~ 0().

Por lo tanto,
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j fdz = 0
Y

para toda funcidn analitica § en Q.

Si § es un dominio de T, denotaremos con (0(Q)
al espacio vectorial sobre € de las funciones ana-
1iticas u holomorfas en Q. De hecho, 0(Q) es un &l
gebra sobre £, pues el producto de funciones holo-
morfas es una funcidn holomorfa. Los siguientes re
sultados del andlisis complejo elemental serédn fre

cuentemente usados en lo gque sigue.

LEMA 2.1. (Morera) S4 § es confinua enq e Jyﬂh =0
para toda trayectoria cernada Y de Q, entonces exis
te F = 0(R) taf que

F'(z) = §(2)

para todo z = Q. En particular, § = 0(Q).

Por lo tanto:

COROLARTIC 2.1. si 0 es O-conexo o simplemente cone
x0, v si f = 0(R), existe F € 0(R) tal que

F'(z) = §(2)

para todo Z « Q.

* : s : : b
Sea 0 () el conjunto de las funciones hclomor

fas que no se anulan en ninglin puntec Z de f. El
conjunto 0* (Q) tiene una estructura natural de gru

po abeliano multiplicativo: si §, 8 & 07(9),
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(§9)(z) = §(2)g(2), z «=AQ.

La estructura de Z-mSdulo esti determinada por

la ley externa
(n,§) — I‘us ne2, (= 0*(0),

donde §"(z) = (§(2))", z = Q,

Del Corolario 2.1 se deduce sin m3s que

- COROLARTO 2.2. Sean § = 0%(Q), Y una cuava cerzrada
de Q. Entonces,

1 §'(z)dz
'ﬁl’j §(z)

ed un entero. Este enterco es nulo para toda curva
cerrada Y de Q 84 y 8680 84 exiate g en 0(Q) tak

que
f(z) = e9(2)

para todo z « Q.

El siguiente resultado es fundamental. Demos-
traciones detalladas pueden encontrarse en [5] y

[30].
LEMA 2.2. Sean Q) un abierto de 8, K un subconjun-

2o de Q. Entonces existen trayectorias cerradas
Y!.o..,?u d‘ a" ‘ ‘““ q“‘
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il
" 1 §€z) 4
(2.2) § (a) hzlzu L;hz-a

para tede a & K y toda funci{dn holomorfa § en Q.

NOTA Z2.1. Es posible deducir del resultado ante-
rior la versidn homoldgica del Teorema de Cauchy.

En efecto, si Y es una curva cerrada v Y ~ 0(Q),

entonces K = T(Y) es un subconjunto compacto de 0
vy existen Yis+++sY¥y, trayectorias cerradas de 0 -K,

tales que

§(z) =

N~
]
|
.

——

2

Se deduce que

n
J f(z)dz = 22—;{[ (4 [t——}da
Y r=1 Yp

Pero, dado que YR(IDNICKY) =&, kR = 1,2,...,n, es

claro que
n
J dz /(E-z) = -Zn{IndY(E) = 0, £ U Yk(I)-
Y =1
Entonces

IYﬁdz =0

NOTA 2.2, En vista de lo anterior, la condicidy

(2.2) en el lema es equivalente a la siguiente;



54 aportes

¥, bue=K.

n
(2.3) Ind,, (b) =
hzl Tk
0, b &Q.

NOTA 2.3. Del lema 2.2 es fé@cil concluir que si Q
es simplemente conexo entonces { es O-conexo. La
afirmacidn reciproca, tambien valida, es comsecuen

cia del Teorema de Conformidad de Riemann (Rudin

[30],cap.13).

§3. EL GRUPO DE HOMOLOGIA DE ARTIN

Si C(Q) es el conjunto de las curvas cerradas

de un abierto I de €, ¥y
h = {(a,B)|a,B = C(R) ¥y a ~ B(R},

entonces h es una relacidn de equivalencia en C(Q).

El conjunto cociente
(3.1) Hy(Q) = C(Q)/h

tiene una estructura natural de grupo abeliano. Si
o= C(Q) vy <a> denota su clase mddulo h, tal es-
tructura esta determinada por la ley de composi-
cidn <a>+<f> = <uYBYi>, donde Y es cualquier tra-
yvectoria de 2 que una a(0) con B(0). El elemento:
neutro de este grupo es 0 = <Y,>, donde a4 es cual-
quier punto de § y Ya(t) = @ para todo £ = 1. Ade-

> -1
mas, — <Y> = <Y >,
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Como grupo abeliano, Hl(Q) tiene una estructu-
ra natural de Z-mddulo. La ley externa est@ deter-
minada por (n,<a>) =+ R<a> = <g'>. obsérvese que

Ind ,(a) = nInd,(a), a ¢ Q.
o

DEFINICION 3.1. E1 Z-mddulo HI(Q) se denomina el
grupo de homolLogfa de Artin de Q.

Si a,B son curvas cerradas de 2 y o ~ B(R), el
Teorema de Cauchy asegura que o ~ B(fl). La aplica-

cidn natural
V(R a) — H ()

dada por

(3..2) p(lalp) = <o>

esta entonces bien definida, es sobreyectiva y evi
dentemente un homomorfismo de las estructuras de

grupo.

NOTA 3.1. Sean @,0%;, ... ,0, curvas cerradas de

 y nys oo snp nimeros enteros. La notacidn

+

{(3.3) & ~ Rpoy + ...+ ngpa, (9)

significard que
m

Ind (a) = | npIndy, (2)

=

para todo a ¢ 1; es decir que
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Sean Yl, e+ 3Y, trayectorias de Q tales que
Yp(0) = a(0), Y,(1) = a,(0), R =1,2,...,m. Enton-

ces (3.3) vale si y sdlo si
| By | !
o~ (VeI Ly ey ).

Supdngase que {} es n-conexo y que K;,...,K,
son las componentes conexas acotadas de €~ Q. En-
tonces Kl""’Kn son subconjuntos compactos de [.
Si 1 € p € n, es pecsible demostrar (ver [4]) que
Q' = UK, U...U Kp es ain un dominio de €, el cual
es W —-pP conexo, Yy Kp+1,...,Kﬂ son las componentes
compactas de €-R'. En particular { =SEUK1U...UKﬂ

es un dominio O-conexo de €, es decir, Em-Q es co

ILEXO.

Si 1 es O-conexo entonces fl;(Q) = {0}, pues si
Y & C(f) entonces Y ~ 0(f). Se concluye que si £
es simplemente conexo, también Hl(ﬂ) = {0}. La
construccidn necesaria para la demostracidn del si

guiente Teorema se basa en el Lema 2.2.

TEOREMA 3.1. Sea Q un dominio n-conexo, n > 1. Sean
2, =0 y Kys...,Ky Las componentes conexas .ompae-
tas de €T- Q. Entonces, exdisten trayectorias cerra-
das Yp en 2, con Yp(0) = z,, k = 1,2,...,n, tales

que
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1, ae Kj
(3.4) IndY_(a) "
b

COROLARIO 3.1. Sea Q un domindic n-conexo. Enfonces
H1(Q) es un Z-mbdufo Libre de dimensiln n sobre Z.
SEL Yys..05Yy, 400 Ztrayectornias cernadas de Q con

Yh(o) =z eQ, Las cuales satisfacen (3.4), enton

o
ces <Y> ,..., <Y > es una base de Hl(n) sobnre Z.

COROLARIO 3.2. S{ Q es un abiento n-conexo de g,
H1(Q) es Lsomorfo a z". Si Q es l-conexo, H (Q) es
{somondo a Z. En este dLLtimo caso, un LsomorfiLsmo
de H,(Q) sobre Z es La aplicacddn

Ih‘.da : Hl(ﬂ) + I
dada pon
Indg, (<Y>) = IﬂdY(a),

donde a es cualguien punio en La componenie conexa
acotada de € - Q.

§4. GRUPOS DE COHOMOLOGIA DE ARTIN.

Denotaremos con Hl(Q,Z) al Z-mddulo de las apli

caciones Z-lineales de Hl(ﬁ) en Z:

(4.1) H1(R,2) = Hom, (H, (Q),2Z).



68 aportes

A su vez, HI(Q,G) sera el Z-mdodulo de las apli

caciones Z-lineales de HI(Q) en €:
(4.2) Hl(Q,8) = Homg (H,(Q),T).

El grupo abeliano Hl(ﬂ,l) tiene una estructura
natural de espacio vectorial sobre €, estando dada
la ley externa por (AT)(<a>) = A(I(<a>)), donde
lel, I H1<n,c). Es claro que HI(Q,Z) es un sub
grupo de Hl(Q,t). Es claro ademds que chn,x) =
{0} = H'(0,€) cuando @ es O-conexo (o simplemente
conexo). Los grupos HieQ,z) v #l(Q,t) se denominan
los grupos de cohomofogia de Aatim con coegdcdien-
tes en Z y € , hespectivamenie.

Supdngase que {) es N-conexo y sean Q;,...,4,
puntos en cada una de las componentes conexas aco-
tadas de T - (. Sean Il’ ees 31y en chn,z) dadas

por

; - dz__ _
(4.3) Tp(e) = g [ 7% = Tndy @), k=1,2,0000-
Evidentemente las I, estdn bien definidas, somn
Z-lineales, e (I4,...,Iy) es una base sobre Z de
Hl(2,z), dual de la base (<Y;>, ... ,<Yp>) de H (Q)
dada por el Teorema 3.1 y el Corolario 3.l. Notese,

en efecto, que Tp(<Y;>) = 6&1.

También (Ty,...,1,) es una base sobre € de

HI(Q,E). En efecto, las relaciones anteriores im=-
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plican que Il’ ve+ sl, es un sistema libre de
HL(Q,E), y 8i 1 = Hl(ﬂ,t) Yy Ap = I(<Yk>) enton-
ces I = NI+ ...42,1,.

Sea ! un dominio de €. La versidn homoldgica
del Teorema de Cauchy permite definir sin ambigie-

dad aplicaciones

T:0(0) » Hi(Q,8), J:0%Q) » Hl(a,z)

por

(4.4) 1§ (<v>) = [ fdz.

y " '

(4.5) () (<¥>) = ﬁ-] T
Y

Evidentemente I es €-lineal. Como

(gh)' fg' I h'
z = =—dz + dz,
JY(Q ) vy 9 Y]E
se tiene tambi&n que J es Z-lineal.

No es dificil verificar que

TEOREMA 4.1. Si Q es un domindio de conexifn findita
La sucesiln

(4,6) 0 tnE =2 00y 2225 o0y K wlig,8) s 0,

donde 4 es La Anclusidn natural e 1 estd dada pon
(4.4), es exacta.
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NOTA 4.1. Como Ker I = g%O(Q) = 0'(Q), se deduce

que la aplicacidn
1:00) /0@ — Hl(Q,0),

obtenida de I por paso a los cocientes, es un iso-

morfismo.

NOTA 4.2. Si Q no es de conexidn finita, la aplica
cidn T no es, en general, sobreyectiva. La exacti-
tud de (4.6) en las otras instancias es clara, ain
en este caso.

También es fadecil verificar que:

TEOREMA 4.2. S< Q e8 un domindic de conexibn finita,
La sucedibn de Z-mbdulos

(4.7) 0 —2Z by, 0(Q) £y 0* () I Hi(Q,z) — 0,

donde 0*(Q) es el z-médulo de Las aplicaciones ho-
Lomongas que no se anulan en ningln punto de 2, £
es La Ainclusdibn natural, E(f) = Exp(2n4if) y J(f)
estd dada pon (4.5), es exacta.

NOTA 4.3. La aplicacidn
J:o*) 7 EOW@) — Hl(Q,2Z),

obtenida de J por paso a los cocientes, es un iso-

morfismo.

NOTA 4.4. Si Q no es de conexidn finita, la suce-
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- -
sion

0 — 2z £, 0¢) £+ 0*(a) L+ Hl(a,z)

es alin exacta. Sin embargo, J no es, en general,

sobreyectiva.

NOTA 4.5. Obsérvese la exactitud de las sucesicnes

E

0 — T —£5 0(0) —E—+ 0%(q) —+ 0

0 b @ A, 0() 8/3% 0*(Q) — 0,

cuando { es simplemente conexo,

§5. DE LA TOPOLOGIA AL ANALISIS.

En esia seccidn Q serd, salvo adventencda de
Lo contranio, un dominio de €T de conexién ginita.

DEFINICION 5.1. Se dice que una pareja (0;,8,) de
dominios de € es una escL440n de Q si 0y vy 1, son
ambos de conexidn finita, 912 = ﬁll1ﬂ2 tiene sdlo
un nimero finitd® de componentes conexas, y {i =

Necesariamente toda componente conexa de le
es un dominio de conexidn finita (ver [4]). si Q9

es conexo, se dice que la escisibn es conexa.

Es evidente que una particifn de § no es nece-

sariamente una escisidn. Es tambi&@n evidente que
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algunas escisiones pueden s5er conexas y otras no.

Sea ({2;,899) una escisidon de . Considérese la

sucesidn
| P
(5.1) 0 — H () —Tr H (@) ek (2,) L H ()

donde iy = 2 y P, Q estdn definidas de la siguien-
te manera: denotando por <a>£’ L=0,1,2,12, 1la

clase de homologia singular de @ E:C(Qi), entonces,

C52) P(<a>12) = (<a> <a>2), Q(Qa>1,<8>2) = <a>o-<s>°

1’

= <g> - <B>.

En Lo que sigue de La presente seccdbn supon-
dremos que (5.1) es una sucesidn exacta y estudia=-
remos implicaciones de este hechec en analisis com-
plejo. Veremos como ciertos resultados que se dedu
cen de tal hipdtesis equivalen a dicha exactitud.
En la prdxima seccidn daremos demostraciones anall

ticas de tales resultados.

La sucesidn (5.1) origina, por paso a los dua-

les, la sucesidn exacta
(5.3) H@.z) 2 HI(QI;Z)QHl(Qz,Z)-£5+ H @, ,,2)— o.
Hemos identificado Hl(ﬂl,z)aHl(ﬂz,Z) con

Homz(Hl(ﬂl)mﬁl(Qz),z) de la siguiente manera: si

<,> denota el paréntesis de dualidad,
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1
(1,<0) — I(<a>)),

es decir, si
(5.4) 419{3)‘:} = 1(40')‘:)’ £ = 0,1,2,12,

sea ¥ :
(5.5)  B:H @) 2)eH, (Q),2) ~ Homy(H, (9))eH, (0)),2)

definida, cualesquiera que sean G =C(Q,), B =CQ,),

por
(5.6)  <A(1,1,), (<0>1,<B>,)> = T (<0>)) - T,(<B>,).

La aplicacidn A es evidentemente lineal. Es in
yectiva, pues I,(<a>,) = 1,(<B>,) para todo
o= C(Ql), B =:C(nz} es posible si y sélo si
Tiz: om 12 = (). Por otra parte, si L:Hl(ﬂpeﬁlﬁﬁ)-*z

1 .
es lineal y definimos L{ :Hl(gi) + Z, 4 = 1,2, por

Ll(<a>1) = [(<a>,,0), L2(<B>2) = L(0,<B>2).

1’
evidentemente
L = A(Ll- Lz).

Se concluye que A es un isomorfismo.

La aplicacidn Px estd dada por

(5.7) <P*(Il,12),<7>lz> = C(IL’IE)’P(<Y}12J>

i

<(IL;I2),(cY>1,<Y3?}>
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= 1,(<Y>,) = 1,(<¥>,),

donde en la Gltima igualdad hemos hecho uso de la

identificacidn (5.5). Por otra parte, 0% es:

(5.8)  <Q*(I),(<a>;,<B>,)> = <I,0(<a> ,<B>,)>

= <T,<a>o- <B>,>

I(<a>y) - 1(<B>,).

En el siguiente diagrama, las aplicaciones ver
ticales son sobreyectivas y los cuadrados son con-
mutativos. Si 6£ = 6|ﬂf~ L = 1,2, las aplicacio-

g

nes p,q estan definidas por

(5.9) Q(ﬁ) ) (61:62)1 ?J(éag) . ﬁfg°
El diagrama es:

0 — 0%(@) —> 0*(@))e0*(@,) B+ 0*@,,) — 0
(5.10) 5 4187 T2
* *
t@,z T o pet @um s wiay,.2) — o

La exactitud de (5.1), los resultados badsicos
de analisis complejo en la seccidn 2, y algo de pa
ciencia, permiten demostrar los dos teoremas si=-

guientes. Detalles pueden encontrarse en [3?]-
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TEOREMA 5.1. Sean 61 « 0*(91), 62 -:0*(92), y su-
pﬁngaae que exdiste g = 0(912) tal que

§,€2) 7/ §,(2) = ef B e Q5-

Entonces existen h; = 0*(Q;), 4L =1,2y
§ = 0%(Q) tales que

§ = ehiﬁi, en Q

TEOREMA 5.2. Si § = 0%(,,), existen §; = 0*(q)),
f, = 0%(Qy) y g en 0(2y,5) tales que

§(z) = eg(Z)ﬁl(z) / 69(2), 2z EQ,,.

Los resultados contenidos en los dos teoremas
anteriores son los mejores que pueden obtenerse por
argumentos topoldgicos. Esto es consecuencia del
siguiente teorema, reciproco de ellos, v cuya de-

mostracidn es tambi&n un ejercicio de paciencia

(ver [37]).

TEOREMA 5.3. Sean Q de conexién finita y (91,92)
una escisdibn de Q. Suplngase que:

(1) 8¢ f, =0%Q,), 4=1,2,y, en Q,,
61 /62 - eg’ [¢] ‘0(912)9
siempre exdsten § = 0%(Q) y h; = 0*(Q;)tales que

h-
6 = @ 4'6{", en Q’L.
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(2) Sif e 0*(912), existen f; O*(Qi), P
y g = 0%(Qy,), tales que

§ = Qg(ﬂlf ég)s en 912-
Entonces, £La sucesibfn (5.3) es exacta.

NOTA 5.7. si Q,, es conexo entonces i es inyecti-

va.

Sea {2 un dominio n-conexo. El espacio vecto-
, 1 : P
rial H (.L€) se identifica naturalmente con el E-

espacio EZHI(Q,Z). En efecto, la aplicacidn
et (2,2) — H1(2,2)
(A’I) Fim—— l!y

donde AI estd definida como en 4, es bilineal, e

induce entonces una aplicacidn lineal
1 3

et (R, z) — H(Q,€).
ABT —— AI

Tal aplicacidn es un isomorfismo que transfor-
ma la L-base (IGII,...,lﬂIn) de E@zHl(ﬂ,ZJ en la
f-base (Il""’In) de HI(Q,E). Aqui, Ip, k=
1,2,...,n, estd dada por (4.3). Identificaremos a
IazHl(Q,Z) con HI(Q,E) mediante tal isomorfismo
(de modo que A@l = AI). Como Z es un anillo prin-

cipal vy € es un Z-modulo sin torsion, de la exac-
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titud de (5.3) se deduce que si (91,92) €S una es-

cision de £, la sucesidn
(5.1 #@,0 & w06 @,0 2 a0 — o,

en la cual P*¥ = 10P,, OQ* = 1@, y 1 es la identi-

dad de €, es exacta (ver Lang [21], P.566).

De nuevo identificaremos-HI(QI,I)QHI(QZ,I) con
: Hom‘(Hl(ﬁl)oHl(ﬂz),t) mediante la aplicacidn

(3+12). (A% Hlfﬂl,l)wﬁl(ﬂz,t) - Homt(Hl(ﬂl)oHI(ﬂz),l)
definida por
(5.13) ﬁ(II,Iz)((<a>1 <a>2)) = II(<Q>1)-12(<Q>2).

NOTA 5.2. Obsérvese que en el diagrama

(5.14) 0 —— 0(@) —= 0(2))e0(0,) —E~ 0(2,,) —= 0

J 10 l 11012 ] 112

*
w00 Ls # @00 0,0 Lo (@), o,
en el cual

Q(ﬂ) - (6‘“1 16[‘22 )) P(ﬁ.g) - 6'9’

1, = [ 4dz, 4 =0,1,2,12, a=aq,
ag
los cuadrados son conmutativos y, siendo (91,ﬁq)

una escisidn de 1, las aplicaciones de I . son sobte
A -
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- yectivas, asi que 11012 tambi&n lo es,

Los siguientes resultados son consecuencia de
la exactitud de (5.11) y de los resultados basicos
de andlisis complejo de la Seccidn N2 2., En cierta
forma son versiones aditivas de los Teoremas 5.1 y
5.2. Sus demostraciones se obtienen con un poco de

paciencia y cuidado.

TEOREMA 5.4. Sean (2,,0,) una escdsidn de Q. Enton
ces, 44 51 = 0(91), 62 < 0(92}, q. % 0(912) Y
ﬁl- ﬁ2 = g' en 912, existen § = 0(R) y hi en O(ﬂi),

4L =1,2, tales que
=t L) ) =
f-6; = hi’ en G,y A 1,2,

TEOREMA 5.5. Sean (Ql,ﬂz) una escisidn de 9,
f = O(le). Entonces, existen ££ = O(Qi)’ L= 1.2,
Yy h a 0(912), tales que

§ = §, - 52+-h' e Q.

COROLARIO 5.1. Bajo fa hipltesis del teorema, para
todo n > 1en&tma5£=0m3, £=1,2, y ha 0(Q;,)
tales que '

§ = 6,- 6, +0",  ena,.

El siguiente resultado muestra que la conjun?
cidén de los resultados en los Teoremas 5.4 y 5.5
equivale a la exactitud de (5.11). Los detalles de

la demostracidn pueden encontrarse en IB?J.
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TEOREMA 5.6. Scan Q un dominic de comexifn §inita,
(2,,9,) una edcisifn de Q. Supbngase que

(1) Dadas 5&._ = 0(94-_). L= 1,2 tales que
51 - 152 =g, enQ,, g9« 0(912).
sdiempre exdisten § = 0(Q) y hi « U(QL.) tales que
6= fo+
en Q . £ Yoy,

(2) Dada 6 (=4 O(ﬂlz)t exdsten é-f: = O(QL)Q £ = ), 2
y g = 0(Q,,) tales que

§= 6 -6+ 9

en 912.

Entonces, La sucesidn (5.11) es exacta.

NOTA 5.3. si 5'212 es conmexo entonces 2% es inyectiva

6. DE! ARRLISIS A LA TOPOLOGIR,

fn esta seccidn daremos demostraciones analiti
cas de jos resulrsdes contenides en los Teoremas
5.1 v 5.2, a8sf come en los Teorumas 3.4 v 5.5, co-

menaando con estos Gltimos.

En lo que sigue, usaremos repetidas veces el

siguiente lema, demostraciones del cual pueden en=-
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contrarse en [5], [10], [15].

LEMA A. (Dolbeault). Sea g de clase pPe R P < =,
en el abiernto 9 de €. Entonces existe §, de clase

Cpﬂ en Q, Lal que
$e) = 9@

para todo z « Q.

También haremos uso del siguiente resultado s0
bre particiones suaves de £a unddad. Recordamos
que una familia (¢£)L - 1 de funciones C~ defini-
das en Q es uma paaticdibén suave de fLa unidad en Q,
si
(1) Para todo z € Q, ¢{(z) > 0.

(2) Para todo z € (), ¢£(z) = 0 salvo para un nime

ro finito de iIndices L € ].

{(3) Para todo z = {], ,E p.(z) = 1.
-LEI A

Una demostracidn del siguiente lema puede en-

contrarse en Lang [20].

LEMA B. (De Rahm, Schwartz, Dieudonné). S{ (uj)ji.]
es un recubnrimiento de 9 porn conjuntos abieatos,
existe una parnticibn suave de La unidad (d)i)i < I
en Q, subordinada a ( uj)j =7 on el sentido s4i-

guiente: para todo L = 1 exdiste § &« J tal que

Suppd, = {z | ¢4',(Z) $# 0} & Llj..
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La demostracidon de nuestro primer resultado es
adaptacidn de ciertas técnicas usadas por HOrman-
der en la teoria de cohomologia con coeficientes
en el haz 0 de las funciones holomorfas sobre una
variedad analitica compleja ([16], Cap.I,Theorem
1.4.5). Los detalles, que pueden encontrarse en

[371, son aplicaciones directas de los Lemas A y B.

TEOREMA 6.1. Dados domdndios 2,, G, def plano y
f =0(QNQy)), exdisten g = 0(2)) ¢ h=0(2,), tales

que
§ = g-h .

NOTA 6.1. Es claro que el Teorema f.l1 generaliza,
aunque no en forma tan precisa, el teorema de Lau-

rent del analisis complejo elemental.

Sean entonces (91,92) una escision de &, 912 =
Qlﬂﬁz. El Teorema 5.5 es consecuencia inmediata del
6.1, con h = 0; es decir, el Teorema 6.1 es mas
fuerte que el Teorema 5.5. Es tambi@n facil ver que

el Teorema 6.1 implica el 5.4.

TEOREMA 6.2. La suceadidn (5.11) es exacta.

Se obtiene asi una demostracidén puramente anali
tica de la exactitud de (5.11). Tambi&n hemos esta

blecido el siguiente

TEOREMA 6.3. Sean Q un domindo de €, 0 v Qz sub-

domind - -
mindos de Q tales que Q Qlllﬂz. Sea Q,, = QNQ,.
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Entonces, La-sucesdibn

(6.1) 0 — 0(2) —E= 0(2))00(2,) -1 0(,,) — 0,
donde
P(‘) - (ﬁlnl-nﬂlnz 213 Q(‘l:‘z) " £1— ‘2. en 912,

esd exacla.

Sean D, v 02 discos abiertos de € y sea { en
0*(91 nvz). Entonces { = eF, donde F = 0(91f102),
pues 01[192 es simplemente conexo. Del Teocrema 6.1
se deduce que, en le192, F = G-H, donde G E:U(ﬂl)
y He U(PZ). Se concluye, tomando g = EG, h = EH,

que en U, 0D,
6§ =4a/h,

donde ¢ EIO*(DI), h = O*(DZ).

Sean ahora Ql,ﬂz abiertos de £, Q = QIU QZ’
*
2, = 91!192. Sean § en 0 (912) y (?ﬁ}iiI un recu#
brimiento abiertec de {8 por discos abiertos tales
que, para todo £ & I, existe ki =100 ki = 2 tal
que 3L = ﬂki. Sean agdemias 611 = 1 en Ql, 522 = 1en
Q,, 612 = {, 621= 1/ 4 en 912. Notese que

é,c'_jéjaf: - 1, en 9‘: ﬂﬂj
Y que
dijéfkshi = 1, en 9£I19j ﬂﬂhs

Lrsfskh = 1,2, A su vez, sea 84 definida en 0il19j,

si 94’10j # 9, por

g{f P 6&{&;: isj - I:
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de tal manera que si D, & Q, v Dj & Q, entonces

g.{j-élz." en v“:nvj‘c
Nétese que
gifgji =1, en 0i|10j,
y que
9:i9ik9ki ® 1, en 04.'!101- No,,

{,f,k € 1. En virtud de la discusidn anterior,

- ! *
existen funciones g; en 0 (Di) tales que
a.. =4q./ q. - ).ND.(L,f = 1)
847 g;1 9.5 ER 1y j({.j )

Sea g = Oﬁ(Qj) definida por

géz) = iy g KT)gEZ)
N ] 1k - -
L
si Z = ﬁ{’ z = Ql' Veamos que g estd@ bien definida,
es decir, que no depende de L & ]. NOtese que en

Ql HULI?Dj = ﬂli]ﬂh{ ﬂﬂkf se tiene que

b1k ;9i58kj1 = 81k bRk fRj1 = 1>

c sea, que

61094/ 958k ;1 = 1
De esto,

61k 94 = 95-1/ 8kj1 = f1k;95-
Por lo tanto, si también z ﬂj, entonces
1k (2)9:(2) = 61kj(2)gj(z)-

Definiendo h = O*(ﬂz) por
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h(z) = fyp,(2)8:(2),

si z & ﬂi, L =1, se tiene, para z = Q40,2 = Di’

que

3(z) /1 h(z) = 615,(2)9,(2) / §2p,(2)94(2) = f1,(2) bp2(2)

= §1,(2) = §(2)-

Hemos demostrado, entonces, el siguiente

TEOREMA é.4. Si Q., Q, son abdLertos de € y
§ = 0%, N0, existen g = 0%(Q)) ¢y h = 0%(Q,)
tales que

§(z) = g(z) / h(z)

para tedo z & lelﬂz.

NOTA 6.3. Es claro que el Teorema 6.4 implica el
Teorema 5.2. Del Teorema 6.4 se deduce, sin mucho

esfuerzo, que
COROLARIO 6.1. La sucesibn
o #*
(6.2) 0 — 0%(q,UQ,) &= 0*(q)e0*(0,) 4= 0*(2, nQ)— 0

donde p*(§) = (§,,65)» ¢4endo 54 La nestrnicedén de
faQ;, 4£=1,2, y donde q*(§,9)(2) = £(2) / g(2)
para z = Q; NN, es exacta.

NOTA 6.4. Sean Ql, 92 abiertos de €, 2 = ﬂl[Jﬂz y
R, =9, NQ,. 5if, = 0*(9{6), { = 1,2, son tales
que 61/ 52 = e9, en 912,_d0nde g = 0(912). enton-

ces existen hi G‘O(Q{), 4 ®0q,2. 'y & & 0*(9), ta-
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les que f{ = ﬁiehi, en Q{, 4 = 1,2. En efecto, exis

912. Entonces 61€h1 = 5zeh2, en Q),, asi que

5leh1, en Ql
6:

ﬁzehz, en 92,

es holomorfa en . El Teorema 6.4 implica entonces,
también, el Teorema 5.l1. Se concluye, del Teorema

5.3, que

TEOREMA 6.5. S4 Q es un domindo de T y (91,92) es
una escisién de §, entonces La sucesdibdn (5.3) es

exacita.
Sean ahora

(6.3) HY(2,2) = Hom (H'(2,2), Z)

el mddulo bidual de Hl(ﬂ), Qus la aplicacidn dual
de 9, (es decir, la aplicacidn bidual de 2), P,

la aplicacidn dual de P,.

Sea Q de conexidn finita y sea
(6.4) P s H (@) — HI(R,2),

definida de la siguiente manera: si o = C(Q) e

I = Hl(g,z), entonces

(6.5) T(<a>) (1) = <I,<a>>.

No es dificil verificar que T es un isomorfis-
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no.
si (91,92) es una escisidn de Q, en el diagrama
4
(6.6) 0 — H (@) —L H (28K @) L X H, (@)
12 Iot, Ea

!
'P
0— HI(R,.2) THe 7 (0 2)OH] (2,,2) 255 1Y (2,2) ,

% B
en el cual FL : Hl(Q{) > HI(QL,Z) son las aplica-
ciones dadas por (6.5) para § = ﬂi’ 4= 0,1,2,1%2.,
la fila inferior es exacta y los cuadrados son cop
mutativos. Como las aplicaciones verticales son

isomorfismos, podemos concluir que

TEOREMA 6.6. S< Q es de conexdidn findita y (91,92)
es una esdcisddn de Q, La sucesidn (5.1) es exactq.

Se obtiene asi, por métodos esencialmente angs
l1iticos, la exactitud de (5.1). La sucesidn (5.1)
es parte de una sucesidn mds larga, conocida come
la Sucesion de Mayer—Vietoris. En la prdoxima secw
cidn nos ocuparemos de la exactitud de tal suce-
sidn. Veremos cOmo los mEtodos analiticos son tam-
bién tGtiles en tal caso. Para terminar esta seccifip,

establezcamos algunas consecuencias de la exactigw

de (5.7)

TEOREMA 6.7. Sean o = C(Ql)’ R & C(QZ) Y supdngage
que o N B(Q). Entonces existe Y = C(le) tal que
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a v Y(ﬂl). B~ Y(ﬁz)-

Demostraeifn. Si o v B(2) entonces Q(<a>1,<5>2) E

<a> -<B> = 0, 5 sea, (<a> ,<B>,) ® KerQ. Se dedu
ce que (<a>1,<3>2) « ImP, asi que, para alguna

Y & C(Qy,)» (<a>;,<B>,) = P(<Y>,,) = (<¥>,,<¥>,).

Entonces <a>, = <T>1 y <B>2 = <Y> Esto demuestra

2"
el teorema. A
Esencialmente el mismo tipo de argumentos de

la anterior demostracidn muestra que

TEOREMA 6.8. S4 § es un domindio de conexdibn findita
Y (91,92) es una escddidn conexa de Q, entonces La
sucesddbn

O —— H ) r { ) Q Yy —
(6.7) 0 hl(ﬁlilﬂz) —t Hl\ﬁl}ﬁHl(Qz, —= Hl(ﬁ) 0

gs exacta.

Si 912 = Ql ﬂQz no es conexo, es falso, en ge-

neral, que @ sea sobreyectiva.

EJEMPLO 6.1. si Q@ = &=~ {0}, Q, = t-{2| X € O},
Qy = €- {A| X > 0}. Entonces QI es l-conexo, Q,UQ,
= 0, Ql y Qz son 0-conexos, y 912 =

{z]Imz >0}U{z|Imz < 0}. Entonces

HI(QIZ) _ Hl(nl).ﬂl(nz) - {O}t

pero Hl(ﬂ) # {0}. Por lo tanto, Q2 no puede ser

sobreyectiva.
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TEOREMA 6.9. S4{ (& es n-conexe, n » 1, no puede
exisdin una escisidn (R,,92,) de Q formada pon do-
minios 0-conexos 2, y Q, fales que'nlz sea conexo.

Demostracidn. Bajo la hipotesis de que { sea co-

12
nexo, () es sobre. Esto es absurdo, pues Hl(ﬂl) =

-

Hi(Q,) = H (Q)8H,(Q,) = {0}, pero H,(Q) # {0}. A

En particular, es imposible obtener una esci-
sidén conexa de una corona{z|0$ft<|z—a|sﬂém},
la cual esté formada por conjuntos simplemente co-
nexos. También 2:E££ﬂggg*”de la exactitud de (5.1),

que

TEOREMA 6.10. S{ Q es n-conexo, (91,92) 25 una es-
cLsdibn conexa de R y QL es n.-conexo, 4 = 1:;2,12,
entonces

(6.8) n1+-n2- i, = n.

En panticulanr,

(6.9) n < ny+n, y nyp+n, >n.

12

Demosinacibn. En efeEto, como  es sobreyectiva vy
KenqQ = P(H(le)), se tiene que
= HL(QI)EHI(QQ)

P(H (0;4))

HI(Q)
Ademas, P es inyectiva, asi que
Hl(ﬂlz) = P(Hl(ﬂlz)).

Esto demuestra el teorema. A
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NOTA 6.5. E1 resultado del teorema anterior es fal

so si (Ql,gz) no es una escisidn conexa.

§7. LAS SUCESIONES DE MAYER-VIETORIS.

Definiremos en esta seccidn grupos de homolo-
gia y cohomologia de Artin en dimensidn 0. Luego
extenderemos las sucesibnes (5.1), (5.3) y (5.11)
en sucesiones exactas del tipo de Mayer-Vietoris.

Daremos tambi&n algunas aplicaciones.

Sea () un abierto de €, no necesariamente cone-
x0, y sea H°(R,Z) el Z-médulo de las aplicaciones
continuas de 0 en Z, es decir, de las aplicaciones
de { en € que son constantes sobre cada componente
conexa de § y que toman {inicamente valores enteros.
Claramente #°(Q,Z) = 0(Q). Si €7 .

lia de las componentes conexas de § y, para cada

es la fami

{1, ﬁi: . —r Z esta dada por

[1, ze= Q..
L
ﬁ&.(z) _ 41 ‘
10. z & Q..
. &

entonces (61) es una base del Z-mdduloe

L€l
iQIHO(Qi’z)’ y €s claro que si I es infinito enton
ces H°(Q,z) = LQIHG(ni,Z). si 1 = {1,2,...,n}, 1a

aplicacidn
2" — HO(Q,Z)
(7.1) ?
ceayl ) b—r m.§ .
n is) LA

(my,s
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" es un isomorfismo.

DEFINICION 7.1. E1 Z-mddulo H°(Q,Z) se denomina el
grupo de cohomologia de Artin, en dimensién 0, de Q.

Sea (ﬂl,ﬂz) una escisidn de  y sea §= Ho(ﬂlz,z).
En virtud del Teorema 6.1, existen 6‘: = O(Qj_), L=

1,2, tales que {§ = '51-'52‘ Sea

L4 (D, ey

€

-~

(7.2) f(z) =

e2méf,(2) o 2.

Puesto que §(z) € Z para todo z& 25> Ezﬁ&ﬁl(z) =

62v462(z) i 7 & le, 3

de lo cual 4 es analitica en
. Si también 6 = 91‘92, QLEO(Q’L), J

€2ﬂ£91(2), z = Qy,
§(2) ,
.\92'“'92(2), 5 392’
entonces
X e2m4(f, - 91)(2), z = Q,
L -
e2mi(f, - 92)(2)' z = q,.

Pero Sl—gl = ﬁz—gz en 912. Por lo tanto,
6;(z) =g,(2), z &< Q5
h(z) =
§,(2) =g,(2), z «Q,,

es analitica en Q. Se deduce que
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370z = @2TEh(2)

z <« 0,

de lo cual

I =33.

Aqui, J :0%(Q) — Hl(n,z) estd dada por (4.5).

Definamos entonces §, : Ho(n Z) V— Hl(Q,l) por

B

(7.3) 8,(4) = 3(}).

En virtud de la discusidn anterior, §, estid
bien definida. Un poco de paciencia demuestra el

siguiente lema. Los detalles se encuentran en ESfL

LEMA 7.1. Sean Q un domindo de conexidn finita de
£, (91,92}UHa.ch{4L5n de Q, 912 = 915192. Sean
8yt HO(Qy,,2) — HL(R,2),% : H(2,2) » HL(Q,,2)eH! (2, ,2)
dados nespectivamente por (7.3) y (5.8). Entonces,

Iméy = Kenl,.
Sea ahora

ex : HO(R,2)@H° (R,,2) — HO(Q),.2)

J2*
dada por

(7.4) ex(f,9) = §~-g.

Los mismos ingredientes usados en la demostra-

cidn del lema anterior demuestran gue
LEMA 7.2. Bajo fLas hipbtesis deld Lema 7.1,

Imey, = Kerdy.
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Sea finalmente Ty : HG(Q,Z) —_— HD(Ql,Z)BHO(QZ,Z)
dada por
k7.5 ﬂ*(ﬂ) oot (élﬂl’slgz ) -

La sucesidn
(7.6) 00— #H@,2) I+ K@), D)eH(@,,2) S 1#°(2),,2)

es evidentemente exacta. Por lo tanto, en virtud

de los Lemas 7.1 y 7.2, se concluye que

TEOREMA 7.1. S« (91,92) es una escisdibn del domi-
nio de conexibén finita Q, entonces

(7.7) 0 — K@) s H@,2)eH(Q,,2) X #(2,,,2)
Yo @) 2 e 2ert () T K@), 2) — 0

ed una suceddildn exacta.

La sucesidn exacta del corolario anterior se
denominard fa sucesiln exacta de Mayern-Vietonis de
Q, refativa a (QI,QZ), para La cohomologia de Antin.
Escribiendo Ho(ﬂ&-,l:) = H"mi,z)@c, £=0,1,2,12(2 =) y
n* = nel, e* = g.@1, &% = 6481, se deduce que

COROLARIO 7.1. Si (Ql,ﬁz) ¢4 una escdisibn de Q, en

toneces

* *
(7.8) 0 — Ho@,t) 4= Ho(ﬂl,t)eﬂo(gz,t) £33 H°(912,:)
* * *
Soplan K (@,, 0’ (2,,0) s chnlz,c) L

es exacta.
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Tanto (7.7) como (7.8) tienen avlicaciones in-
teresantes, las cuales son dificiles de obtener

por otros medios. Por ejemplo:

TEOREMA 7.2. Sean Q un domindo de conexidn findiZa
n, (2y,9,) una escis4ibn de Q tal que 0,5 2, 40n
simplemente conexos. Enfonces 912 tiene n+ 1 com-

ponentes conexas.

Demostnacidn. Es claro que HD(Q,Z) T (QI,Z) =
HO(R,,Z) = Z y que Wl (2,,%) = yt (2,,2) = {0}. Se

tiene entonces la sucesidn exacta

0 — 2 — Zeg — H°(Q...2) — H'@,Z)— O,

32°

de la cual se deduce que

= 0.

- |

Entonces

1]

?Lmz(Ho(le.x)) w4+ 1,

asi que 912 tiene exactamente N+ 1 componentes co-
nexas. A

Sea § un abierto de €, y definase
(7.9) (@) = Homz(Hc(ﬁ,z),Z).

El Z-mbdulo Ho(ﬂ) se denomina el grupo de homo
logia en dimensidn 0 de . Supdngase ahora que
(91.92) es una escisidn del dominio R, ¥y sean

E = Exgxs N = Nax las aplicaciones
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(7.10) s HQ(QIZ) —rt HQ(QI)GHO(QZ)
(7.11) n s HO(QI)Oﬂofﬂz) Sy HO(Q)

duales de €; y Nx, respectivamente. Si (91,92) es
estricta, podemos tambi@n definir § = %%, la apli
cacidn dual de &4, asi que, siendo §§ de conexidn
finita,

(7.:12) & ! Hl(ﬂ) ) HO(le)a

como resulta de la identificacidn HI(Q} =
1
Hom, (H (Q,Z),Z) .

Por paso a los duales se tiene entonces gque

TEOREMA 7.3. SL Q es de conexdbn finita y (2,,9,)

s una esdcisibn de Q, La sucesddn

| P e 0 g poz

£ . o, .
S HO(MIJGHOCQE) Ho(ﬂ) 0

esd exacita.

La anterior es entonces una AucesdLdn exacita de

Mayen-Vietondis pana La homolLogia de Antin.

Sea WI(Q) el grupo fundamental de Q y sea
¢ :wl(ﬂ) — HI(Q) la aplicacidn que a la clase de
homotopia [a] de o & C(Q) hace corresponder la cla
se de homologia <a>. Que ¢ estd bien definida es
consecuencia de la versidn homotdpica del Teorema

de Cauchy. Evidentemente ¢ es un homomorfismo so-
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breyectivo de grupos. P. Mond [26] ha demostrade
que el niicleo Ke2r¢ de ¢ ceincide cen el subgrupe
derivado, o subgrupo de los conmutadores ni(ﬂ) de
nl(ﬂ). Como en virtud del Lema de Poincaré (Green-
berg and Harper [13]). el grupo de homologia sin-
gular nl(Q) es isomorfo al grupo cociente Trl(Q) /ui(Q),
entonces Hl(ﬁ) x HL(Q)’ y el isomorfismo hace co-
rresponder a la clase de homologia singular {al} de
o = C(fl) la clase <a>. Esto permite fAcilmente esta-
blecer una sucesidn de Mayer-Vietoris para la homo
logia singular usual a partir de la sucesidn (5.1)

y, a partir de ella, sucesiones para las cohomolo-

gias singulares. Por otra parte, es posible dedu-
clr el resultado de Mond, al menos en el caso de
conexion finita, a partir de la exactitud de 1la

sucesidn exacta de Mayer-Vietoris para la homolo-

gia singular. Detalles pueden encontrarse en [371.

m
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