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LA CONEXIDAD Y EL AXIOMA DE COMPLETEZ

Rafael Ahumada

1. INTRODUCCION.

En el articulo "E1l axioma de Completez" del
profesor Yu Takeuchi, se presentan ocho equiva-
lencias de dicho axioma. En este trabajo exhibi
remos otra equivalencia relacionada con la conexi

dad.

TEOREMA. Sea K(+,*,<) un cuerpo ordenado. Enton-
ces: K satisface el axioma de completez si y sd-

lo si K es conexo (segfin la topologia de orden).

Demostracidn. "=>" Supongamos que K satisface el
axioma de completez. Sea F un subconjunto abier-
to y cerrado en K. Si F no es vacio existe te K
ti1l que £ € F. Veamos que F = K. Asumamos que

F ? K , entonces existe Xxe& K tal que x & F.
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Asi que x # £. Digamos que £ < X. En tal caso
llamemos S = {y & F |y < x}, entonces S # ¢
(pues £ & S) y estd acotado superiormente (por
X). Por el axioma de completez existe z « K,

z = SupS. Como ¥ = S, 4 < X entonces Z < X,

Si z & F entonces z « FC© y como F¢ es abier-

to existird 2 > 0 tal que (z-n,z+1) < FC. Pero,
z = SupS =>360 e S8: z-n < 4, €z, lo que cons-
tituye una contradiccidn ya que Ao =F, vy,
8 e (z-n,z+n). (Consideramos a K dotado de 1la
topologia de orden), asi que z € F con lo que
z < x (x & F). Como F es abierto existe § > 0
tal que (z-6,z+8) < F,

Tomemos A = min{&,x-z}. Entonces (z-A,z+))
< F. Luego si u es tal que z < p < z+) enton-
ces e F, y, U < z+)X € X, o sea que U € S con

-

SupS < p. Concluimos que F = K 8 F = ¢, 1lo

"

Z

que implica que K es conexo.

(84'x < £ 1llamamos $ = {y « F|y > x}, usa-
mos el hecho de que, por el axioma de completez,
S tiene extremo inferior y procedemos andloga-

mente hasta llegar a que F = K).

"<" Supongamos que K es conexo y sea S # ¢,

S e K, S acotado superiormente.

Llamemos:
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A = {ae K|o es cota superior de S}

S A

B N N A A4

Entonces A # ¢ y A -3 K porque S f K (K no tiene
méximo) y S # ¢. Si existe s = A tal que 4§ e S
SupsS.

entonces Ao

Asumamos que ¥4 € S, 4 & A y veamos que A es
cerrado en K. Sea £ € A®. Entonces £ no es cota
superior de S y por lo tanto existe L S con
T < 4 . Llamemos 1 = Ao-t > 0 y mostremos que

(t-n,t+n)  A%:

Si ye (£-n,t+1) entonces Yy < L+n = 4 _ con
AO e S y entonces Yy no puede ser cota superior
de S. Se sigue que Y AS, Luego AC es abierto,

es decir, A es cerrado.

Como A es cerrado, ¢ % Ac;e Ky K conexo, enton-
ces A no puede ser abierto. Por tanto existe
+
o e A tal que ¥1 € K : (a_-n,a +1) ¢ A. Conclu
O o) le) ol
yamos que a_ = SupS. Como a_ & A, o es cota su

perior de S.

Sea @ cualquier cota superior de S (a € A).
Si se tuviera a<0LO entonces . = ao-a >0 y por tan-

to (a,a +n) = (o -n,0 +4) g A, lo que es un ab-
o ) o
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surdo ya que al ser a cota superior de S cada

X > a tambié&n lo seri.

Luego, ao < a, esto es, ao es la menor de

las cotas superiores de S. A
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