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DOS SENCILLAS APLICACIONES DE LAS
SUCESIONES DE 0'S Y 1'S

WiLson Castrnellion

La construccidn de los nimeros, a partir de
los cortes de Dedekind, hace evidente que hay
una familia no enumerable de subconjuntos de Q,
totalmente ordenada por inclusidn. Si se asume
la Hipbtesis Generalizada del Continuo, el re-
sultado es un caso particular de la Proposicidn

1 de este articulo.

Sin asumir GCH es posible dar un nfimero in-
finito de cardinales para los cuales se cumple
la Proposicidn 1. Estos cardinales son los de-

finidos por:

ol
T(a) = Sup{a,2%,22,...}

para cualquier o cardinal; en especial se puede
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conseguir una sucesidn estrictamente creciente

de ellos, definida por induccidn transfinita:

n, = T(1)
n, = T(Sup{T(Y)})
Y<A

Este hecho hace pensar en la posibilidad de
demostrar la proposicidn general sin hacer uso
de GCH. Probar su veracidad o imposibilidad se-

ria motivo de un nuevo articulo.

PROPOSICION 1. (ZFC + GCH)

Para todo cardinal infinito K, existe una
familia F de subconjuntos de K totalmente orde-

nada por inclusidn y de cardinal 2 .

Demostracidn. Primero obsérvese que el teorema
es equivalente al hecho de que exista un par
de conjuntos A y B tales que |A| = 2K, A tiene
un orden total y B es un subconjunto denso en

A, |B| = K. Tomando la familia F como

F:= {BA:AEA} donde BA:= {b € B:b < s}

K

obtenemos |A| = 2 subconjuntos anidados de B.
Usando la biyeccidn que existe entre B y K, ob-

tenemos el resultado deseado.
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Construyamos ahora A y B.

Sea A el conjunto de las sucesiones de ceros
y unos de longitud K que no terminan en unos,

es decir

A:= {8:K » {0,1}:¥8 < K J0a.8 <a< K,4(a) = 0}

con el orden lexicogrdfico. Entonces |A| = 2K,

Sea B el conjunto de las sucesiones de longi-
tud K tales que a partir de un punto, son cons-

tantemente iguales a cero, es decir
B := {5 A: 36 < K¥a > 8§ 4s(a) = 0}.

Asumiendo la Hipdtesis Generalizada del Con-
tinuo QK = k¥ o mds exactamente una de sus equi-

valencias, que dice que:

Sup{25:6 « K}» =244
es facil ver que

18] =] 28 cgaptab)os «
§<K §<K

PROPOSICION. B es denso en A.
Para probar esto, sean £,4 €« A dos sucesio-

nes diferentes, con £ < n. Entonces existe un

§ < K minimo tal que £(68) = 0 y n(8) = 1.
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Por lo tanto,si a < §, £(a) = n(a).

Como £ « A, existe un n con 6§ < n < K y
£(n) = 0, ya que £ no termina en unos.

Sea b:K + [0,1] definido por
) sl & oy b(n) = $ta)

ii) b(n) 3

134) sda > omis bla) = 0.

Por (iii), b pertenece a Biy po¥' (11)5° b 2
Como b coincide con £ en las primeras n posicio
nes, y n > 68, b<xn por ser £(8) = b(8) = 0 < 1
= n(8). Por lo tanto £ < b < n , lo que prueba

que B es denso en A. A

En el estudio de las teorias de orden total,
encontramos un hecho curioso acerca de los nime-
ros racionales: en ellos es posible sumergir

cualquier orden total enumerable.

A continuacidn tenemos una generalizacidn
de esta propiedad, utilizando GCH. También es
importante anotar que sin utilizar GCH la Pro-
posicidn 2 es cierta para los cardinales Ny de

finidos en la primera parte de este articulo.
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PROPOSICION 2. (ZFC + GCH)

Para todo cardinal infinito K, existe un con
junto <Ag,<p>, IAKI = K totalmente ordenado,
tal que en &l es posible sumergir cualquier or-

den total de cardinalidad K.

Demostracidn. Después de encontrar la prueba de
este resultado, se conocid que en un trabajo de

Hausdorff se demuestra un teorema mis fuerte. A



