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Holcitn de Mai8maticas
Vo t. xx, NU. ;5 (].98 6')

A tom»:

LOS HACES DE CONJUNTOS SOBRE UN ESPACIO
TOPOLOGICO FORMAN UN TOPOS

J~M HeJtnando PVte-z - CI'!JLL6tian Chan/u.e»:

En este articulo los autores se proponen de-
mostrar que los haces de conjuntos sobre un esp~
cio topo16gico forman un Topos. Este resultado
es bien conocido ya que hace parte del folklore
de la teoria de Topos, pero, segCm el conocimiento
de los autores, su demostraci6n no ha sido publicada.

Con un prop6sito didactico, los autores pr~
sentan primero las nociones de Topos y de Haces
antes de abordar el problema planteado.

Para presentar la noci6n de Topos e indis-
pensable discutir de antemano otro concepto im-
portante: el de clasificador de subobjetos en
una categorla 'e.
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I. CLASIFICADOR DE SUBOBJETOS.
Un principio general que gula el trabajo con

las categorlas y en especial con los Topas es el
siguiente: redefinir hast~ donde sea posible en
una categarla e y, con los elementos que ella
posee, los conceptos fundamentales utilizados
en la Matematica, particularmente los que apar~
cen en la teoria de conjuntos.

Pensemos en este ej emplo: "imagen reclproca
por una flecha".

Supongamos entonces que a:X ~ Y es una fle
cha en la categorla e, que 8:A ~ Y determina un
subobjeto de Y GA que puede llamarse "la imagen
reclproca por a" del subabjeto determinado por
8?

Supongamos que los productas fibrados pue-
den calcularse en ~, y con la ayuda de ellos
puede darse la respuesta.

-_.:....Y_--~~A

p·6

x ___ .::.:a +~ y

En efecto, el producto fibrado de a con 8
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-1nos da la flecha o:a (A) + X que resulta moni-
ca, como puede comprobarse facilmente. Esta fle
cha determina entonces un subobjeto de X y pue-
de verse que tal subobjeto es independiente de
la flecha monica B. Tenemos ahora un ejemplo muy
util de un functor al que llamaremos imagen re-
ciproca y notaremos I;

ce -L Conj ,',.

Este functor existe Sl la categoria e es 10-
calmente pequena y admite productos fibrados. Su
definicion es como sigue: a cada objeto X de ~
le asociamos el conjunto l(X) de los subobjetos
de X y si a:X + Y es una flecha en ~,
l(a):lCY) + lCX) es la funcion que envla cada
subobjeto de Y en su imagen reciproca por a.

Ahora bien, un hecho fundamental para la ca
tegoria de los conjuntos es precisamente que el

s,

functor l:Conj + Conj", es r-epr e sent abLe . Enefe£
to, e1 conjunto ~ ~ {O,l} 10 representa; pues
de hecho, como todos sabemos, si X es un conju~
to, l(X) (el conjunto de los subconjuntos de X)
es 10 mismo que R{O,l}(X) (el conjunto de las
funciones de X en {O,l}). Tal situacion puede
describirse en la siguiente forma:
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consideremos un co n jun t o u n i t a r Lo cualquiera {,':}
(0b jet 0 fin ale nCo n j .) y 11 am e m 0 s v: (,',}-+ {O, 1}
la funci6n m6nica que envla el elemento * en el
nGmero 1. Si consideramos ahora un conjunto cua!
quiera X y un subobjeto arbitrario de X (deter-
minad6, por ejempl0, por la flecha m6nica
a:A -+ X), existirla e n t o n c e s una u n i c a funci6n
Xa (la funci6n caracterlstica de a) tal que el
subobjeto determinado por a es la imagen re81pr~
ca por Xa del subobjeto determinado por v.

Gpneralizando 10 anterior tenemos entonces
la siguiente definici6n:

Sup 0 n gam a s que 'C e sun a cat ego r.ia 10 cal men t e pc-
quena, con objeto finally que admite pro~uc-
tos fibrados. Diremos que en e existe un "clasi
ficador de subobjetos" si es posible encontrar
en e un objeto u y una flecha v:l -+ U (necesa-
riamente m6nica) tal que si X es un objeto cual
quiera de e y a:A -+ X es una flecha m6nica (de
hecho un subobjeto de X), entonces existe una
Gniea flecha Xa:X -+. n para la eua1 e1 siguiente
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diagrama es un producto fibrado.

A

I
x ----~~ r2

En realidad, la flecha Xa esta determinada uni-
vicamente por el subobj eto de X definido por a
y se concluye, entonces, de 10 anterior que el
objeto n representa el functor T.

2. DEFINICION DE TOPOS.
Podemos ahora presentar la noci6n de Topos.

Un Topos ~ es una categoria que satisface los si
guientes axiomas:

T
1
) En ~ existen productos cartesianos, nucleos

y un objeto final.
De este axioma se sigue, como ya 16 vimos, que en
~ existen tamli'n productos fibrado.
T2) En ~ existe para cada par de objetos A,B, la
exponencial con base A y exponente B.
T3) En ! exist~ un clasificador de subobjetos.
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Los anteriores axiomas son suficientes para
introducir las nociones fundamentales de la ma-
tematica como ha sido demostrado ya por numero-
sos matematicos. Los Topos aparecen, entonces,
jugando el mismo papel que los conjuntos, con
la diferencia fundamental que c~mbia el estilo
o metodo de pensamiento y correlativamente la 10
gica.

3. UN EJEMPLO DE TOPOS: LOS HACES DE CONJUNTOS
SOBRE UN ESPACIO TOPOLOGICO.

3.1 Prehaces de conjuntos sobre un espacio to-
pologico.

Sea X un espacio topologico y consideremos
el conjunto de las partes abiertas de X. Este
se puede considerar como una categoria, convi-
niendo que para dos abiertos U,V eX el conjun-
to Hom(U,V) se reduce a un elemento si U c V y
es vaclo en el caso contrario. Se llama prehaz
de conjuntos sobre X todo functor F definido so
bre la categoria de los abiertos de X con valo-

*res en Conj

Un prehaz·F consiste entonces en hacer co-
rresponder a cada abierto de U un conjunto F(U)
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y en dar una flecha (llamada restriccion)
P~F(V) -+ F(U) cada vez que U c:: V.

v ------.>~ F ( V )

lp~
------+-,)o F ( U)

]
U

P~ debe cumplir con los axiomas de functor, es
decir, P~ es la identidad para todo U y si U c:: V

W V W
cW tenernos Pu = PUoPV.

3.2 Haces de conjuntos sobre un espacio topo16- '
gico.

Sea X un espacio topologico y F un prehaz de
conjuntos sobre X. Se dice que F es un haz de
conjuntos sobre X si cumple las siguientes pro-
piedades:

H1) Dada (Ui)i€I una familia de abiertos de X,
sean U la reunion de los Ui, S' y S" dos elemen-
tos de F(U). Si las restricciones de Sf y S" a
cada U. son .iguales tenemos S' = S" .

.{.

H ) Sea (U) una familia de abiertos de X2 i iEI
ya reunion es U y suponemos

cu-

tal manera que para todo
dados S. E: F(U.)

.{. .{.

i,j ~ I las restriccio
de
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ciones de S, y S, aU, n U
j
' sean iguales. Enton-.{. j .(.

ces existe S L F(U) cuya restriccion a U. es S .
.{. .(.

para todo .£ c 1.

Los haces de conjuntos sobre un espaeio to-
pologico X forman una categorla que notaremos
Sh(X) euyos objetos son los haees y cuyas fle-
ehas son las aplicaeiones naturales entre haees.

3.3 Sh(X) tiene un objeto final.

Sea 1 un haz sobre X tal que para todo abier
to U de X,l(U) = {*} (donde {*} es un conjunto
unitario) y sea F £ Sh(X). Mostraremos que ex i s
te una aplicacion natural uniea T:F ~ 1 tal
que para todo abierto U de X, TU:F(U)~{;':}=1(U).
Es deeir, TU es una aplicaeion constante. En
efeeto, si U c V tenemos que el diagrama siguie~
te es trivialmente eonmutativo.

U F(U) __ T_U__ ~ {1;}

Luego T es una aplicacion natural y es unica
por construccion. As! 1 es un objeto final de
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S h (.I() •

3.4 Sh(X) tiene producto cartesiano.

Sean A y B dos elementos de Sh(X). Puesto
s,

que en Co n j " tenemos productos cartesianos, cxi£
ten morfismos proyecciones Pl U y P2 V tales que, ,
A(U)xB(U) es producto car t es i ano . Para cadaabier
to U de X podemos entonces definir: (AXB)(U) =
A(U)xB(U).

Si U c V, es decir si y:U ~ V, necesitamos
definir (AxB)(y):A(V)xB(V) ~ A(U)xB(U). Paraello
consideremos las restricciones:

V.o.U.A(V) ~ A(U)
B~:B(V) ~ B(U)

Dado (a,b) £ A(V)xB(V) definimos:

V V(AxB)(y)(a,b) = (o.U(a),BU(b».

Mostraremos que las proyecciones P1 Y P2 son ap1i
caciones naturales:

U A(U)xBCU)

y] (AXB;(Y~

V A(V)xB(V)

__ P.=.l.L' .:.:..U ) A ( U )

__ P_1.L1_V ~ A ( V )
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U A(U)xB(U) P2 U
» B(U),

y1 (AxB)(y) r IB~
V A(V)xB(V) P2,V , B(V)

Estos diagramas son eonmutativos porque si
(a,b) ~ A(V)xB(V), entonees tenemos

De manera similar, se muestra que el segundodi~
grama es eonmutativo.

Par otra parte, la demostraei6n de que AxB
es un hazes muysimple, can 10 eual queda demostr~
do que enton e es exi sten prod ue to s cart e siano s en
Sh(X) .

3.5 Sh(X) tiene nueleos.

1 2 hSean q y q dos fleehas en S (X).

q1=::::::::: BA

Luego si U es un abierto de X tenemos
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A(U) B(U)

donde e(U)

~t,
Como en Conj existen nucleos, sea YU tal que YU

1 2sea el igualador (nucleo) de qu,qu'
1

Y qu
__ ~U-+~ A(U) ; B(U)

qB
= {a e: A(U)/qll(a) = q~(a)} y YU es la
De esta manera queda definido el pre-inclusion.

haz ~ y se observa que efectivamente es un haz.
En primer lugar, ~ es un prehaz porque los dos
diagramas siguientes son conmutativos; las res-
tricciones a~ estan definidas de e(V) en e(U).

1
U A(U)

qu
> B(U) A(U)

1 a~1 r s~ a~1
V A ( V) ) B( V) A(V)

qo

En efecto,
Calculando
cual significa

En segundo lugar ~ satisface las propieda-
des de haz, hecho cuya demostracion no se inclu
ye aqu'i. tuego ex i.sten nucleos en She X) •
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B3.6 Para cada par de objetos A y B, A es
un objeto de Sh(X).

Sea U un abierto de X (luego cualquier
abierto V de U es un abierto de X). Si A es un
objeto de Sh(X) entonces la restriccion Alu es-
t§ definida por:

A I u: abiertos de U
V

~'~
--+~ Conj
---+) A(V) .

B BSea A (U) = Nat(B Iu' A1u) Mostraremos que A es
un haz.

Dad 0 s U C-+ V / T t: Nat ( B I V ' A I V ) ,
nemos B Iv(W) -.!!l.- Alv(W). A T Ie
T/U definida como sigue:

si W cUte

asociaremos

WCon Tlu = TW (W es un abierto de U y 10 es tam
bien de V).

La aplicacion:

Ucumple que Pu = id, Y ws i U eVe W, Pu
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BLuego, A es un prehaz sobre X.

Sea ahora (U.) '~I una familia de abiertos de
.{. .{."'-

X cuya unaon es U y sean, y " dos elementos de
BA (U) tales que 'Iu = " IJJ..<;;: 1.

J.. IUJ..
V VPor otra parte, sean aU y BU respectivamente

las restricciones de A y B. (U ~ V), y V un

abierto de U. Como " " son aplicaciones natu-

rales, tenemos

'U .n V
.(. ~B(U n V) A(UnV), :>

B~~n vi
'U'· n V !{n.{.

V

TV
B ( V)

') A(V)
i :>
TV

V V VOL V IJJ.. E: 1Es decir, '[U . n VoBU' n V = aU·n
.{. .{. .{. ,

y V V '[I lJ· e: 1.'TuJ..nvoBuJ..n V = aU. n VO V .{.
.{.

Pero,
I

'n 'Tlu U V; 'Tu·n v=Tlu. u.n VUJ.. V = J..' J.. n .{. .{., .{.

V
Luego resulta aU. n VO'V

.{.
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un elemento de B(V), se
V ,

= aU. n VoTV(a). Pero co
.{.

U-i. n V e s igual a V y A e s un,
tenemos TV(a) = 1V(a). Es de

Por 10 tanto, siendo a
Vsigue que aU. n VoT V(a)
.{.

rno la union de los
haz, por H2 (3.2),

cir, T = T'.

Luego, AB cumple con Hi (3.2).

Ahora, (U-i.)-i.£lcuya
de tal mane-

tomamos la misma familia
Be: A (U.)

.{.

1 I = 1 .,.<- u.<-n Uj j u.<-n

union es U y suponemos 1.
.{.

ra que para todo '<-,j e: 1,

Si V es un abierto de U, obtenemos

B(V)

i8~~n
B(U.nV)

-(.

U· n V
BU.<- n Uj n V

--------------------~ A(V)

V a~ . n vi.l

T .u. n V.{. .{. ~ A(u:n V)
-v,

1·U· n V
j j

u.n V
a ju.n u.n v

-(. j

B(U.nu.nV)
.{. j

V

U· n V
.{.

au . n u .nv
.{. j

1ila nu",u.nu.nv
-i. j.{. J
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. Sea a un elemento de B(V), entonces

V \J'<' e:T. U . n VO BU . n V ( a) = a. I
..(. ..(.

..(. ..(.

u·nv u. n V
Comparemos ..(. ex jcxu.nu.nv(a.<.) con u. n u.n V( a j) .

..(. j ..(. j

u. n V V
= Tj' loB ..(. VOBU . n V ( a )U .,n u ., U . nu .n V u. n V . n

..(. j ..(. j ..(. j ..(.

V
=T. n oB (a)

j Iu .,n u .,U. u. n V u. n u . n V
..(. j ..(. j ..(. j

Luego, par H2 (3.2), existe b de A(V) tal
que la r e st r-i c c i Sn de b a cada U.<. n V es a.<.. De
donde, TV:B(V) -+ A(V) define una a pLi cac i Sn

a -+ b
na-

tural.
BEntonces hemos demostrado qu~ A es un obje. ' -
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to de Sh(X).

apuntes

Consideremos e~:BxAB ~ A tal que si U es un
abierto de X

(BxAB)(U) = B(U)xAB(U) e~U
( b , 6) If------+')

A(U)
n ( b) .

e~ es obviamente una aplicaci6n natural.

U B(U)xAB(U)

r V VIBUX Pu

B(V)xAB(V)

e",U
-----~~ A ( U)

1 __ e_",...:..V ~ A ( V)
V

Sea X cualquier objeto y a una aplicaci6n natu-
ral:

a: BxX ----~, A

Si U es un abierto de X tenemos el mismo
diagrama visto "durante" U.
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B(U)xX(U)

.. Nat ( B I U ' A I U )
1------> thx

tal que Sl W es un abierto de U entonces

donde b Ues un elemento de B(W) y Xw es la restric
cion

BU es la Im i ca flecha tal que eVU'o1B(U)XBU = aU'

Mostramos que 6 es una flecha en Sh(X), es decir,
es una aplicacion natural, 10 que equivale a mo~
trar que el diagrama siguiente es conmutativo.

V XCV)

U X(U)

Sean X un elemento de XCV). W un abierto de U~ b
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un elemento de B(W).

Luego, u V
= a WO ( X WO Xu ( x ) , b )

VPor otra parte PUoBV(X) =

de don d e , !l I 'Web) = n web)
X u X,

Por 10 tanto, el diagrama es conmutativo. En
conclusion Sh(X) posee la exponencial de cual-
quier par de objetos.

3 .7 S h ( X) po see uno b jet 0 D cIa s if icad 0 r des ub
objetos.

Para U un abierto de X rniramos el haz hU'

X
hU ~': Vc Uabiertos de :;. Conj " { Singleton si

V ) Hom(V,U) o si V¢U

Sea D un objeto de Sh(X). Por e l 1 rna de
Yoneda, tenemos Nat(hU,D) = DCU).

Sea v la aplicacion natural entre 1 y D tal
que v(l(U» = v(*) = U. v es monica.
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Como los pull-backs (productos fihrados)
existen, tenemos el diagramu siguiente

J 1

III

T

Como v es m6nica, entonces a es m6nica. Luego T
esta unlvocamente determinado por a. Es decir,
Na~(hU,n) son los subobjetos de hU'

Buscamos entonces los subobjetos de hU•

Sea a >---+ hU y

o(V) c hu(V).

hU(V) dd. Se
el vaclo.

sea V un abierto de X. Luego,
S i V ¢ u, h u ( V) = 0 y s i V c U,
sigue que o(V) es un singleton 0

Ahara bien, sea V. un abierto de X tal que
-<..

o(V.) f- 0; luego V. cu.
-<.. -<..

Si W es la uni6n de todos los V~, entonces
W c U y W es abierto de X. Comparemos entonces
hW y o. Si v et:- W, tenemos a ( V) = 0 porque a es

un haz. En cambio, si Vc W, tenemos o(V) = {": }

En consecuencia, los subobjetos de hU son. ~
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los abiertos de X contenidos en U.

El objeto 0 es tal que O(U) son los abier-
tos de X contenidos en U. Por otra parte, 0 es
un prehaz, es decir, un functor contravariante
de fin iend 0 1 a s res tric c ion es P~(W ) = w n u, ca -
da vez que U c: V.

U

j
V

o(U)

Sea U. una familia de abiertos de X y sean V, y
.{.

V" dos elementos de O(U) tales que V' n u. =
,l

V" n U., V,i . Como V' y V" es t an incluidos en U,
-<.

se sigue que V' = V' n U = V' n (UU.{.) = U(V' n U.{.)

= u (V" n U.) = V" n u U. = V" n U = V" .
.{. {.

Por 10 tanto, 0 cumple con el Axioma H
1

( 3 .

2) . Para V . e: o (U .) tal que »c., ~ I , se tiene
-<. -<.

que v.n (u.n U .) = V . n (U.nu.).
.{. .{. j j .{. j

Ahara, sea V = UV. c: U = UU .. Entances V es
.{. -<.

un abierto y pertenece a O(U).

Vn u. = (UV·)n U - U(V·n U·)n u .
.{. j .{. j j -<.

= U cv .n u.n u.c u cv.n e .n v.:
':J. . j j..( .{. -<. -<.
.{.fj
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= u (V. n u . n u.) u V. = V,,( V . n u . n u '..ilj .{. J .{. .{. .{. .{. j .{.
c V.)

.{.

Par consiguiente D cumple con el axioma H2
(3.2) Y podemos concluir que D es un haz.

Mostramos ahora que existe Xm tal que el dia
grama siguiente es un pullback en el cual X es
objeto de Sh(X).

------~> 1

1
J

.------~) D

Es decir, existe una aplicacion natural Xm tal
que el diagrama siguiente es un pullback, donde
U es abierto de X

A(U) >Ud

1 lvu
X(U) ~ D( U)

Xm U,

Sea ,P~ 1a r € stric cion d~ V a U
V(U c:: V) PU: X ( V) ~ X ( U).

Sea a un elemento de X(U), luego X U(a) es unm,
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abierto W de X incluido en U. Ahora, buscaremos
W de tal manera que la restriccion de a a W pe~
tenece a A(W). Sean

:/) = {V, abierto, Vc: U/P~(a) E:A(W)}

y W = ui), es decir, el mas grande abierto inclui
do en U tal que la restriccion de a a este abier
to pertenezca a A(W). Por consiguiente el diagr~
rna siguiente es conmutativo.

A(U) ,. {~':}

1 III lou
X( U) .

Xm U
~ n( U)

,

Sea V tal que el diagrama siguiente es conmuta-
tivo

V __ --::a.:...-__ ;,-{~':}

X(U) ----- ..~ n (U)Xm U,

Ahara bien si d E V, vU0a.(d) = U = Xm,UoB(d),
entonces ~-l(B(d» E A(U). Luego, existe una
aplicacion (unica) ~-loB:V ~ A(U), tal que
lo~ diagramas siguientes conmutan
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V a
<, .-1 B

..........(. 0 III.... .....
'J.. A(U)

III 1~ ~u
III

X(U) » rl(U)
Xm U,

Es decir,

A(U) ~Ud

1 lvu es un pullback

X(U) » rl(U)

En conclusion, Sh(X) es un topos cuyo objeto rl,
clasificador de subobjetos, es tal que rl(U) son
los abiertos de X contenidos en U.

*
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