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LOS HACES DE CONJUNTOS SOBRE UN ESPACIO
TOPOLOGICO FORMAN UN TOPOS

Jesds Hernando Pérez - Chiistian Charrien

En este articulo los autores se proponen de-
mostrar que los haces de conjuntous sobre un espa
cio topoldgico forman un Topos. Este resultado
es bien conocido ya que hace parte del folklore
de la teoria de Topos, pero, seglin el conocimiento

de los autores, su demostracidn no ha sido publicada.

Con un propdsito diddctico, los autores pre
sentan primero las nociones de Topos y de Haces

antes de abordar el problema planteado.

Para presentar la nocidn de Topos es indis-
pensable discutir de antemano otro concepto im-
portante: el de clasificador de subobjetos en

una categoria £.
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I. CLASIFICADOR DE SUBOBJETOS.

Un principio general que guia el trabajo con
las categorias y en especial con los Topos es el
siguiente: redefinir hasta donde sea posible en
una categoria 4 y, con los elementos que ella
posee, los conceptos fundamentales utilizados
en la Matemdtica, particularmente los que apare

cen en la teoria de conjuntos.

Pensemos en este ejemplo: "imagen reciproca

por una flecha".

Supongamos entonces que o:X > Y es una fle
cha en la categoria €, que B:A + VY determina un
subobjeto de Y (A qué puede llamarse "la imagen

reciproca por a" del subobjeto determinado por
B?

Supongamos gque los productos fibrados pue-
den calcularse en 9, y con la ayuda de ellos

puede darse la respuesta.

o~ LeA) y :

A
S p-§ 18
y

X 4 >

En efecto, el producto fibrado de a con B
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nos da la flecha o:a_l(A) + X que resulta moni-
ca, como puede comprobarse facilmente. Esta fle
cha determina entonces un subobjeto de X y pue-
de verse que tal subobjeto es independiente de
la flecha monica B. Tenemos ahora un ejemplo muy
util de un functor al que Ilamaremos imagen re-

ciproca y notaremos |I;

ce -L Conj ,",

Este functor existe si la categoria € es 10-
calmente pequena y admite productos fibrados. Su
definicion es como sigue: a cada objeto X de ~
le asociamos el conjunto [I(X) de los subobjetos
de X y si a:xX + Y es una flecha en -~,
1(a):ICY) + ICX) es la funcion que envla cada

subobjeto de Y en su imagen reciproca por a.

Ahora bien, un hecho fundamental para la ca
tegoria de los conjuntos es precisamente que el
functor 1:Conj + Conj"s; es r-e@resentable . Enefef
to, el conjunto ~ ~ {0,1} 10 representa; pues
de hecho, como todos sabemos, si X es un conju-~
to, 1(X) (el conjunto de los subconjuntos de X)
es 10 mismo que R{O,I}(X) (el conjunto de |las
funciones de X en {0,1}). Tal situacion puede

describirse en la siguiente forma:
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consideremos un conjun to unitarlLo cualquiera {":}
(Objet 0 finale nCo nj.) y 1lamemOs v: (,",} {0, 1}

. . *
la funci6n ménica que envla el elemento en el

nGmero 1. Si consideramos ahora un conjunto cual

quiera X y un subobjeto arbitrario de X (deter-

minad6, por ejemplO, por la flecha ménica

aA -+ X)), existirla entonces una unica funci6n

Xg (la  funci6n caracterlstica de a) tal que el

subobjeto determinado por a es la 1imagen re8lpr~

ca por Xz del subobjeto determinado por V.
Gpneralizando 10 anterior tenemos entonces

la siguiente definici6n:

Sup Ongam as que C esun a cat ego r.ia 10 cal men te pc-

quena, con objeto finally gque admite pro~uc-
tos fibrados. Diremos que en € existe un "clasi
ficador de subobjetos" si es posible encontrar

en € un objeto U Y una flecha v:l -+ U (necesa-
riamente ménica) tal que si X es un objeto cual
quiera de e y aA + X es una flecha ménica (de
hecho un subobjeto de X), entonces existe una

Gniea flecha Xa:X -+ N para la eual el siguiente
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diagrama es un producto fibrado.

D€ el
;:J(c—i-‘

_—
—_—
X
a

En realidad, la flecha Xy estd determinada uni-
vicamente por el subobjeto de X definido por a
y se concluye, entonces, de lo anterior que el

objeto 2 representa el functor I.

2. DEFINICION DE TOPOS.

Podemos ahora presentar la nocidén de Topos.
Un Topos © es una categoria que satisface los si

guientes axiomas:

Ti) En € existen productos cartesianos, nficleos

y un objeto final.

De este axioma se sigue, como ya lo vimos, que en
€ existen también productos fibrado.

T2) En € existe para cada par de objetos A,B, la
exponencial con base A y exponente B.

T3} En € existe un clasificador de subobjetos.
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Los anteriores axiomas son suficientes para
introducir las nociones fundamentales de la ma-
temdtica como ha sido demestrado ya por numero-
sos matemdticos. Los Topos aparecen, entonces,
jugando el mismo papel que los conjuntos, con
la diferencia fundamental que cambia el estilo

o método de pensamiento y correlativamente la 1l

gica.

3. UN EJEMPLO DE TOPOS: LOS HACES DE CONJUNTOS
SOBRE UN ESPACIO TOPOLOGICO.

3.1 Prehaces de conjuntos sobre un espacio to-

poldgico.

Sea X un espacio topoldgico y consideremos
el conjunto de las partes abiertas de X. Este
se puede considerar como una categoria, convi-
niendo que para dos abiertos U,V =X el conjun-
to Hom(U,V) se reduce a un elemento si U =V y
es vacio en el caso contrario. Se llama prehaz
de conjuntos sobre X todo functor F definido so

bre la categoria de los abiertos de X con valo-

L ®
res en Conj

Un prehaz F consiste entonces en hacer co-

rresponder a cada abierto de U un conjunto F(U)
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y en dar una flecha (l1lamada restriccidn)

PEF(W) » F(U) cada vez que U < V.

v > F(V)
v

Py

u > F(U)

v : .
pu debe cumplir con los axiomas de functor, es
decir,pu es la identidad para todo U y si U <

w v w
=W tenemos Py = punpv.

3.2 Haces de conjuntos sobre un espacioc topold- '

gico.

Sea X un espacio topoldgico y F un prehaz de
conjuntos sobre X. Se dice que F es un haz de
conjuntos sobre X si cumple las siguientes pro-

piedades:

H1> Dada (u{)iel una familia de abiertos de X,
sean U la reunidn de los Ui, S'" v S" dos elemen-
tos de F(U). Si las restricciones de S' y 8" a

cada Ui son iguales tenemos §8' = §".

Y I - X )
H2) Sea (U&){er una familia de abiertos de cu
ya reunidén es U y suponemos dados S, € F(U,) de

tal manera que para todo 4{,f = I las restriccio
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ciones de S{ y Sj a Uil] Ufsean iguales. Enton-

ces existe S &€ F(U) cuya restriccidn a Ui es Si

para todo L « I.

Los haces de conjuntos sobre un espacio to-
poldgico X forman una categoria que notaremos

Sh(X) cuyos objetos son los haces y cuyas fle-

chas son las aplicaciones naturales entre haces.

3.3 Sh(X) tiene un objeto final.

Sea 1 un haz sobre X tal que para todo abier
to U de X,1(U) = {#*} (donde {*} es un conjunto
unitario) y sea F « Sh(X). Mostraremos que exis
te una aplicacidn natural fGnica 1:F - 1 tal
que para todo abierto U de X, TU:F(U)*{*}=1(U).
Es decir, T es una aplicacidn constante. En
efecto, si U = V tenemos que el diagrama siguien

te es trivialmente conmutativo.

U

TR . Tt e
Py /17 id,
VR - {#)
Ty

Luego T es una aplicacidn natural y es fnica

por construccidn. Asi 1 es un objeto final de
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Sh(X).

3.4 Sh(X) tiene producto cartesiano.

Sean A y B dos elemcntos de Sh(X). Punesto
que en Conj* tenemos productos cartesianos, exis
ten morfismos proyecciones pl’u y p2:V tales que
A(U)xB(U) es producto —artesiano. Para cada abier
to U de X podemos entonces definir: (AXB)(U) =
ACU)=xB(U) .

8i Ue V, es decir si y:U » V necezitamos
definir (AxB)(y):A(V)xB(V) » A(U)xB(U)Y. Paraello
consideremos las restricciones:

o

V. -
BU.B(V) B(U)

A(V) - A(U)

Dado (a,b) €« A(V)xB(V) definimos:

(AXB) (Y)(a,b) = (af(a),BL(b)).

Mostraremos que las proyecciones P, ¥y p, son apli

caciones naturales:

U ADXB) —U Ay

% av
vl (AxB)(y f
v oAWxB(Y) —PLY A
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P2, u

u A(yxBU) —2:24 | gewy

v
;1 (AXB)(Y)] IBU
v AVIxB(V) —22Y ., By

Estos diagramas son conmutativos porque si

(a,b) « A(V)xB(V), entonces tenemos

v

oo pl’v(a,b) = ﬁg(a)

Py yo(AxB) (¥)(a,b) = af(a).

De manera similar, se muestra que el segundo dia

grama es conmutativo.

Por otra parte, la demostracidn de que AxB
es un hazes muy simple, con lo cual queda demostra

do que entonces existen productos cartesianos en

Sh(X).

3.5 Sh(X) tiene nficleos.

Sean q1 y q2 dos flechas en Sh(X).

Luego si U es un abierto de X tenemos
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1
q
Aty —4— B(u)
Q2
u
Como en Conj*existen nicleos, sea Yy tal que Yy

sea el igualador (nficleo) de qé,qa,

i
Euy —U L Acu) —u, B(U)
%

donde €(U) = {a e A(U)/qf(a) = qf(a)} y v, es 1a
inclusidn. De esta manera queda definido el pre-
haz € y se observa que efectivamente es un haz.
En primer lugar, ® es un prehaz porque los dos
diagramas siguientes son conmutativos; las res-

triceciones aﬂ estdn definidas de (V) en B(U).

1 2
v A sy Ay M, )

v v v
] “u] ]Bu QUI Isu
Vo A(D) ——— BV AV ———> B(V)

ay Ty

En efecto, si a « B(V) tenemoa qv(a) = qv(a)
(a), lo

o<

2
Calculando se obtiene quoau(a) = Qoo
cual significa que uu(a) = B(u).

En segundo lugar P satisface las propieda-
des de haz, hecho cuya demostracidn no se inclu

ye aqui. Luego existennficleos en Sh(X).
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3.6 Para cada par de objetos A y B, AB es
un objeto de Sh(X).

Sea U un abierto de X (luego cualquier
abierto V de U es un abierto de X). Si A es un
objeto de Sh(X) entonces la restriccidn A!U es-

tad definida por:

b
Af : abiertos de U ——— Conj

u:
vV —— A(V)

i il e B

Sea uy = Nﬂt(BIu, Alu) Mostraremos que A~ es

un haz.

Dados U= V y 1 NaI(BlU,A’v), si We U te

nemos BIU(W) jﬁLﬂ-AIU(W). A T le asociaremos

Tlu definida como sigue:

T
Blu(fL') —Jﬂ——»AIU(WJ,

W
Con Tlu = Ty (W es un abierto de U y lo es tam

bién de V).
La aplicacidn:
pE:Nat(B'V,Aw) > Nat(Blu,AM)
Trrr® T4y

cumple que pg = id, ysi U<sV =W, pﬁ: pﬂ-p‘g.
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Luego, AB es un prehaz sobre X.

Sea ahora (ui)LEI una familia de abiertos de
X cuya unidn es U y sean T y T' dos elementos de
AB(U) tales que Tlu = ! Vie 1I.

< |ug
v v .

Por otra parte, sean GU v Bu respectivamente
las restricciones de A y B. (U «— V), y V un
abierto de U. Como T, T' son aplicaciones natu-

rales, tenemos

Tu.ny
B(unv) Alunu)
e
Tu.nv
7 v
B a
V . .
B(V) > AV)
Ty

v ;
Es decir, Tuln VOBul{in i = U.Ein UOTU, Vi1

I - v v |
T B = oy, o’k V. 1.
u,nvePu N u v v 74
Pero,
. I i
o T s T T &
Tu v = tlugupv? TugnV lug,u.nv
Luego resulta av oT, = GE I]UOTL .
Ui[]U v L .
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Por lo tanto, siendo a un elemento de B(V), se

sigue que ol oT (a) = aU nvetyla). Pero, co

mo la unidn de los U; NV es igual a V y A es un
'

haz, por HQ (3.2), tenemos Tv(a) = Tu(a). Es de

gip, T = "

Luego, AE cumple con H, (3.2).

Ahora, tomamos la misma famllla (U;) ;e cuya

unidn es U y suponemos T e A (U ) de tal mane-

ra que para todo A, : £|u{n uj

Si V es un abierto de U, obtenemos

jfuiﬂ Uf.

11 ) T SR —— - A(V)
Vv BU i
u.n v u.nv
fu; nv b ¢
AN
B(UN V) 4 4 > AN V)
T.u:N
B(uj-ﬂ V) i | o - A(UJ-!'I V)
u;nv u:Nv
unvy u.nu;ny u.nu.ny
B L f L j
ulnu.nv
"“u nu;, Y nujnu (
W
B(U{ﬂ uj-ﬂ V) :A(u{.nuj.nw

T,
A u.nu.nv
j]U-nUI'L {
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Sea a4 un elemento de B(V), entonces

v

TEu AV, 'R o]
£ L
c ot ey ughv (a,)
omparemos a, con a &;)s
u nugnv tgnun v’
u Nv unv

“u{.nuj.nu‘“,c) 2, nu, nveu, nv"Bu n (e

) ugcnv 7]
= Y, PN oU U nvoPu, nv; n vPu n v’
I (@)

y OBU
= uLNu.LU, U N Uy
A T

U nv u
- J|U N, nu, nvoBy’ nujnu By nv(“)

anU
" nunu iujnvﬂuj nyta)

) UjﬂU
=% nu,nyey-
SO |
Luego, por H2 (3.2), existe b de A(V) tal
que la restriccidn de b a cada U; NV es a,. De
donde, TV:B(V) + A(V) define una aplicacidn na-

a + b
tural.

Entonces hemos demostrado que AB es un obje
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to de Sh(X).
Consideremos aV:BXAB + A tal que si U es un

abierto de X

ew
(8xAB) () = ByxAB(u)y — 5 A

(b, 4} v——7> 4(b).

ew es obviamente una aplicacidn natural.

ew
U BUOXAB(W) u - ACU)
vy v
By oy
v B(V)xAB(v) i -~ A(V)

Sea X cualquier objeto y @ una aplicacidn natu-

ral:

o: BxX ol VU RPTAE  = B |

o S

BxAB A

e

Si U es un abierto de X tenemos el mismo

diagrama visto "durante" U.
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B(U)XX(U)

. Nat (Blu' alu)
X - = th

tal que si1 W es un abierto de U entonces

donde b es un elemento de B(W) vy vaJ es la restric

cion

B, es la Imica flecha tal que eVU01B(U)XBU = au

Mostramos que 6 es una flecha en Sh(X), es decir,
es una aplicacion natural, 10 que equivale a mo~

trar que el diagrama siguiente es conmutativo.

y X(U)

TR (oY)

Sean X un elemento de XCV). W un abierto de U~ b
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un elemento de B(W).

v
Luego, = aWO(xvl\fo Xu (x),b)

Por otra parte PU\é)BV(X)

de donde, !l I, Web) = N web)

x U X,
Por 10 tanto, el diagrama es conmutativo. En
conclusion Sh(X) posee la exponencial de cual-

quier par de objetos.

3.7 Sh(X) posee uno bjeto D clasificador des ub

objetos.

Para U un abierto de X rniramos el haz hu"

h .
abiertos de X_UfConj " " { singleton si V¢ U
V > Hom(V,U) 0 si VeU
Sea D un objeto de Sh(X). Por el 1 rna de
Yoneda, tenemos Nat(hu,D) = DCU).

Sea v la aplicacion natural entre 1 y D tal

que  v(I(U» = v(*) = U Vv es monica.
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Como los pull-backs (productos  fihrados)

existen, tenemos el diagramu siguiente

Como Vv es mé6nica, entonces a es m6nica. Luego T
esta unlvocamente determinado por a. Es decir,

Na~(hU,n) son los subobjetos de hj"
Buscamos entonces los subobjetos de hU-

Sea a >+ hU y sea V un abierto de X Luego,
o) c huV). si Va&au hu(vy =0 Yy si Vel
hu(V) dd. se sigue que o(V) es un singleton o

el vaclo.

Ahara bien, sea V._< un abierto de X tal que

o(V.) - 0; luego V., CU.

Si W es la unién de todos los V~, entonces
Weuy W es abierto de X. Comparemos entonces
hy y o. si | & W, tenemos a(Vv) = 0 porque a es

un haz. En cambio, si ve W, tenemos ov) ={'}

En consecuencia, los subobjetos de h; son-



192 apuntes

los abiertos de X contenidos en U.

El objeto O es tal que O(U) son los abier-
tos de X contenidos en U. Por otra parte, O es

un prehaz, es decir, un functor contravariante
de fin iend o 1as res tricciones P-(W) = W N U, ca-

da vez que Uc: V.

U o(U)

Sea U.{ una familia de abiertos de Xy sean V, y

V" dos elementos de O(U) tales que V' N u.I =

V' n U.<, V,i . Como V' y V' estan incluidos en U,

se sigue que V' = V nU = V n (UU{) = UV n U{)
= u (V' on U.) = V' nu U.{ = V'nuU = V.

Por 10 tanto, O cumple con el Axioma H1 (3.
2) . Para V<. e: O(U ) tal que »C.,, ~ 1, se tiene
que v.n (un u.) = V.n (Unu).

{ { j j {

Ahara, sea V = UV, c: U = UU_<.. Entances V es

{
un abierto y pertenece a o).

Vn u.

. (UV-)jn U - UlVn U:)n u.

Ucov.n un uc UCV.Q e.n v.
) j ] {0 7<%

{6
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V|

{

v.nu.nu' c v)
{ A ke

:..Hj (V. .{'n u.n u{ u v, M

Par consiguiente D cumple con el axioma H2

(3.2) Y podemos concluir que D es un haz.

Mostramos ahora que existe X, tal que el dia
grama siguiente es un pullback en el cual X es

objeto de Sh(X).

Es decir, existe una aplicacion natural Xy tal

que el diagrama siguiente es un pullback, donde

U es abierto de X

IY0)) >Ud
1 Iw

= D(U)
O

Sea ,P~ l1la restriccion d~ V a U

U e v PUx(v - X(u).

Sea a un elemento de XU), Iluego Xm u(a) es un
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abierto W de X incluido en U. Ahora, buscaremos

W de tal manera que la restriccion de a a W pe~
tenece a A(W).  Sean

A = {Vv, abierto, Ve:  U/P~(a) E:A(W)}

y W = Ui), es decir, el mas grande abierto inclui
do en U tal que 1la restriccion de a a este abier

to pertenezca a A(W). Por consiguiente el diagr~

rna siguiente es conmutativo.
A(U) - ="}

oy

x(U) . =n(V)
Xm U

Sea V tal que el diagrama siguiente es conmuta-

tivo
v — st
X)) ----- = nN(v
(C)) Xn .U (
Ahara bien si d = V, wo0a.(d) = U = Xm,UoB(d),
entonces ~-1(B(d» e A(U). Luego, existe una
aplicacion (unica) ~-loB:V ~  AQ), tal que

lo~ diagramas siguientes conmutan
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v a
Lt I
J3.. AQU)
i 1~ 0
~Uu
XV)y ____ » rlQ)
Xm’U
Es decir,

AU) ——— ~Ud

IVu es un pullback

X(U) 2

En conclusion, Sh(X) es un topos cuyo objeto rl,
clasificador de subobjetos, es tal que rl(U) son

los abiertos de X contenidos en U.
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