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ACERCA DEL COMPACTIFICADO DE AlEXANDROFF

CaJt10.6 Ru,[z s. - ULi.a.na Bfuna.'o c.

INTRODUCCION.
Sean (X,T) un .espacio topologico no-compacto

y w un punta que no pertenece a x. Sobre el con
junto X+ = X U {w} definimos la coLe cci cn

donde

B+(x) = {A~ X+ I ex iste VE: B(X,T) con V~ A}; x¢w

y

B+(w) = {L~ X+ I L = F U{w}, Fe: X y X-Fe: K

siendo K compacta de X}.

Ser1a de esperarse que la topolog1a
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T+ = {A S X+, para todo xe:: A, A e::: B+(x)}

generada por la colecci6n T, tuviera como vecin
+ +dades a B (X), X £ X . Desafortunadamente esto

+no siempre se cumple, pues B (w) no forma un
sistema fundamental de vecindades de w en todos
los casos. Esto ultimo s610 se satisface en aqu~
llos espacios topo16gicos en los que "compacto"
implica "cerrado"; como ocurre en los Espacios
de Hausdorff, en los cuales se garantiza que la
topologla T+ generada por T, tiene como vecinda

+ +des a B (x) con X e::: X .

Ahora bien, aun Sl suponemos que (X,T) es
un espacio topo16gico, Hausdorff, no compacto,
no necesariamente sucede que el espacio topo16-
gico (X+,T+) es de Hausdorff, ya que, si bien
los ultrafiltros no triviales U definidos sobre
X satisfacen una de las dos condiciones

(1) U es mas fino que

1cc = {A s X I X-A £;; K, K compacto de X}

(2) U es convergente en X (10 que implica su
+convergencia en X ),

nada asegura que elIas sean excluyentes.

En esas condiciones, puede existir un ul-
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trafiltro no trivial U sobre X que sea a la vez
mas fino que el filtro Pee y convergente a un

veremos en 1, U darla lugar a
+sobre X que serla convergen-

X X+.te a w y al punta xe: c

punta X E: X. Como
un ultrafiltro U+

Es nuestro objetivo ver bajo que condicio-
nes el "compactificado"(X+ ,T+) de un espacio no-
compacta Hausdorff (X,T) es de Hausdorff.

§1. RELACION ENTRE LOS ULTRAFILTROS U DEFINIDOS
SOBRE X Y LOS ULTRAFILTROS W DEFINIDOS SO-
BRE X+.

Consideremos la funcion

x ~ X

Sea U un ultrafiltro sabre X. Tenemos que

.£,U = U+ = {V £; X+ I existe FE: U con F £; V}

+es un ultrafiltro sobre.X . En efecto, las pro-
piedades de filtro son faciles de verificar; yea

/

mos que U+ es ultrafiltro. Sea B S X+, para B

hay tres posibilidades:
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.i ) B s x

ii) B = {w}

iii) B = S U {w} con s£ X.

En e1 caso n, como U es un u1trafi1tro so-
bre X, en t on c e s Be: U 6 X-B E U y, p o r- 10 tanto,
B €: U+ 6 X+ -B E: U+. En e1 segundo caso, t enemo s

X+-B X U+ . S 'Ique = e: ; y en e1 tercer caso, Sl e: l

entonces Be: U+ y si X-S €: U, entonces X+-B =

X-S e: U+.

Supongamos que V es un ultrafi1tro no tri-
. X+vla1 sobre , entonces

es un u1trafi1tro sobre X.

Si F <;; X, entonces i{F) ~ X+. Como v es un
ultrafiltro sobre X+, se tiene que i(F) e: lV 6

X+-[i(F)] e: 11/

.i ) Si i(F) e: V, tenemos que F = i-1U(F)) e: i!V

i .i ) SiX + - [i ( F )] e: V, en ton ces, pu est 0 que

+= (X -F) U {w}

tenemos:
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-<:!1JI :3 -<:-l(W) = -<:-1( (X+ -F) U {w})

= -<:-l(X+_F) U-<:-l({w})

= -<:-l(X+_F)

= X - F.

-+De 10 anterior, se conc1uye que si U es un ul-
trafiltro sobre Xi, entonces, 0 bien U+ = -<:,U

para algun U ultrafi1tro sobre X, 0 bien U+ =

~{w}' donde 1{w} es el ultrafi1tro generado por
{w}.

Si U es un ultrafiltro sobre X convergente
a x £ X,entonces U es mas fino que el fi1tro de
vecindades de x , 8(X,1). En co n secu en c i a ,

+ + +8(X,1 ) <;;:; U y entonces U converge a X.

§2. CLASIFICACION DE LOS ULTRAFILTROS SOBRE UN
ESPACIO TOPOLOGICO,ARBITRARIO.

En un espacio topo1ogico cualquiera se ob-
serva e1 siguiente hecho concerniente a los ul-
trafiltros:

TEOREMA 1. Sean (X,T) un espacio t o p oLo g i co
cualquiera y U un ultrafiltro sobre X. Entonces
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1. U es convergente;

2. U es mas fino que la coleccion

1#cc = { A s X I X-A s I<. para algfm I<. compacto de X }

Demostraoi6n. Supongamos que no se cumple 1. y

veamos que, en consecuencia, se debe cumplir 2.
Si no fuera as!, tendriamos para U que:

i) U no converge en X', y,

ii) U contiene algun compacta del espacio, dig~
mos 1<..

Es facil demostrar que

U I I<. = {A c;;; I<. I A 2 F n I<. para al.gfm F e: U}

es un ultrafiltro sobre 1<..

Puesto que I<. es compacto, existe algun
Xo e: I<. I1mite del ultrafiltro UII<.' esto e s ,

Veamos que B(x ,X) s U, 10 cual es una contra-
o

dicci6n ya que hab1amos supuesto que U no era
convergente.

pea Uc:: S(x. ,X) entonces UnKc B(x ,1<.),o 0
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luego u Il K e:: UIK' es decir, existe Fe: U tal que

Puesto que K E: U entonces F n K e: U y por 10 tan-
to u n K e:: U, de donde, U e: U. A

§3. CARACTERIZACION DE LOS ESPACIOS LOCALMENTE
COMPACTOS.

En el paragrafo anterior se dieron dos con-
diciones que permiten la clasificaci6n de los
ultrafiltros en un espacio topo16gico cualquie-
ra. Dichas condiciones, en general, no son ex-
cluyentes; esto es, puede suceder que en un es-
pacio topo16gico haya ~n ultrafiltro que sea a
la vez mas fino que la colecci6n 1QQ y conver-
gente.

A continuaci6n, dar~mos una condici6n nece-
saria y suficiente para que las proposiciones 1.
y 2. del teorema 1 sean excluyentes.

TEOREMA 2. Si (X,T) es un espacio t o po Lo g i co no-
compacto entonces (X,T) es localmente compacta
si y solo si 1. y 2. son excluyentes.

Demostracitm. =» Supongamos que (X., T) es Io'ca L>
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mente compacto y que existe una ultrafiltro U de
X que es convergente y mas fino que ~CC.

Sea X e:: X tal que U converge a X • Como
o 0

(X, T) es localmente compacto, existe V e:: B( X , T)o
tal que V es compacto. Por 10 tanto, Ve:: U, 10

cual es una contradicci6n porque U no puede con
tener compactos.

~) Supongamos que 1. y 2. son excluyentes y
veamos que (X,T) es localmente compacto. Si
(X,T) no fuera localmente compacto existiria
X e::
o

do K c X compac 0 se tendria que
X tal que para toda V e:: B(x ,T) y para to-o

V n (X-K) t- 0.

sea'f el filtro extremo superior de B(x ,T)o
y de 1cc. Es claro que 1 es mas fino que 1cc
y que B(x ,T). Ahora bien, si U es un ultrafil

o
tro mas fino que 1, tenemos que U converge a
X y U es mas fino que 'fcc, 10 cual contradice
o

la hipotesis.

Finalmente obtenemos el siguiente resulta-
do:

TEOREMA J. + +(X ,T ) es compacto Hausdorff sf y
solo si (X,T) es localmente compacta Hausdorff.

Demostraei6n. Sea U+ un ultraffltro sobre X+.



apuntes 171

Entonces

i) U+ = i., U para alg~n ultrafiltro U de X, 6

.i .i ) U+ ~= r{w}'
nerado por {w}

donde 'F{w} es el ultrafiltro ge-

Si se satisface (ii) entonces U+ converge a
+w. En el caso de que U = i,U posea algun ultr~

filtro U sobre X, tenemos que, 0 bien U es con-
X U+ ~vergente a X ~ ,en cuyo caso convergerla a

X e: Xc X+, 0 bien U es mas fino que 'Pee con
U+ ~10 cual convergerla a w.

Es decir, todos los ultrafiltros U+ defini-
+dos sobre X son convergentes y por consiguiente

+X es compacto.

bre
Supongamos que existe
+X que converge a ~ e:

+como U = i,U para algun ultrafiltro U sobre

un ultrafiltro U+ so-
+X c X yaw. Enton-

ces
X, se tiene que U es convergente a X y U es mas
fino que 1ee, 10 cual es absurdo porque X es 10
calmente compacto. •

*



1?2 apuntes

BIBLIOGRAFIA

Bourbaki, N., Ge.ne.!tal Topology, Part. I, Addison
-Wesley, 1966.

Pervin, William J., Foundation~ 06 Ge.ne.!tal Topo-
logy, Academic Press Inc., 1964.

~':

Departamento de Matematicas y Estadlstica
Universidad Nacional de Colombia
Bogota, D.E.


