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RESUMEN. En el presente trabajo se demuestra que
la topologia seudométrica sobre un conjunto X
obtenida a partir de una funcidn §:X * R, coin-
cide con la topologia inicial sobre X inducida
por la misma funcidn; se caracterizan sus con-
juntos compactos y se demuestra que cuando 6 es
sobreyectiva, la topologia usual de R es la co-
ciente por la relacidn que identifica puntos de

X que poseen la misma imagen por f.

Se demuestra ademds que la topologia € sobre
los reales no-estédndar finitos R;, es la topo-
logia seudométrica obtenida a partir de

*
Est:IR

F + R, funcidn que asocia a cada a de R:‘,
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su parte estdndar. Con esto y los resultados an
teriores, se obtienen demostraciones sencillas

de algunas caracterizaciones en [3].

I. SEUDOMETRICAS.

Una seudométrica sobre un conjunto X es una

funcidn d de XxX en los reales, con las siguien

tes propiedades:
1) d(x,y) > 0 y d(x,x) = 0 para todo x,y en X.

d(y,x) para todo x, ¢y en X.

2) d(x,y)
3) d(x,z) < d(x,y)+d(y,z) para todo Xx,y,z en X.

A

Si ademds x # y implica d(x,y) > 0, se dice

que d es una métrica.

Es conocido (ver [2] P-9) que cualquier fun

cidn §:X +» R induce la siguiente seudométrica:

dﬂ(x,y) = Jg(x)-4Cy)].

Claramente si § es inyectiva, entonces dﬁ es
una métrica. Es igualmente conocido que si des
una seudométrica sobre X, la coleccidn de todas

las bolas

Bd(x,n) = {y € X: dix,y) < 1}
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cuando x varia en X y % en los reales positivos,
es una base para una topologia sobre X. Se dice
que (X,d) es un espacio seudométrico cuando X

estd dotado de la topologia generada por la ba-

se anterior.
Para la topologia seudométfica dﬁ’ se tendra
Bé(x,n) = {y e leﬁ(x)—é(y)l < n}.

Notese ademd@s que

y € Bé(x,n) « [ f(x)-§(y)| < xn
« f(y) e Bf(x),n)
o ye §THBUOO,),

lo cual pone de presente que
By(x,n) = §71BC§(x), 1))

donde B(z,n) es la bola correspondiente a la m&

trica usual de R.

Se deduce de la igualdad anterior que {a ftopofogia
definida sobre X porn La seudométnica dé, es pre-
cisamente La topologfia Lnicial sobre X 4inducida
por §, o sea, la menos fina de las topologias
sobre X que dejan continuas a § (ver [1] PP .
30-32). En consecuencia, los abiertos de X para

dicha topologia, son las imd3genes reciprocas.por
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§ de los abiertos de la topologia usual sobre IR.

Andlogamente, como 6—1(R—A) = X-ﬂ—l(A), tam
bién los cerrados de X son las im&genes recipro

cas por § de los cerrados de R.

Ademds, si (Y,1) es un espacio topoldgico
cualquiera, una funcidn g:(Y,1) - (X,dé) sera

continua si y sdlo si fog:(Y,7) * R lo es.

NOTA 1. Si se generaliza la situacidn anterior
a una funcidn §:X » (Y,d), donde Y es un espa-
cio métrico cualquiera con métrica d, podemos

definir sobre X la seudométrica dé(x’y) =

d(§(x),4(y)).

Entonces,

y Bé(x,n) < d(§(x),§(y)) < n
< §(y) = B (§(x),n)
<Y e 6_1(Bd(6(x),&)).

Es decir, B (x,1) = §71(B (§(x),n)) y la topo-
logia seudométrica sobre X atin sigue siendo 1la
topologia inicial inducida por § a partir de la
topologia métrica de Y. Ademd@s, la funcidn § no
sblo resulta ser continua para esta topologia,

sino también uniformemente gontinua, ya que si
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1 e e

dﬂ(x y) < 8 entonces trivialmen

d(§(x),4(y)) < 6. A

PROPOSICION 1. Sea §:X > R. Un subconjunto C de
X es compacto (o cuasicompacto, en la terminolo
gia de N. Bourbaki) para la topologiaseudométri
ca dé’ si y sd6lo si 4(C) es un subconjunto com-

pacto de R (con su topologia usual).

Demostracidn. Como la topologia seudométrica es
la misma inicial inducida por §, entonces { re-
sulta ser continua, de manera que si C es un
subconjunto compacto de X, es inmediato que §(C)

es un subconjunto compacto de IR.

Reciprocamente, supongamos que 4(C) es un

subconjunto compacto de K. Sea (A ) g7 un cubri

miento abierto de C. De lo dicho anteriormente

se sigue que A, = ' (B ), con B, abierto en R.

Puesto que C & |J A = U 6_1(3 ), se tiene que
L€l L€1

§O = (U § 1 BO) = U g6 @) = UB,

(€1 i€l ~ el £

Como hemos supuesto que §(C) es compacto, exis-

te un subcubrimiento flnlto (Bik)kzl,Q,u.,n de

§(C); es decir, §(C) < kU BLk , de donde,
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1

i
s
>

1 e
l:Jé (B,p,)

ce (U B,
o R=1 *R 1 k

k

obteniéndose asi la compacidad de C. A

COROLARIO 1.1. Bajo las condiciones de la propo
sicidén 1, un subconjunto C de X es compacto si

y sdlo si 6_1(6(C)) lo es.

Demostracidn. Por la proposicidn 1, 6—1(6(C))
es compacto si y sdlo si 6(6—1(6(C))) lo es.
Pero este iltimo conjunto es {§(C), y nuevamente
por la proposicidn 1, es compacto si y sdlo si

C 1o es. A

En general, no todo subconjunto compacto de
X es la imagen reciproca por § de un subconjun-
to compacto de IR. Por ejemplo, si § no es inyec
tiva y a, b son tales que {(a) = §(b), entonces
{a} es un subconjunto compacto de X que no es

imagen reciproca por § de un compacto de IR.

PROPOSICION 2. Sea $:X > R sobreyectiva. Un sub
conjunto A de IR es abierto para su topologia
usual, si y sdlo si 6—1(A) es abierto para la

topologia seudométrica dﬁ’

Demostracién. Si A es un abierto de R, entonces

6-1(A) es un abierto de X, ya que la topologia
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seudométrica d6 coincide con la inicial sobre X

inducida por f§.

Reciprocamente, si 6_1(A) es un abierto de
X, entonces es imagen reciproca de un abierto de
R; es decir, existe B <« IR abierto en R, tal que
§75A) = §71(B). Luego, £(§ T (A)) = (4 1B,
o sea, A = B por ser {§ sobreyectiva. Por consi

guiente A es abierto. A

COROLARIO 1.2. Si 4:X - R es sobreyectiva y a X
se le dota de la topologia dé’ entonces la topo
logia usual de R coincide con la topologia fi-

nal de R determinada por ¢§.

Demostracidn. Es evidente ya que A < R es abier
to si y sblo si 6_1(A) es un abierto de (X’dﬁ)
(ver [1], pp.33,34). A

Definamos en X la relacidn de equivalencia

X = y siy sblo si 4(x) = ¢g(y).
6
Dotemos al conjunto cociente X/z de la to-
pologia final determinada por la funcidn
d:X - X/Z que a cada elemento x le hace corres
ponder su clase [x] de equivalencia correspon-

diente a z . Llamemos al espacio topoldgico asi

obtenido el espacio cociente de X por X
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AGn en el caso descrito en la Nota 1
(§:X » (Y,d) ), si y = y', se tiene §(y) = §(y").
Luego, d(4(y),4(x)) = d(§(y'),4(x)). Se sigue
que si y 3 y', entonces Y Bé(x,h) si y sbdlo si
y' €=Bé(x,n). Es decir Bé(x,n) es saturada pari
;, lo cual implica que la topologiacocﬁmteenX/?
coincide conla definida por la métrica cociente d,

donde d([x],[y]) = dé(x,y) = d(§(x),4(y)) ya que
Ba([x],n) = ¢(Bé(x,n)).

COROLARIO 1.3. Si 4:X » R es sobreyectiva y se
considera a X con la topologia seudométrica dé’

entonces el espacio cociente X/z es homeomorfo

a R con la topologia usual.

Demostracién. En la descomposicidn candnica:

X —————>ﬂ{

\\\ //f con g([x]) = §(x),

se sabe (ver [1], p.44) que g es una biyeccidn.
De acuerdo con el Corolario 1.1, una funcidn
h:R > Z (siendo Z un espacio topoldgico cual-
quiera), es continua si y sdlo si hof lo es.

8i S:R +» X es tal que Sof es identidad de X.

gsta es necesariamente continua. Por lo tanto,
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toda inversa a izquierda S de § es continua y
en consecuecncia ([]], p.4b, Prop.9) g es un ho-

meomorfismo. A

NOTA 2. Al analizar las demostraciones de las
proposiciones 1 y 2, asi como sus corolarios,
esulta evidente su validez cuando se reemplaza

R por cualquier espacio métrico (Y,d), definién

dose, claro esta, d6 como en la Nota 1.

Ademas g:(X/3, d) > (Y,d) es una isometria,
ya que d([x],[z]) = dﬁ(x,z) = d(f () §Cz)) =
d(g([x]),a([z])). A

ga
)

I1. LA TOPOLOGIA € SOBRE R;

Particularicemos los anteriores resultados
al caso de la funcidn § = Est:R: - IR que a cada
nimero real no-estdandar finito a, le hace corres
ponder su parte estandar, Est(a). Una base de la
topologia seudométrica de R? estd constituida por

las bolas

B. (a,n) = {1 e:]R?: | Bst(a) - Est(1)| < #}

Est

it

{t e ]R;_E: | Est(a-1)| < #}

{t € Rf: bst]a-1| < 1}



158 aportes

Las dos fGltimas igualdades son consecuencia
de la linealidad de Est y de su conmutatividad

con el valor absoluto.

Recordemos que los abiertos de la topologia
C sobre Rg son los subconjuntos A de R; tales que

para todo 0 de A , existe wun real positivo 4 tal

que

{te ]R;:O-/L < 1T < o+n} = A.

ots
«

PROPOSICION 3. La topologia C de RF es precisa-

mente la topologia seudométrica determinada so-

bre Rg por dEst'

Demostracidn. a) Sean BEst(a’h)’ con o R; vy h
real positivo, una bola y B « BEst(a,h). Como
ésta es abierta en (Rg, dEst)’ existe un real

positivo 4 tal que

Begt (Bs21) = Bp i (ash).

Veamos que {1 e ]R;:B-/L < T < B+n} = (B-n,B+r)
es un subconjunto de BESt(B,Q&), con lo cual

quedard demostrado que BEst(a,h) es un €-abierto.

%
Si T« (B-n,B+n) , entonces B-n < T < B+4,

o sea,
“n < T-8 < n . (1)
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Pero la diferencia Est(1-B)-(1-B) es un infini-
tesimal y, en consecuencia, menor en valor abso

luto que 4. Es decir,

N
~

-n < Est(1-B)-(71-B) < *x. (
De (1) y (2) se obtiene
21 < Est(T1-B) < 21,

o equivalentemente, IEst(T—B)I < 2n. Luego,

T € BEst(B,Qn).

b) Reciprocamente, sean A un subconjunto €-abier

to de R; y o A. Existe un real positivo 4 tal

que (u—?&,a+2&f:g A.

Un argumento similar al anterior nos permi-
te concluir que BEst(a,n) c (a-21, a+2n) < A.
Luego A es abierto para la topologia seudométri-

ofa
w

ca de RF

ITI. CONSECUENCIAS.

Muchas propiedades importantes de la topolo-
gia € pueden obtenerse de manera sencilla usando
las caracteristicas de la topologia seudométrica.

Por ejemplo, si A es €-abierto, entonces es abier
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to para la topologia inicial inducida por la fun

cidn Est. Por lo tanto existe AO abierto en IR
tal que

A = }:st"l(AO) = | Est Y(x) = U ex),
X€A XEA

-1 . A
ya que Est (Xx) es precisamente la mdénada de X.

Un resultado andlogo vale para los subcon-
e

juntos €-cerrados de RF. La proposicidn 1 antes

demostrada, caracteriza los subconjuntos €-com-

pactos de RF como sigue:

C es B-compacto si y sblo si Est((C) =
{Est(1): 71 & C} es un subconjunto compacto de R
(para la topologia usual). Estos resultados ya
habian sido obtenidos en [3] por métodos comple

tamente diferentes.

Otras consecuencias inmediatas de las pro-

piedades obtenidas en II, son las siguientes:

Una funcidn g:(Y,t) -~ (R;,@) es continua si

y sbdlo si Estog:(Y,7) » R lo es.

La topologia usual de R es la topologia co-

ciente de (R;,E) por la relacidn Eat que identi
I &

fica puntos infinitamente prdximos.
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Ademdas, a pesar de que (R?,é) no-es Haus-
dorff y no se puede aplicar el lema de Uryshon,
en este espacio la separacidn de cerrados dis-
yuntos se puede lograr mediante funciones @—cog

tinuas de codominio [0,1].

Sean H, F cerrados disyuntos en R;. Existen
Ho’ Fo subconjuntos cerrados de R tales que
H = Est_l(Ho) y F = Est_l(Fo). Naturalmente, H
y Fo
[0,1] continua que separa a HO y Fo' (Es decir,

6(HO) = {0} y 6(Fo) = {1}). Entonces, foEst

R; > [0,1], que es E-continua en virtud de que

también son disyuntos. Ahora bien, sea §:iIR >

Est lo es, separa a H y F.
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