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AXIOMA  DE  COMPLETEZ

Yu TalJzwe.h-<.

§I. INTRODUCCION.

En la mayorla de los libros del anal isis
real, se adopta, como el axioma de completez (0
completitud) la existencia del Sup y del Inf p~
ra todo subconjunto no vaclo y acotado de~, y
luego se estudian algunas propiedades de ~ deri
vadas de dicho axioma. Por 10 general no se acla
ra la equivalencia entre estas propiedades Yy por
esta razon, solamente muy pocos profesores Yy es
tudiantes conocen las otras maneras de enunciar
10. En el presente trabajo se trata de dar, 8n
forma sistem&tica,los axiomas equivalentes al

de completez.

Una estructura matemlitica K es un '"cuerpo

ordenado’™ si existen en K las cuatro operacio-
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nes algebraicas "+, X, -, *" con sus respectivas
propiedades bien conocidas, y el orden (o desi-
gualdad) "<" compatiblfe con las cuatro operacio-
nes, es decir, si a < b entonces at+c < b+c ;

a*c < b*c para ¢ > 0 y b*c < a*c para ¢ < 0. La
estructura de orden nos permite definir en K el
valorn absolfuto en la forma usual, y en consecuen
cia conceptos Lopokbgicos tales como "conjuntos
abiertos", "conjuntos cerrados", "conjuntos com
pactos", "puntos de acumulacidn", "convergencia

de sucesiones'", etc.

Para un cuerpo ordenadoc K son equivalentes

las siguientes seis propiedades:

(1) Todo subconjunto no-vacio y acotado superior
mente de K posee extremo superiorenK (Axioma de Com

pletez)

(2) Toda sucesidn creciente y acotada superiermen-

te converge en K (Teorema de Weierstrass).

(3) Todo subconjunto infinito y acotado de K,
tiene por lo menos un punto de acumulacidn enK

(Teorema de Bolzano-Weierstrass).

(#) Dada una sucesidn decreciente de subconjuntos
acotados, cerrados y no vacios de K, la intersec
cidn total no es vacia (Teorema de encaje de Can

tor).

(5) Todo subconjunto acotado y cerrado de K es
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compacto (Teorema de Heine-Borel).

(6) si (A,B) es una cortadura de K (Nota 1), en

tonces A tiene mdximoc o B tiene minimo.

NOTA 1.Una pareja (A,B) de subconjuntos no-va-
eioe de K ge llama una cortadura de K st (1) A< B
(egto es, a < b para todo ae« A, b = B),

(¢2) AUB = K.

Sea ¢ el elemento neutro para la multiplica
cidn en K, entonces e+e (=2e), e+e+e (=3e¢),...
pertenecen a K, 0 sea que K contiene un subcon-
junto {isomorfo al confunto de Los nidmeros natu-
nales (N)(*). En consecuencia, K contiene un cﬁeg
po ordenado isomorfo al conjunto de todos los ni
meros racionales (@). Sin pérdida de generalidad,

podemos suponer siempre que K contiene a Q.

Ademds de las seis propiedades antes mencio-
nadas, el axioma de completez "Aimplica" las si-

guientes tres propiedades:

(7) K es arquimediano; esto es, para cada x e K
con X > 0 existe un ndmeno natural n tal que

sl

(*) Esto se tiene porque todo cuerpo ordenado es de carac
teristica cero, de manera que ninguno de los elementos e+e
+¢ ...+e serd cero; se sigue que todo cuerpo de caracteris
tica cero tiene un subcuerpo isomorfo a los racionales

([3]) p.77).
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(8) Q es denso es K; esto es, para todo X,y e K

con X < Y existe ¢ « @ comprendido entre X,y.

(9) 1lim % = 0 (en K), es decir, dado & > 0,

n+o 1
£ € K existe NO e N tal que lH w 0|< € para todo
n >N .
O
Obsé&rvese que £ es cualquier elemento positi
vo de K.

Nétese que estas tres iltimas propiedades
son equivalentes mutuamente (Nota 2), pero evi-
dentemente éstas no son equivalentes a las pri-
meras seis propiedades; en efecto, @ es arquime-
diano pero @ no safisface el axioma de completez.
El axioma de completez es equivalente a las si-

guientes propiedades:

(10) K es arquimediano y, toda sucesidn de Cau

chy converge en K.

Decimos que un cuerpo ordenado K es "alge-
braicamente completo" si no existe una exten-

sidn propia de K a otro cuerpo ordenado donde K

sea denso.

El axioma de completez es también equivalen

(11) K es arquimedianc y algebraicamente comple

to.
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Citamos como ejemplo el libro "Analisis Ma
tem&tico" de T.M. Apostol (2a. Edicidn, Ed. Rever
té, 1976), donde se adopta la propiedad (1) como
axioma de completez para R (p.11, Axioma 10), y
luego se demuestran solamente las siguientes im

plicaciones:
(1)=>(7) (Teorema 1-18, p.13).
(1)=(3) (Teorema 3-24, p.66).
(3)=>(4) (Teorema 3-25, p.68).
(4),(8)=>(5) (Teorema 3-29, p.70).
(3)=>(10) (Teorema 4-8, p.8B).
(1)=(2) (Teorema 8-6, p.225).

En el siguiente pardgrafo daremos demostracio
nes de las implicaciones: (2)=(1), (10)=(1),
(1)=>(6), (6)=>(2), (S5)=>(3), (3)==(2), (4)=>(8),
(2)=(11), (11)=(1), las cuales, junto con las
implicaciones mencionadas en el libro de T. Apos

tol, garantizan la equivalencia de las 8 propie

dades (1)—(6), (10) y (11) para un cuerpo orde

nado K.

NOTA 2. (Equivalencia de (7), (8) y (9)).
(8)= (7). Sea x = K, x > 0; por la proptitedad

(8) existen n,kh €« N tales que

X < % X L
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luego:
{propiedad (7»).

(M=>( 9 Dado e > 0, e e: K existe Ny tal que

a E {por la propiedad (7»),
por lo tanto, para todo n e: lli, n > Na se tiene
que
0 < # < Nl < & (pY"opiedad (9)).
a
9)~ 8 Sean X,y e: K, para mayor sencillez su-

pongamos que O ~ X < Yy (en los otros casos la

demostY"acién es similar).

Por la propiedad (99 existe ne: i tal que
1
n < VX
Aplicando nuevamente la propiedad(9) exiite
ke= lli tal que
esto eS, el conjunto I = {k e: lli/ E > Y} no es va

MInima de 1, entonces

c.Co. Sea m

~ Y, “n < Y,

m m-1
n

luego:
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m-1 _m .3 A
TR T AT S ¥R R
esto es:
m-1 -
A8 =k (propiedad (8)).

52. DEMOSTRACIONES.

(i) (2)=(1). Supongamos (2). Evidentemente, to

da sucesidn decreciente e inferiormente acotada

también converge en K.

- Primero, demostremos que K es arquimediano
(o lo que es lo mismo, la propiedad (9)). Por

oL 3 .. 1
hipétesis la sucesidn () converge:
(1) + e »0).
n
5i ¢ > 0 existiria N €« N tal que

1 1
’H -e] < ¢ para todo n > N,

0O Sea,

. P para todo n > N,

1c<l<c+—-—
n 2 2

2

Como 4n > n > N se tendria que

luego: 2¢ < sige. absurdo!
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Por 10 tanto se tiene que 11m 1 = O.
n-+oo N
- Supongamos ahora que A es un subconjunto de K
no. vacLo y acotado superiormente; sean X1 e: A
YI = una cota superior de A, y consideremos el

1
punta 2(X, + Yl)'

. _
- Si 2(X, +Y|) es una cota superior de A, sean

.1 -
- Si 2(.XI 1 Y1) no es una cota superior de A sean
X2 >';§(X| +Y1);

As! sucesivamente se obtienen dos sucesiones

monotonas (Xn)’ (y ), la primera creciente vy la

n
segunda decreciente tales que

e:A,_U, esun a cot a superio r de A o

X 79n

n

@

Por la hipotesis (2) las sucesiones  (X,), (¥,)

convergen en K. Sean:
X , 1lm Xy e: K
o n-+00 0 o

Por la propiedad arquimediana del cuerpo ordena-

do K se tiene que
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luego: XO = yo. Evidentemente se tiene (que x0 es
cota superior de A y que si M es otra cota sup-~

rior de A entonces X ~ M, pOl*® 10 tanto:

(ii) (10)9(1). Sea A un subconjunto de K, no-
vacl0 y acotado superiormente. En la demostra-
cion anterior las sucesiones (Xn), (y n) ~on de
Cauchy ya que, pOl® (1) se tiene que para todo

k ~ n
0~ ¥p i =~ Yp-xy
ademas, porla propiedad arquimediana de K

(cuando n -+ 00) -

2 : :
X
n
—_ = .. F e —
Fig. 1
Porla hipotesis (10) las sucesiones (Xn), (":In)
convergenty, X = 1lm X = 11m Yy es el supr-

o n-+oo n n-+oo n
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mo del conjunto A.

(i) (Q)=>(6). Supongamos (1), evidentemente t~
do conjunto no vacio Y acotado inferiormente tie

ne extremo inferior.

Sea (A,B) una cortadura de K; para todo

aeA, bDe B tenemos: a < b, luego:
sup A ~ b para todo b = B,

por 10 tanto

Sup A .::knf B.
Como A UB = K entances hay dos pasibilidades:

- Sup A~ A; en este caso A tiene maxima.

- Sup A = B; en este caso Inf B ~ B, luego B

tiene minima.

Notese que en cualquier caso se debe tener

que SupA = InfB ya que AUB = K

(iv) (6)::;(2). Sea (art) una suceslLon creciente

y acotada, ~i

AZi{xekx ~a paraalgrt 1} = U x ~ K/x ~ art}
rt rt=1

00

{XE K/x > a _paratodo n =[1Jxe K x> art}
rt re=1

v 9]
1
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entonces A # ~ 8 1 ~ ya que la sucesion (an) es
creciente y acotada. Evidentemente A< B, v,
A U8 = K, luego (AS8) as una cortadura de K. POI

la hipotesis (6), A tiene maximo 0O B tiene mini-
mo~ Supongamos que A tiene maximo M; como M EA
entonces existe m e~ tal que M ~ am. Dado E > O

cualquiera, M+E ~ B, luego:
an < M+E para ~0do n ~~,

pOl"™ 10 tanto:

M ~ an < M+E para -~odo n~m,

esto es
lim a = M.
n+00 n

De la misma manera se demuestra que (an) con
verge en K para el caso en que B tiene minimo.

v) (5)~ (3). Sea S un subconjunto de K, acot~
do e infinito. Primero, como S es acotado exis
te un iIntervalo [ab] = {x E: Kia ~ X ~ b} que
contiene a S. Dado x ~ K, si x no e~ punto de
acumulacion del conjunto S, entonces existe una
vecindad de x, digamos V(x0(x» = (x-0(X),-X+c(x»,
gue contiene un numero "6.in.i~0" de puntas de S.
Es evidente que

[abl i S U V( xok»
XEN(
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Por la compacidad del intervalo [a,b] (hipdtesis
(5)) existen X 5X55000,X  tales que
m
S = [a,b] « U V(x,;6(x,))
e k k
k=1
esta Qiltima contenencia implicaria que S es un

conjunto "fL{ni{fo" (absurdo!)

Por lo tanto, alglhn punto de K debe ser pun-

to de acumulacidén del conjunto S.

(vi) (3)=>(2). Sea (an) una sucesidn creciente y
acotada superiormente. Si el conjunto {ah/n = NN}
es "4§4inito" entonces la sucesidn es "constante"

a partir de alglin término y por lo tanto conver-
ge. Si el conjunto {an/n e N} es "Anfinito", en-
tonces tiene por lo menos un punto de acumulacidn
(por la hipdtesos (3)) el cual es evidentemente

el limite de la sucesidn (an)'

En el libro de T.M. Apostol se demuestra que
a partir de (4) (teorema del encaje de Cantor),
utilizando ad{cionafmente el teorema de Lindeldf
(que es una consecuencia de la propiedad arquime
diana (8), Nota 4), se obtiene el teorema de Heil
ne-Borel (propiedad (5)). Con el fin de obtener
directamente la implicacidn (4)=> (5) es necesa-

ni0 demostrar que (8) es una consecuencia de (4).
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(vii) (4)=(8). Supongamos (4); si K no fuera
arquimediano existiria b« K tal que b > n para

todo W & WN. Consideremos el conjunto acotado:

S = {x = K/x € n para alglin n e I} = U {xe K/x g n}
n=1

entonces S8 es un conjunto cerrado. En efecto,

X « K-8 entonces:

X > n+tl para todo ne N,
luego

X-1>n para todo ne N,

esto es
(x-1, x+1) = K-S ,

por lo tanto, K-S es abiento, luego S es cennrado.

Sean

Sn=sn{x-_- K/x > n} (i =2,2,8,5::);

entonces (S ) es una sucesidn decreciente de sub

conjuntos de K. Ademés, Sn # P ya que n Sn.

Sn es "cerrado" por ser interseccidn de dos sub
conjuntos cerrados de K; ademéas Sn es acotado.

Por la hipdtesis (u):

Pero, se tiene que:
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w0

Su={x:-:K/x:;n para todo n « N} N
n=1

{x = K/x < n para algin n} = ¢

(absurdo!). Por lo tanto, K debe ser arquimediana, o

sea que [ es denso en K.

(viii) (2)=>(11). Recordemos que la hipdtesis
(2) garantiza la propiedad axrquimeddiana delcuer
po ordenado K. Sea F una extensidén del cuerpo
ordenado K tal que K es denso en F, entonces 0
es denso en F (esto es, F es arquimediano). Da-
do X € F existe una sucesidn creciente (dn} de
elementos en K tal que
X - %< a < X para todo ne N

0 sea que (an) + X (en F). Por la hipbtesis (2),.
la sucesidn (an) convenge en K, digamos (an) + a
(en K). Como K es denso en F entonces se tfene
que: (an) + a (en F), luego x = a € K, esto es

F = K. Por lo tanto, K es algebraicamente com-

pleto.

Antes de demostrar la implicacidn (11)=> (1),
recordemos que el sistema numérico real R, cons
truido por cortaduras de @, &, por sucesiones de
Cauchy en @, es un cuerpo ordenado que satisfa-

ce el axioma de completez. Tenemos el siguiente

lema:
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LEMA. Todo cuerpo arquimediano K es un subcuen-

po ordenado de R (en el sentido de isomorfismo).

En efecto, como @ es denso en K, entonces
dado X & K existe una sucesidn (&n) de elemen-
tos en Q que converge a X (en K). La sucesibn
(nn) es de Cauchy en @, luego (n") converge en
R, digamos (1n) + ¢y (en R). Es fdcil ver que "y"
no depende de la escogencia de la sucesidn (nn)
que tiende a "x" en K, esto es, tenemos una fun
cidn de K en R que hace corresponder X € K a
Yy «R. Evidentemente, esta funcidn es uno a uno
y Aespetfa las operaciones algebraicas y el or-
den del cuerpo ordenado. De esta manera, se ve
que R posee un subcuerpo ordenado "isomorfo" a

K.

(ix) (11)= (1). Supongamos que K es un cuerpo
arquimediano y algebraicamente completo; sin
pérdida de generalidad podemos suponer que

f csK<R (por el lema anterior). Si K # R en-
tonces R es una extensi{bfn propia del cuerpo or
denado K donde K es denso en R, luego K no es
algebraimente completo. Por lo tanto, la hipd-
tesis (11) implica que K es isomorfo al cuerpo
real R, esto es, K satisface el axioma de com-

pletez.
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™

I "Nota 2
Nota 2 J

(Vj ,"'(8») Nota 2

AN C))

(.ix)

--~implicaciones dadas
en T. M. Apostol.

Fig. 2

NOTA 3. Las prop iedades () a ) 1imp lican l.a
propiedad arquimediana del cuerpo ordenado K.

Sin embargo~ anotamos:

- Existen cuerpos ordenados  fIno allLquime.diano-6"
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donde "toda" sucesi6n de Cauchy converge. Por

* ret cuerpo reat no-estandar) tas

ejempto, en ~
unieas sucesiones de Cauchy son "c.on.6tante..6" a
partir de atgun termino, tuego estas son eonve~

gentes. Sabemos muy bien que ~* no es arquime-

diano.
- Existen euerpos ordenados  atgebraieamente com
pl.aoe, y no arquimedianos. Por ejemp I.g eL com

p Letado I1R-':de~" " ee al9ebr aicamente comp l.eto (ver

[2])

NOTA 4. La propi edad arquimediana del: cuerpo K
"-i-mpLLc.a" el siguiente teorema det reeubrimien

to de Lindelo],

Teorema de Lindelof. (Apostol, Teorerna 3-28,p.70)
Sea S un ub onjunto de K, entonees todo recubri
miento abierto de S posee un subrecubrimiento
"c.olltabie.".

in embargo, esto Htimo  "no -i-mi-i-c.a"  l.apre?
piedad arquimediana del euerpo K. Por ejempto,

consideremos en ~~~ u.n bcuerpo K = ¢ A don-
de A es un -i-l-i-ll-i-to positivo, entonees K es un
cuerpo ordenado “c.olltabte.”, pOlI" lo tanto en K

se satisface el teorema de Lindetof. Evidente-

mente, K no es arquim~diQno.
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