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AXIOMA DE COMPLETEZ

Yu TaJz.wc.h-<.

§l. INTRODUCCION.
En la mayorla de los libros del anal isis

real, se adopta, como el axioma de completez (0

completitud) la existencia del Sup y del Inf p~
ra todo subconjunto no vaclo y acotado de~, y
luego se estudian algunas propiedades de ~ deri
vadas de dicho axioma. Por 10 general no se acla
ra la equivalencia entre estas propiedades y por
esta razon, solamente muy pocos profesores y es
tudiantes conocen las otras maneras de enunciar
10. En el presente trabajo se trata de dar, 8n
forma sistem&tica,los axiomas equivalentes al
de completez.

Una estructura matem1itica K es un "cuerpo
ordenado" si existen en K las cuatro operacio-
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nes algebraicas "+, x, -, +" con sus respectivas
propiedades bien conocidas, y el or~en (0 desi-
gualdad) "<,, compatible. con las cuatro operacio-
nes, es decir, si a < b entonces a+c < b+c
aoc < boc para c > 0 y boc < a°c. para C. < O. La
estructura de orden nos permite definir en K el
valon ab~oluto en la forma usual, y en consecue~
cia c.oY/.ce.pto~topol6gico~ tales como '~oonjuntos
abiertos", "conjuntos cerrados", "conjuntos com
pactos", "puntos de acumulacion", "convergencia
de sucesiones", etc.

Para un cuerpo ordenado K son equivalentes
las siguientes seis propiedades:

(1) Todo sUbconjunto no-vaclo y acotado superio~
mente de K posee extrema superiorenK (Ax Lo ma de Com
pletez)

(2) Toda suce sian cree iente y acot ada super ialrmen-
te converge en K (Teorema de Weierstrass).

(3) Todo subconjunto infinito y acotado de K,
tiene por 10 menos un punto de acumulacion enK
(Teorema de Bolzano-Weierstrass).

(4) Dada una sucesion decreciente de subconjuntos
acotados, cerrados y no vaclos de K, la intersec
cion total no es vacla (Teorema de encaje de Can
tor) .

(5) Todo subconjunto acotado y cerrado de K es
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compacta (Teorema de Heine-Borel).

(5) Si (A,B) es una cortadura de K (Nota 1), en
tonces A tiene maximo 0 B tiene mlnimo.

NorA 1.Una pareja (A,Bp de subaonjuntos no-va-

c i oe de K e e l l.ama una aort a dura de K si (i) A < B
(esto e83 a < b para todo a L A, b ~ B),
(ii) A U B = K.

Sea e el elemento neutro para la mUltiplic~
cion en K3 entonces e+e (=2e), e+e+e (=3e), ...
pertenecen a K, a ~ea que K eontiene un ~ubeon-
junto ~o.o~,o al eonjunto de lo~ nume~o~ natu-
~ale~ (~)(*).En consecuencia, K contiene un cuer
po ordenado isomorfo al conjunto de todos los nu
meros racionales (~). Sin perdida de generalidad,
pod~mos suponer siempre que K contiene a ~.

Adem&s de las seis propiedades antes mencio-
nadas, el axioma de completez "impliea" las si-
guientes tres propiedades:

(7) K es a~quimediano; esto es, para cada x E K
con X > 0 existe un nume~o natu~al n tal que
X < n.

(*) Esto se tiene porque todo cuerpo ordenado es de carac
ter!stica cero, de manera que ninguno de los elementos e+e
+e •..+e sera cero; se sigue que todo cuerpo de caracterl~
tica cero tiene un subcuerpo isomorfo a los racionales
([3]) p.77).
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(.8) m es den~o es K; esto es, para todo x,y E K
con x < Y existe q E m comprendido entre x,y.

11m 1 = 0 (en K), es decir, dado € > 0,
n-+oo n'
K existe N E:IN tal que I! - 0 I < £ para todo

o n

(9)

c e::

n > N •
o

Obse yes q e € es ~ualQu1e~ elernento positi
vo de K.

Notese que estas tres u1timas propiedades
son equivalentes mu uamente (Nota 2), pero evi-
dentemente estas no son equiva1entes a las pri-
meras seis propiedades; en efecto, m es arquime-
diano pe 0 m no ~at1~6a~e e1 axioma d completez.
E1 axioma de comp1etez es equivalen e a las si-
g ientes propiedades:

(10) K es arquimediano y, todasucesi6n de C u
chy converge n K.

Decimos q u n cuerpo ordenado K es "alge-
b~a1~arnente ~ornpleto" si no existe una exten-
si6n propia de K a otro cuerpo ordenad
sea denso.

donde K

El a i rna de com Ie ez es tambien eq ivalen
e a:

(11) K es arquimediano y algebraicament
to.

compl~
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Citamos como ejemplo el libro "Analisis Ma
tematico" de T.M. Apostol (2a. Edicion, Ed. Rever
te, 1976), donde se adopta la propiedad (1) como
axioma de completez para ~ (p.l1, Axioma 10), y

luego se demuestran solamente las siguientes im
plicaciones:

,
(1)=>(7) (Teorema 1-18, p.13).

(l)s>(3) (Teorema 3-24, p. 66) .

(3)~ (4) (Teorema 3-25, p.68).

(4 ),(8 )=> (5) (Teorema 3-29, p ,70) .

(3)=>(10) (Teorema 4-8, p.88).

(1)=>(2) (Teorema 8-6, p.225).

En el siguiente par-Sgr-af o daremos demostracio
nes de las implicaciones: (2 )=> (1), (10 )=> (1) ,
(1)=;>(6), (6)~(2), (5)~(3), (3)~(2), (4)~(8),
(2)=>(11), (11)=>(1), las cuales, junto con las
implicaciones mencionadas en el libro de T. Apo~
tol, garantizan la equivalencia de las 8 propi~
dades (1)--(6), (10) y (11) para un cuerpo orde
nado K.

NOTA 2. (Eou ioa l en c ia de (7), (8) y (9»).

(8)~(7). Sea x E: K, x > 0; p or La p rop ieda d
(8) existen n,k E ~ tales que

n
X<1i<X+l,
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luego:

{propiedad (7»).

(7)=>( 9) Dado E: > 0, E: e: K existe Na tal que

N > ~
a E: {por la propiedad (7»),

por lo tanto, para todo n e: lli, n > N se tiene
a

que

o < 1 <
n

1
N a

< E: (pY'opiedad (9)).

(9)~ (8) Sean x,y e: K, para mayor sencillez su-

pongamos que 0 ~ x < y (en los otros casos la

demostY'aci6n es similar).

Por la propiedad (9) existe ne: lli tal que

1- < y-xn

Aplicando nuevamente la propiedad(9) exiite

k e= lli tal que

el co nj un t o I {k e: lli/ k >;. y} e.6esto eSJ = - no van
c.Co . Sea m = Mlnima de I, entonces

m m-l <- ~ y, -- y,n n

luego:
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m-1 m 1 1
0-- - X = - - X ~ y-x > ,n n n n

esto es:

<
m-1 < (pY'opiedad ( 8) ) •X -- Yn

.§2. DEMOSTRACIONES.
(i) (2)->(1). Supongamos (2). Ev i d e n t em en t e , t o .
da sucesion decreciente e inferiormente acotada

ambien converge en K.

- Primero, demostremos que K es arquimediano
(0 10 que es 10 mismo, la propiedad
hi ~" "~ (1)lpotesls a suceSlon n converge:

(!) -+ c( ~O).n

) ). Por

Si c. o existirla N e:lN tal que

I!-c ]
11

1< -c.2 para todo n > N.

o sea,

1-c. <
2

1
n

1 3
< c.+-c.=-c.2 2 para todo n > N.

Como 4n > n > N se endrla q u

o sea, 2c. 1
VI.

luego: 7c
1 j

< < - C
VI 2· absurdo:
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Por 10 tanto se tiene que 11m 1 = O.
n-+oo n

- Supongamos ahora que A es un subconjunto de K
n o e va c Lo y acotado superiormente; sean Xl e: A,

Yl = una cota superior de A, y consideremos el
1punta 2(Xl + Yl).

1- Si 2(Xl + Yl) es una cota superior de A, sean

1- S i 2(.Xl .1- Y1) no es una cota superior de A, sean

1
X2 > "2( Xl + Y 1 ) ;

As! sucesivamente se obtienen dos sucesiones
monotonas (x ), (y ), la primera creciente y lan n
segunda decreciente tales que

X e:: A u e sun a cot a sup erio r d e A, .,;n '.7 n

(1)

Por la hipotesis (2) las sucesiones (xn), (yn)

convergen en K. Sean:

X ,
o

11m
n-+oo

x ,y e: Ko 0

Por la propiedad arquimediana del cuerpo ordena-
do K se tiene que
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luego: x = y . Evidentemente se tiene que X es
0 0 0

cota superior de A y que si M es otra cot a sup~
rior de A entonces X ~ M, pOI' 10 tanto:

(ii) (10)9(1). Sea A un subconjunto de K, no-
vac10 y acotado superiormente. En la demostra-
cion anterior las sucesiones (X ), (y ) ~on den n
Cauchy ya que, pOI' (1) se tiene que para todo
k ~ n:

o ~ y - Xk ~ Y - Xn n n

ademas, porIa propiedad arquimediana de K:

(cuando n -+ 00) •

• • •
X n
---.-... +-.-----

Fig. 1

convergentY, x = 11m X = 11m y
o n-+oo n n-+oo n

(Xn), (!:In)

es el supr~
PorIa hipotesis (10) las sucesiones
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mo del conjunto A.

(iii) (1)=>(6). Supongamos (1), evidentemente t~
do conjunto no vacio y acotado inferiormente tie
ne extremo inferior.

Sea (A,B) una cortadura de K; para todo
a E A, b E B tenemos: a < b, luego:

sup A ~ b para todo b E B,

por 10 tanto

Sup A .::;lnf B.

Como A U B = K entances hay dos pasibilidades:

- Sup A ~ A; en este caso A tiene maxima.

- Sup A E B; en este caso lnf B ~ B, luego B
tiene minima.

Notese que en cualquier caso se debe tener
que SupA = InfB ya que A U B = K.

(iv) (6)::;:'(2). Sea (art) una su ces Lo n creciente
y acotada, ~i

00

A = {x E K/x ~ a para algUrt n} = U {x ~ K/x ~ art}
rt rt=l

00

B = {XE K/x > a para todort n} = n Jx E K/ x > art}
rt=l
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entonces A # ~, 8 1 ~ ya que la sucesion (an) es
creciente y acotada. Evidentemente A < B, y,

A U 8 = K, luego (A,8) as una cortadura de K. POl"
la hipotesis (6), A tiene maximo 0 B tiene mini-
mo~ Supongamos que A tiene maximo M; como M EA
entonces existe m E~ tal que M ~ am. Dado E > 0
cualquiera, M+E ~ B, luego:

an < M+E para ~odo n ~~,

pOl" 10 tanto:

M ~ an < M+E para ~odo n ~ m,

esto es
lim a = M.
n-+OO n

De la misma manera se demuestra que (a ) conn -
verge en K para el caso en que B tiene minimo.

(v) (5)~ (3). Sea S un subconjunto de K, acot~
do e infinito. Primero, como S es acotado exis
te un intervalo [a,b] = {x E: Kia ~ x ~ b} que
contiene a S. Dado x ~ K, si x no e~ punto de
acumulacion del conjunto S, entonces existe una
vecindad de x , digamos V(x;o(x» = (x-o(x),-X+c(x»,

que contiene un numero "6.in.i~o" de puntas de S.
Es evidente que

[a,bJ c:: I( S U V( x;o(x»
XEI(
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Por la eompae~dad del intervalo [a,bJ (hipotesis
(5)) exist en X1'X2""'Xm tales que

m
S c:: [a,b] c:: U V(Xk;O(X

k
))

k=l

esta ultima contenencia implicaria que S es un
conjunto "6~n~to" (absurdo!)

Por 10 tanto, algun punta de K debe ser pun-
to de acumulaci6n del conjunto S.

(vi) (3)=>(2). Sea (a) n
acotada superiormente.
es "6~n~to" entonces la

una sucesion creciente y

Si el co n j un t o {a In e:::IN}Yl .

sucesion es "eoYl.6tante"
a partir de algun termino y por 10 tanto conver-
ge. Si el conjunto {a In e:: IN} es "~n6~n~to", en-n
tonces tiene por 10 menos un punto de acumulacion
(por la hipotesos (3)) el cual es evidentemente
el limite de la sucesion (a ).n

En el libro de T.M. Apostol se demuestra que
a partir de (4) (teorema del encaje de Cantor),
utilizando ad~e~onalmeYlte el" teorema de Lindelof
(que es una con,ecuencia de la propiedad arquim~
diana (8), Nota 4), se obtiene el teorema de Hei
ne-Borel (propiedad (5)). Con el fin de obtener
d~~eetamente la implicaci6n (4)~ (5) es neee~a-
~~o demostrar que (8) es una co n se cu en c i a de (4).
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(vii) (4)~(8). Supongarnos (4); si K no fuera
arquirnediano existirla b £: K tal que b > n para
todo n E lli. Considerernos el conjunto acotado:

00

S = {x E K/x ~ n para ai.gu.11 11 e: IN}= U {x e: K/x ~ 11}
11=1

entonces S es un cOl1junto ce~~ado. En efecto,
X e: K~S entondes:

x > n+1 para todo 11 e: IN,
luego

X-1 > 11 para todo 11 e: IN,

esto es

(X-1, X+l) c K-S ,

por 10 tanto, K-S es abie~to, luego S es ce~~ado.

Sean

SI1 = S n {x e::: «r« ~ 11} (11 = 1 ,2, 3 , . . • ) ,

entonces (Sn) es
conjuntos de K.

una sucesion
Adernas, S 1 ¢ ya que n e: S .n 11

S es "ce~~ado" por ser interseccion de dos su~
11

conjuntos cerrados de K; adernas S es acotado.
11

Por la hipotesis (4):
00

n
11=1

S n

Pero, se tiene que:
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00

n
n=l

Sn = {X e: K/x ~ n para xodo n e: IN}n

Ix E: K / x ~ n para a1.gr1nn} = ¢

(absurdo!). Pon 10 tanto, K debe ser arquimediana, 0

sea que m es dense en K.

(viii) (2)~ (11). Recordemos que la hipotesis
(2) garantiza la propiedad a~quimediana delcue£
po ordenado K. Sea F una extension del cuerpo
ordenado K tal que K es den¢o en F, entonces m
es d e.as o en F (esto es, F es arquimediano). Da-
do X e: F existe una sucesi6n creciente (a ) den
elementos en K tal que

1x - < a ~ X para todo n e: INn n

o sea que (a ) -+- x (en F). Por la h i p S'teei s (2),n
la sucesi6n (a ) Qonve~ge en K, digamos (a ) -+- an n
(en K). Como K es dense en F entonces se tfene
que: (a ) -+- a (en F), luego X = a e: K, esto esn
F = K. Por 10 tanto, K es algebraicamente com-
pleto.

Antes de iemostrar la implicaci6n (11)~ (1),
recordemos que el sistema numerico real~, con~
truido por cortaduras de m, 6, par sucesiones de
Cauchy en m, es un cuerpo ordenado que satisfa-
ce el axioma de completez. Tenemos el siguiente
lerna:
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LE~. Todo cuerpo arquimediano K es un ~ubeue~-

po ordenado de ~ (en el sentido de isomorfismo).

En efecto, como m es dense en K, entonces
dado X E K existe una sucesion (~ ) de elemen-

11

tos en m que converge a X (en K). La sucesion
(~ ) es de Cauchy en m, luego (~ ) converge en

11 11

~, dig am 0 s (~ ) -+- I:f (e n ~). E s fa c i1 v er que "u"
11

110 depel1de de la escogencia de la sucesi6n (~11)

que tiende a "x" en K, esto es, tenemos una fun
cion de K en ~ que hace corresponder X E K a
tj Elli.. Evidentemente, esta f un c i on es Ul10 a UI10

y ~e~peta las operaciones algebraicas y el or'-
den del cuerpo ordenado. De esta manera, se ve
que lli. posee un subcuerpo ordenado "isomorfo" a
K. '

(ix) (11)~ (1). Supongamos que K es un cuerpo
arquimediano y algebraicamente completo; sin
perdida de generalidad podemos suponer que
m s; K C;; ~ (por el lema ante,rior). Si K 'I ~ en-
tonces ~ es una extel1~i6n p~opia del cuerpo o£
denado K donde K es dense en lli., luego K no es
algebraimente completo. Por 10 tanto, la hip6-
tesis (11) implica que K es isomorfo al cuerpo
real lli., esto es, K satisface el axioma de com-
pletez.



apuntes 139

(7)

N I 'Nota 2
ota 2 J

(Vj,~(8») Nota 2

.) \ (9)

( .ix )

--~implicaciones dadas
en T. M. Apostol.

Fig. 2

NOTA 3. Las prop iedades (1) a (6) imp li can l.a

propiedad arquimediana del cuerpo ordenado K.
Sin embargo~ anotamos:

- Existen cuerpos ordenados fIno aILquime.diano-6"
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donde "toda" sucesi6n de Cauchy converge. Por

ejempto, en ~* ret cuerpo reat no-estandar) tas

unieas sucesiones de Cauchy son "c.on.6tante..6" a

partir de atgun termino, tuego estas son eonve~

gentes. Sabemos muy bien que ~* no es arquime-

diano.

- Existen euerpos ordenados atgebraieamente com

p l.et oe , y no arquimedianos. Po r e j emp l.o, e L com
s,

p Letado lR~':de~" ee a 19 ebr a icam en te c omp l. e to (ver
[ 2] )

NOTA 4. La propi edad arquimediana de l: cue rp o K

"-i-mpLLc.a" el siguiente teorema det reeubrimien

to de L'i nd e lo ] ,

Teorema de Lindelof. (Apostol, Teorerna 3-28,p.70)
Sea S un ub onjunto de K, entonees todo recubri

miento abierto de S posee un subrecubrimiento

"c.ol1tabie.".

in embargo, esto Htimo "no -i-mpi-i-c.a" l.a pre.?-
piedad arquimediana del euerpo K. Por ejempto,

consideremos en ~~~ u.n bcu erp o K = Cl)( A) don-

de A es un -i-116-i-I1-i-to positivo, entonees K es un

cuerpo ordenado "c.ol1tabte.", pOl' lo tanto en K

se satisface el teorema de Lindetof. Evidente-

mente, K no es arquim~diQno.
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