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*LA TOPO lOG I A C DE R

1. Ma rtU.U.a., J. M. Muno z Q., Yu. Take.uc.h-i-

RESUMEN. En [)~] se es t ud i o la topolog:ia del orden
,'.

de los reales no est and ar :ffi",la mas natural des
de el pun 0 de vista del principio de transfere~
c i a . En [1J se trabaj6 con una segunda topologia

menos fina que la anterior, que se denomi-
no la mic.~o~opolo91a y se denote por @. Nos pro-
ponemos en este artlculo analizar una tercera to

~t:pologla de:ffi a la cual llamaremos C, menos fina
que la microtopolog:ia; estableceremos algunas r~
laciones entre estas dos ultimas y, para los rea-
les no estandar finitos ~~ , caracterizaremos sus
subconjuntos abiertos,. cerrados y compactos para
la topologia C. Ademas compara~emos la continui-
dad con respecto a las diferentes topologias.
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DEFINICION 1. Sea A £.JR~':. Decimos que A es C-

abierto si para todo TEA, existe ~ > 0 (real)
tal que:

s,

(T-It,. T+It)" c A.

La coleccion C de todos los C-abiertos de JR* es
.-.

una topolog1a para JR~.

En efecto:
.'.

(i) 0, JR" E C.

(ii) Sean AyB C-abiertos y tomemos T e:: An B;
entonces existen itA y ItB reales positivos
tales que:

y

Es~ojamos un real It que cumpla:

En tal caso,

( T-It,

por 10 tanto A n B es C-abierto.

( 1) (T-It,T+It)": = {a e::JR~': T-It < a < T+It}. Si a,b e:JR, en-
tonces (a,b)* coincide con la extension elemental a R* del
intervalo (a,b) de JR.
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(iii) Si {At-}It e:A es una familia de C-abiertos y

T e: U A' entonees existe A e: A tal que
1.£11. A

T e: AI. Y pOl' tanto existe un real It > 0 tal
que (T:-It,T+It)l" '= AI.'

Se sigue que (T-It,T+It)* c:: U A,.- 1.£11. /\
U A es C-abierto.

1.£11. A

Esto sig-

nifiea que

,'.
EJEMPLO 1. Sea a e: :ffi.'.y eonsideremos la miero-ve
eindad de a, £(0.) = {T e: :ffi.l':IT::: a}.

Puesto que, para todo real positivo It, se
tiene que a+1t ¢ a, eoneluimos que £(0.) no es
C-abierto.

EJEMPLO 2. Ningun intervalo no-estandar es C-abie£'
to. Comprobemoslo para el intervalo (0.,(3)*, con
a t (3 (el easo a ~ (3 es trivial).

Sea € un infinitesimal positivo y

s,

T = a+€ e:: (0.,(3)"

Si suponemos que (T-It,T+It)* c:: (0.,(3)* para algun
real It > 0, entonees tenemos que:

a < T-It < T; con T z a

En tal easo, T-It :::T, es deeir, It = 0; 10 eual
es absurdo.



82 apoptes

EJEMPLO J. Si a un intervalo no-estandar cualquiera
Ie quitamos las micro-vecindades de sus ex-
tremos, obtenemos un C-abierto. ASl, por ejemplo,
el conjunto

A = (a,B)": - {E(a) U E(B)} es C-abierto.

En efecto, para T €: A, tenemos que T t a y T t S.
Por 10 tanto, existen reales positivos ~o y ~1
tales que:

T-a >-- ~ yo B-T ~ ~1
o sea,

a ~ T-~ o

Si ~ es un real tal que

entonces
a < T-~ Y T+~ < S.

p ( ) ) ~
a T-~o T-lL T+~ T+~l B

.'. .'.
Es decir, (T-It,T+It)" c (a,B)". Pero T-It t Ct , pues
en caso contrario tendrlamos que T-Ito ~ T-~ Y en
tonces It ~ It (absurdo!). De manera similar,

o
T+~ ~ S, y podemos entonces concluir que:
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Ob ser-vese que si ex y 13 son finitos y a = Est ex,
b = Est 13, en ton c es e1 con j un t0 A del U 1tim 0 ej e~
plo puede expresarse como union de las micro-ve-
cindades de los reales pertenecientes al interva
10 real (a,b). Es decir,

A = U E(x)
xE:(a,b)

Comprobemos este hecho:

(i) Si T £ A, entonces ex < T < 13 con T t ex
T ¢ 13 •

Llamemos x = Est ~ Se tiene entonces que
a < x < b y T ~ E(x); 10 cual significa que

T£ U E(x).
xE.(a,b)

As! A c U E(x).
xe:(a,b)

(a,b) tal que T ~ x , entonces(ii) Si existe X £

a < x = EstT < b,
Po r lot ant 0, ex < T < 13. Per 0 T ¢ ex; p ue sen casa
con~rario, ex ~ x, 0 sea, a = x (absurdo~).

De la misma forma, T t 13, luego:
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esto es,
U E(x) SA.

x£.(a,b)

Usando los resultados de (i) y (ii) concluimos
que:

A = U E(x).
x€(a,b)

Se deduce tambien que para todo a EF* y todo
real It > 0,

U E(a+x) = (a-lt,a+lt)~': - {E(a-lt) U E(a+lt)}
XE:( -It ,It) ~F

De esta forma, podemos afirmar que las uniones
de microvecindades sobre intervalos reales abier
tos son C-abiertos. Natese tambien que la exte~
sian elemental de cualquier intervalo abierto
de W, omitiendo las micro-vecindades de sus ex-
tremos, es C-abierto, ya que

~':
(a, b) - {ECa) U EC b)} = U . EC x )

a<x<b
X€lR

Conceptos topolagicos tales como C-conexidad,
C-oompacidad, C-continuidad, etc., se definen
de manepa natural; asl pOI' ejemplo, un conjunto
es C-cerrado si su complemento es C-abierto, y
no es dificil ver entonces que si a un interva-
10 no-est&ndar cualquiera agregamos las micro-
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vecindades de sus extremos, obtenemos u C-cerra
do.

~':
PROPOSICION 1. La topologla C de es menos
fina que la micro-topologla B (C ~ B .

Demo8~racion. Sea un C-abierto. Si T , ex is
te un real ~ > 0 t 1 que:

A·,

luego, para todo 0 ~ T se tiene que

Oe::

Es decir, 0 e:: A y, por 10 tanto
to. ,

A es micro-abier

Usando esta proposicion podemos establecer
la siguiente relacion ent~e las tres topologias

~'~conocidas de JR :

C ~ B ~ 0. •

Es convenlen e observar la presencia de con
...

juntos abiertos y cerrados, diferentes de 0 y JR",
en las tres topologlas. As! por ejemplo, el con

.'.
junto de los numeros no-es ~ndar finitos JRF ,es
C-abierto, C-cerrado, micro-abierto; micro-cerra
d 0 b i (2) 0 d L' . ,~-0, -a aer t o y -cerra o . a m i sma s at uaci.on
se presenta can el conjunto de los numeros no-
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,'r
estandar infinitos ~I'

'if;Merece resaltarse tambien el hecho de que~
no es un conjunto conexo en ninguna de estas to-
pologlas.

"l:
DEFINICION 2. Sean S S ~ y (Sn) una sucesion de
subconjuntos de lli. Diremos que S es generado por
(Sn.) si

para casi todo n.}

En tal caso, escribiremos S = gen(Sn.) 0 simple-
mente S E: G.

Por ejemplo, los intervalos no-estandar son
conjuntos generados.

s;

PROPOSICION 2. Sea S c lli", S =

C· . (3) dT es un punto ·-lnterlor e
gen(Sn)'

°CS (T E: S ) si y
°Bsolo si T es un punto micreinterior de S (T E: S ).

Demo8t~aci6n. ~) Inmediato, ya que C < B.

(2) O-abierto quiere decir, abierto para la topologla de
orden O.

(3) T es C-interior de S, si existe un C-abierto G tal que
T £G ~S. Se deduce que S es C-abierto, si y solo si
todo punta de S es C-interior de S. Especialmente,

it ~.
(a,S) - {f(a) UE(B)} = (a,tD)!
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<=) [(Xn)] °B E ( T ) STomemos T = E S . Entonc s c::

V {a I
,', S}.Llamemos = (a ,T ) " C;;

Es facil ver que V es un con unto genera o' ade-,
mas V t- ~ °Bya que T e: S .

Ahora bien, veamos que existe un real n > 0
tal que (T-n,T]~" c:: S. Podemos suponer que V es
acotado 'nf riormente, pues en c so contrario la
s at u a ion s evident En tal caso, existe el ex
tr mo infe lor de D.

Sea aCT) = inf V.

Observese que si aCT) ~ T, entonces para to-
do infinitesima positivo E, se tiene que

e de ir, (a(T)- ) E: V ( b s ur do ! Por 10 tanto,
aCT) t- 1'.

Esc jamos entonces un real positivo n que cum
pla:

evidentem nte s

I' '."1) It, I".

T
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Mediante un procedimiento analogo, se puede mos
trar que existe Jr.'> 0 (real) tal que [T,T+Jr.')\~S.
Usando estos dos resultados, tenemos que

(T-Jr.,T+Jr.')cS'- ,

por 10 tanto ~oC
---'" 0 CT e:: (T-Jr.,T+Jr.')",=S

La proposici6n anterior nos permite concluir
que Sl S es generado y micro-abierto, entonces S

es C-abierto; 0 sea, las topo10gias C y B son
equivalentes para el caso de conjuntos generados .

.'.
PROPOSICIOlli J. Sea A c :JRF un C-abierto. T E: A si
Y s610 si EstT E: A donde A = {EstT I T E: A} ,0' 0
En consecuencia se tiene que A = A n :JR.0

Iiemo e traa ion , ~ Trivial.

~-) Si EstT E A , existe a e:: A con a ~ T. Pues-
o

to que C < B, entonces TEA. A

COROLARIO. Si A S:JR~ es C-abierto, entonces Ao
es abierto en :JR con 1a topologla usual,

Demo e t rac ion , Si X E: A , entonces X = Estx E A ,
o 0

luego X E A; por consiguiente, existe Jr.> 0 re~,
1 que

'i':
(x-Jr., X+Jr.) c A,



aportes 89

entonces

.'.
( x-Jt, x+Jt) .. n:rn. c;; A n:rn. = A •

o

Por 10 tanto A es abierto. •
o

s,

TEOREMA 1. Sea A ~mF
A es C-abierto si y solo
en :rn. tal que:

si existe A abiertoo

A = U E(x).
x€A o

Demo e t r-ac ion , ~) SiT e: A, existe X E: A tal
o 0

que T E: E(x ); y par tanto existe h > 0 (real)
o

tal que:

m ::::> (x -h ,« +h) <;; A y
000

x = EstT.o

En tal caso,

T e: U E(x) c:
Jx-xol<h
XE :rn.

U E( X) = A
xe-Ao

Puesto que U E(x) es C-abierto,
x£( Xo - '1, Xo+h) ~:ffi.

se sigue que T es un punta C-interior de A y,
por 10 tanto, A es C-abierto.

~) Si A es C-abierto, entonces por el corola-
rio de la proposicion
abier 0 en :ffi. y

3, A = {E stTl T- E: A} es
o
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A = U E(x). •
x£Ao

Como eonseeueneia del teorema anterior se tie
ne un resultado similar paraC-eerrados.

~':
PROPOSICION 4. S s mF es C-eerrado Sl y solo Sl

existe un eerrado S de m, tal quea

S= U E(x).

XES 0

Demo e t x-a c-i on , =» Puesto que -D~~ es un conjunto
C-cerrado y tambi~n C-abierto, entonees m~ - S
es C-abierto. Si se tiene en cuenta que

U E(x)
XETI<.

= m'"
F

del teorema anterior se sigu que

UE(x)-S=
XEm

para algun abierto A o de TI<., lu go

S = U E(x) U E(x) = U E(x),
XE:m xt=:Ao xE:m-A 0

ya que E(x) n E(y) = 0 para oct X ., y.

Llamando S = JR-A se c o n c I uv 10 dese do.
a o >

*" ) Supongamos qu S = U
XE:S

x ) , con So un eerr
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do de:ffi. Es claro que :ffi-S es un abierto de :ffiy
o

que:

U E(x) =
XE]{ - S

o

U E(x)
XE]{

U E(x)
XE.S

o

es C-abi rto, es decir, :ffi;':-Ses C-abierto. En tal
cas 0 , ]{ ;':- S = :ffi;U (:ffi~ -S ) ~ s C - a b i er to, P u e s :ffi~
10 es. Por 10 tanto, S es C-cerrado. 11

Observese ademas que si S S :ffi~es C-cerrado
en onces S = {Est1 11 E: S} '2S cerrado de:ffi yo
ademas:

S = U E(x).
xe:So

PROPOSICION 5.
~t:Para todo a E::ffi , E(a) es el mas

pequeno C-cerrado que contiene a a.

Demostraei6n. En primer lugar, veamos que t(o) es
C-cerrado. Si 1 ¢ E(a), entonces 1 t a y, por 10

tanto, existe un real ~ > a tal que 11-al ~~.
E n tal cas 0, (T .-~ / 2 ,1 +~ / 2 );':S { E (a ) }c., d e don d e
{E(a)}C. es C-abierto y concluimos que E(a) es
C-cerrado.

Si A es un C-cerrado que contiene a a y T ¢ A,
entonces existe un real positivo ~ al que

* C.(T-~,1+~) c: A (= complemento del conjunto A).
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Por 10 tanto, T i a, de donde,

E(a) s A.

EJEMPLO 4. Sea a un numero no-estandar arbitra-
rio y consideremos el conjunto unitario A = {a}.
De la proposicion anterior se desprende que A no
es C-cerrado; sin embargo, podemos pensar en en-
contrar el conjunto de punt os de acumulaci6n de
A, 0 derivado de A, que notaremos V(A).

Es obvio que a ¢ V(A); veamos que sucede con
los numeros que son infinitamente pr6ximos a
a:
Si a 1 T ~ a, entonces cualquier C-abierto G que
contenga a T, debe contener un intervalo no-estan
dar abierto, de radio real, con centro en T y es
te necesariamente contiene a a. Por 10 tanto, los
punt os infinitamente proximos a a son puntos de
acumulacion de A es decir,

E(a) {a} c V(A). ( I)

Examinemos ahora los puntos que no son infinita-
mente pr6ximos a a.

( .. )Si T 1- a y It = EstlT-al ,entonces, llaman
do G al C-abierto definido por

(~) Se puede suponer que IT-al es finito; en caso contra-
rio, It puede ser cualquier real.
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G = (T-Jt/2,T+Jt/2)~': - {E(T-Jt/2) U E(T+Jt/2)}.

tenemos que

(G - {T}) n A = 0 •

Par 10 tanto,

V(A) c E(o.) - {ol . ( 11)

De (I) y (II) concluimos que

V(A) = E(o.) - {a}. •

EJEMPLO 5. Examinemos a JR como subconj unto de TI<.~':.

Recordemos que los reales son puntos aislados en
.'.JR~ con la topologia de orden y con la micro-top~

logla, sin embargo esto no sucede con la topolo-
gla C. En efecto, si X E JR, entonces para todo
C-abierto G que contenga a X como elemento, eXlS

.'.te Jt > 0 (real) tal que (x-Jt,x+Jt)~ 5 G.
En tal caso,

Por 10 tanto

(G-{x})nJR t 0.

Es evidente que los numeros no-estandar infini-
tos no son puntos de a cumu La c i Sn de JR y que, si

,,:
a E JR

F
' entonces a E V(JR), de donde,
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Podemos entonces concluir que W no es C-cerrado.

DEFINICION J. Sea S ~W*. Decimos que S es C-co~
pacto, si de todo cubrimiento de S con C-abiertos,
se puede extrae~ un cubrimiento finito.

PROPOSICION 6. Sean, K S;W~, Ko = {EstT IT EK}
y {A»A Ell. una c o Le c c i o n de C-abiertos.

si K
o

Para cada A Ell., sea
En t o n c e s K s; U AA' si

AE;!1.

A A,O
Y s610

= {EstT

Demo e trac ion: =? ) Si X E K , entonces X = Est T
o

para algun T E K y K ~ U AA' Luego, X = EstT Y
A€!1.

T E: AA para a Lg u n AE A. Esto significa que
X EA1 para a Lg u n Ae::!1.; es decir, X e:: U A1

/\,0 AE.!1. /\,0

Por 10 tanto K s; U AA .0 AEll. ,0

<=) Si T -e: K, entonces Est1" e:: K. <;; U A y,
0 AE.!1.A, 0

en tal caso, Est1" E A para algun A Ell..A,o

Como AA es C-abierto, T E AA para algun A £ A
y se sigue que K c;: U AA' •

A~!1.

.'.
TEOREMA 2. K s WF es C-compacto si y solo si

Ko = {Es t r I T e: K} es compacto en W.
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Demo e t rao iiin , =» Su p on gam o s que {G i} Le: es un cu
brimiento abierto de K •

o

Para cada i te: I, definimos A, = {T I EstT e:: G.} •
..t ..t

Entonces, A. es C-abierto para cada ie:: I y, s egun
..t

la proposicion 6,

K c U A ', I ..t-<..E

Como K es C-compacto, existe n e:: ~ tal que
n

K ~ ,II Ai
-<..=1

Par 10 tanto, de la pr-oposicion anterior, tenemos que
n

K c U G,
o ..[=1-<"

~) Sea {AA}A€A un cubrimiento de K por C-abier-
tos. Entonces {AA,O}AEA es un cubrimiento abier-
to de K. Puesto que K es compacto, existen

o 0 n
;\1';\2'''·"\1' tales que K ~ ,U A;\, •

o ..t=1 ..t,o

Usando nuevamente la proposicion anterior,
concluimos que n

K c; U A;\ ,' ••
i=l ..t

.'.
COROLARIO. Si K <;; JRF es C-compacto, entonces K es
acotado con una cota finita.

Demostraci6n. Si K es C-compacto, ~ntonces K eso
compacta en ~ y por 10 tanto acotado en JR. Lueg~
si M es una cota de K , entonces M+1 10 es de K .•o
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E1 reclproco de este coro1ario no es cierto.
Es decir, 1a acotacion finita no es una condicion
suficiente para la C-compacidad.

A = (O,1)~':-{E(O) UE(1)} s;m~~ es acotado por
.'.1 ~ llir y no es C-compacto, pues, si 10 fuera,

A = (O,l)~':nm (= intervalo real (0,1)) serla
o

compacta en m.

Es de anotar tambien que e1 hecho de que un
conjunto sea C-compacto, no implica que sea C-ce
rrado, como es el caso de los conjuntos unitarios
de m*. Asl mismo, un conjunto C-cerrado y acotado,

s,

no necesariamente es C-compacto. Por ejemplo, m'F
es C-cerrado y acotado por cualquier numero no-es
tandar infinito. Sin embargo no es C-compacto,
pues si 10 fuera, del Teorema 2 tendrlamos que llise
i'a compacto, 10 cual es absurdo .

.'.
PROPOSICION 7. Si K s;mF es C-cerrado y de aco-
tacion finita, entonces K es C-compacto.

Demostracion. Si K es C-cerrado, entonces

K = X~K E(x)
o

donde K = {EstT I T E K}.o

Puesto que K es cerra do y acotado en m, ya que
o

K es C-cerrado y de acotacion finita, s tiene
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que K es compacto en W. Por 10 tanto~ segGn el
o

Teorema 2, K es C-compacto.

:':
EJENPLO 6. Si a,S EmF' entonces:

A = (a,S)~': U {f(ed U US)} es C-compacto.

.'. :';
DEFINICION 4. Sea 6 :W" -+ :n<. Decimos que 6 es C-
continua si todo conj untoo B de ~';en a, para :n<. tal

n(a) °C --r-Sque E B , se tiene que a E r (B .

PROPOSICION 8. 6 :]< ,',
:';

es C-continua en a s i y

solo si para todo ~ > 0 (real), existe h > 0
(real) tal que

IT-aJ < h implica

Demostracion. ~) Sea B ~:n<.;, tal que n(a)

esto quiere decir que existe un C-abierto G tal
que n(a) E G s B. En tal ca so , existe un real
positivo ~ tal que

:':
(n(a)-~, 6(a)+~) c G c B.

Para este ~, existe un real h > 0, tal que si
IT-al < h , entonces In(T)-n(a)1 <~. Por 10 tan-
to, si T E (a-h,a+h)"', entonces neT) ~ B; o sea ,
T e: 6-1( B). Se sigue entonces que

.'. 1
(a-h,a+h)" <: 6- (8),
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oC
--:---..

y finalrnente a ~ 6-1(B).

=9) Sea It un real positivo, y sea B = (6(a)-It,
~ °C6(a)+It)". Entonces 6(a) e:: B • Puesto qu e 6 es

o

C-continua, a e::6~9 , 10 cual irnplica la exis
tencia de un real positivo h que satisface

s; 1
(a-h,a+h)" c 6- (B).

As L, si IT-al < h, entonces 6(T) e:: B; es decir,
iT-al < h irnplica 16(T)-6(a) I < ft.

EJEMPLO 7. {

1 ,
Sea 6(T) =

0,

si T -:r 0

si T :::;0

cuya grafica es

r------_ _------
1 6

o

s,

m"

No t e se que 6
O-continua en

es una funcion micro-continua y
.'.

cualquier punto de m". Pero 6 no
es C-continua en T = O. En efecto. si llarnarnos
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B = (-~,~);':, tenemos:

6(0) °C 6-1(B)0 = L B y = E(o);
oC oC

por 10 tanto, 6~) = 0; con 10 cual O;;nB)

EJEIIPLO 8. Sea f· t

~ 0

g(T) = 1/; T' ° < T < e0'o '
1 ; T ~ €

0

donde € es un infinitesimal positivo.o

.'.--------p-.-..:....-_------... ~..

9

o co

Obser-vese que 9 no es micro-continua en T = 0,

aunque sl es O-continua en este punto.

Examinemos la C-continuidad de g .
....':

Nuevamente 11amemos B = (-~,~) aSl,

o = g(O) €: Be y
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Puesto que
o E: g:=:-1 ( B}

~c .
9 (B) = (- 00 , 0 ) :: - E (0 ), ten em 0 s que

Por 10 tanto, 9 no es C-continua
en T = O.

l:.:,lFMf'LO ,D., Consiciercmos la func ion h :m:'; -+ ]~

de' .i nida or

/1 ( T) ={c0 '
n

T > 0

T ~ 0

d o n d r, es un in f .i n it e ; i III cl 1 posit.ivo.
.'.

o

E:odJ--......::..--------

-------.--------~m
h es una funcion micro-continua, aunque no es
O-continua en T = O. Veamos que h es C-continua
en T = O.

* CPara todo conjunto B £~ tal qu h(O) E B,
se tiene que h-1(B) = m.*, ya que cu lquier C-

bierto que contenga a T = 0, contiene tambien
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a E . POl' 10 tanto, h es una funci6n C-continuao
en T = O.

Los ejemplos anteriores muestran que la mi-
cro-continuidad de una funeion no implied la C-
continuidad; Sln emLargo, el reciproco de estd
afirmaci6n es ci rto. Obs~rvese tambi~n que la
micro-eontinuidad y la O-continuidad no tienen
ninguna r~laci6n.

PROPOSICION 9. Si 6 :JR~': -+ m.:': es una f un c i o n C-con
tinua en a, entonces 6 es micro-continua en a.

Iiemo e t r ae ion , Si T ~ a, entonce I T-a I < h para
todo real h > 0; entonces porIa C-continuidad
de 6, se tiene que 16(T)-6(a) I < ~ par todo real
positivo It. POI' 10 tanto, neT) ;::: 6(a). ,

....

Hay cierto tipo de funciones de JR~ en JR* para.
las cuales se puede establecer la equivalencia de
la micro-continuidad y la C-continuidad. Sin em-
bargo, vale la pena senalar 'que no es posible e~
tablecer ningun tipo de relacion entre la micro-
continuidad y la O-continuidad de estas funcio-
nes.

~': ~':
DEFINICION 5. Una funcion 6:ffi -+ ffi se dice gen~
rada, si existe una sucesion (On) de funciones
reales tal que:



J 02 apo:rtes

n(T) = (0 (X » J,parc:i T = [(Xn»).n't'['n'

En tal casoesd~fbimo~ 0 = gen(On) 0 simplemente
6 E: G.

PROPOSICION 10. *itSea 6::m -+:m una f unc Le n gener~
da~ Sf 4 es micro-c6ntinua en a, entonces 6 es
C-continua en a.

De",ostracif>n. * oCSean Bs:m y 6(a) c B . Entonces
existe ~ > 0 (real) tal que

i:Llamemos A = (6(a)-~,6(a)+~) .
°C 'Se tiene que 6(a) c A ; y como A es un conjunto, " ' 08

generado, entonces 6(a) cA.

Puesto que n es micro-continua en a, tenemos
que

Pero si 6 es una funcion generada y A es un con-
junto generado, entonces 6-1(A) es tambien un con
junto generado, de donde podemos concluir que

___ ~C

a e: 6-1 (A). •

Como una consideracion final, puede observarse
.'.que con la topologia C, :mft no cumple los axiomas
*de separacion; es decir, ~ no es To,T

1
ni T

2
"
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Basta observar que dos puntos diferentes a y B,
con a ~ B no pueden separarse por medio de C-
abiertos. Sin embargo, ~* resulta regular y no~
mal con est a topologla; es decir, es un conjun-
to regular que no es T

3
y un conjunto normal que

no es TLj.'

;1;

PROPOSICION 11. ~ es normal con la topologia C.

Demo e t r ao irm . Sean H y F C:"'cerrados disyuntos de

P ra ada T &: H, existe .(1) > 0 (real) tal
que (T-ft( T) , T+Jt( T)) ,', c ~:"- F.

Llamemos

A = U
TE:H

Entonces, H SAy A es C-abierto.

De la misma forma, para cada
ft(o) > 0 (real) tal que

e:: F, eXlste

Si llamamos

(o-Jt(o) ,o+ft(o)/" c JR~'< - H

°C
(-~):"0- -2--,0 + --- •B = U

a E:. F
enemos q

F s: B, donde B es C-abierto.

Comprobemos que An B = ~.
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Si existiera p e:A 0 B, exist irian T 4!: H y 0 e: F

tales que

P e:

oC
~l':

( T - -- T + --) 02' 2

_- oC
..---- ----(- ~(o). ~(~»*
c - -2-,0+ -2-

~ ( T , ~ ( T) l': ~ (0) ~ ( 0) l':luego p e:(T--2-,T+-2-) 0(0--2-,0+-2-)

En tal caso,

Si ~(T) ~ ~(O); entonces, de 10 anterior tendria
mos que

IT-ol < ~(o),

es decir, que

~':
T e: (o-~(o),o+~(o»

Luego, T ¢ H (absurdo!).

De manera similar, si ~(T) > ~(o),

(absurdo!). Por consiguiente A ns = 0.
o ¢ F,

#':
COROLARIO. ~ es regular con la topologla C.
Si F es un C-cerrado y a ¢ F, entonces para to
do T e F, a ~ T (por la Proposici6n 5).

Por 10 tanto, E(a) y F son C-cerrados dis-
yuntos. De la proposici6n anterior, concluimos
10 deseado.
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