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Bolet!n de Matematiaas
VoL XIX NQ. J (1985) APlJliTES DE SENIlJARIO

ANILLOS DIMENSIONALES

J OJ.:, ~ 01.>wa1.do L e.zama. S eJUtano

INTRODUCCION. Es bien conocido que varias pro-
piedades de los espacios vectoriales sobre cam-
pos, 0 mas generalmente sobre anillos de divi-
sion, se desprenden de la dimensionalidad que
tienen estos ultimos, es decir, de que en un es
pacio vectorial V de dimension finita sobre un
anillo de division K todas las bases poseen el
mismo numero de elementos.

Al considerar modulos libres sobre anillos
(asociativos y con elemento identidad) esta pr~
piedad de dimensionalidad en general no es va-
lida. En efecto como mostraremos en estas not~,
existen anillos sobre los cuales un modulo li-
bre puede tener bases con diferente numero de
elementos. Esta no dimensionalidad de ciertos
anillos trae algunas dificultades, como par
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ejemplo, al estudiar el grupo de automorfismos
de un modulo libre finitamente generado sobre
un anillo no dimensional A por medio de matri-
ces. Si M es un modulo libre sobre A con una
base de n elementos, entonces el grupo de aut~
morfirmos de M es isomorfo al grupo lineal ge-
neral de matrices GL(n,A). Para anillos no di-
mensionales el estudio del grupo de automorfi~
mos de M por medio del grupo GL(n,A) presenta
incertidumbre, ya que M puede tener una base
de m elementos con m t n.

En el presente articulo haremos un estudio
recopilativo de los anillos que en el sentido
de la dimensionalidad se comport an como los ani
llos de division. Tales anillos son denominados
anillo~ dim~n~ional~~ 0 tambien se dice que sa-
tisfacen la propiedad IBN (Invariant Basis Num-
ber). La dimensionalidad de los anillos ha sido
suficientemente estudi.ada, es peel alment e por W. G.
Leavitt ([7J, [8J '[9J); varias propiedades y eje~_
cicios interesantes relacionados con esta pro-
piedad se encuentran adem&s en las monografias
de P.M. Cohny C. Faith ([2].[3J). Motivados
por 10 que explicamos al principio, hemos res~
mido y redemostrado en estas notas los princi-
pales resultados concernientes a La propiedad
de dimensionalidad de los anillos.
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En el primer paragrafo haremos un estudio
de la dimensionalidad para modulos libres que
poseenbases de cardinal infinito. En el segundo
paragrafo estudiamos la propiedad IBN propiame~
te dicha. El tercer paragrafo esta dedicado a
la demostracion de algunos criterios que permi-
ten establecer la dimensionalidad de anillos co

nm e eneon ra 0 en cur s0 s de a 1g ebra. En el
Itimo par grafo presentamos un ejemplo de ani-

110 no dimensional.

A 10 largo de todo el articulo considera-
mos que A es un anillo asociativo no nulo (no
neeesariamente conmutativo) con elemento identi
dad 1; ademas los modulos son unitarios y por
10 general derechos. El slmbolo A indicara el
final de una demostracion

§l. BASES DE CARDINAL INFINITO.
Al conslderar un modulo libre M sobre un

anillo A es interesante preguntarnos si existe
la posibilidad de tener en M dos bases, una con
un numero finito de elementos y otra cuyo eardi
nal sea infinito. En este paragrafo mostraremos
que tal situacion no es posible. Ademas, demos-
rr~ Amos (ver [5]) que si M posee una base de
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cardinal infinito a, entonces todas las bases de
M tienen el mismo cardinal a. De tal manera .que
al considerar el problema de la dimensionalidad
de un anillo A se pueden descartar los modulos
de bases infinitas.

PROPOSICION 1. Sea M un modulo libre sobre el
anillo A. Si M es finitamente generado, entonces
M posee una base finita.

Demos~raeibn. Sea X c M, X f 0 (ver nota) una
base de M y sea ~ = {V1' ... ,Vn} un sistema fini
to de generadores del modulo M. Cada elemento
m € M es representable como combinacion lineal
de los elementos de ~

m = V 1A 1+ ... + v' A. n n
(1)

donde A1, ... ,An son elementos de A.

De otra parte, como X es una base, enton-
ces cada elemento de ~ es representable como
combinacion lineal finita de elementos de X:

,{. = 1,2, ... ,n, ( 2 )

donde los X'4 son de X y los A'~ son de A.
De (1) y (2) se desprende que el subconjunto
finito X

o
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genera M. Pero como X es una base entonces X eso
un sistema linealmente independiente, y aSl X

o
es una base finita para M. A

NOTA. Si M = 0 es el modulo nulo entonces por de
finicion X = 0 es la unica base de M, 10 cual p~
see 0 elementos. Asl pues el analisis de los mo-
dulos nulos para el problema de la dimensionali-
dad es trivial, y por eso en adelante supondre-
mos que M I- o.

COROL.ARIO. Sea M un modulo libre sobre el anillo
A. Entonces, 0 todas las bases de M son finitas
o todas son infinitas.

Demostraai6n. Sea X una base finita del modulo
M y sea Y otra base cualquiera de M. De acuerdo
a la demostracion de la proposicion anterior
existe en Y un subconjunto finito Y tal que Yo 0
es una base para M. Supongase que existe
m &: Y" Y . Como Y es una base para M existen

o 0

mi, ... ,m~ &: Yo y Ai"" ,A~ E A tales que

donde segun nuestra suposicion m I- m. para cada
..{.

.<. = 1,2, ... ,t. Sea A /: 0, A E:: A. Entonces
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Esta ultima relacion implica que el subcon-
junto finito de Y, Y U {m} es linealmente d'epen-o
diente. Pero estG contradice el hecho de ser Y
una base. Por 10 tanto Y \. Y = 0 y Y es 't amb Le n

o
una base finita. •

Sea M un modulo libre de bases infinitas so
bre el anillo A. Probaremos a continuacion que
todas las bases de M tienen el mismo cardinal.
En [5J se demuestra esta afirmacion para espa-
c i0s ve ctor iale s sob rea n i 110 s d e d ivis ion. Sin
embargo como se vera la demostracion es valida
para anillos en general.

PROPOSICION 2. Sea M un modulo libre sobre el
anillo A con bases infinitas X, Y. Entonces
Card(X) = Card(Y).

Dem08~raci6n. La idea central de la demostracion
es mostrar que Card(X) ~ Card(Y) y Card(Y) ~
Card(X) para concluir por el teorema de' Cantor-
Bernstein-Schroder que Card(X) = Card(Y). Cada
elemento ~ de Y es representable mediante una
combinacion lineal finita de elementos de X.
Ademas, dado X ~ X existe 4 ~ Y tal que X esta
en la representacion de 4. En efecto, sea
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la representacion de X en terminos de elementos
de Y. Cada elemento .6a., i = 1,2, ... ,k., es re-

..{.

presentable como combinacion lineal de elementos
de X. Si suponemos que X no aparece en la re-
presentacion de ningGn elemento de Y, entonces X
no aparece en la representacion de ninguno de
los elementos .6a., i = 1,2, ... ,k. .

..{.

Sea X. el conjunto (finiton de elementos
..{.

de X que intervienen en la representacion de
.6ai y sea

X
o

k.
= U

i=1
X .

..{.

Claramente se ve que X es finito y que X ~ X .o 0

De (*) se desprende que el subconjunto finito

X' = X U {x}
o 0

es linealmente dependiente 10 cual contradice
el hecho de ser X una base para M.

As! pues dado X E X existe al menos un
.6 41: Y tal que X es t a en la r epr-es ent ac i Sn de .6.

Con ayuda del axioma de eleccion definimos
la funcion

X y

mediante la regla ¢(x) = ,6.
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Sea y, = <I>(X) y sea .6' e: Y'. 41-1(-6' es
un conjunto finito de elementos de X q~e inte~
vienen en la representacion de -6'. Esto permi-
te establecer una correspondencia <1>* entre Y'
y el conjunto de partes finitas de X.

Y'
<I>,'.

-------~~ K

-6 ' • --\---------f---,..

x = {X' c x] X' es f Ln i t o }

<1>* es una funcion
-1<I> (-6"), can -6',.6" e:: Y'.

(= <1>-1(-6"». Entonces <I>(x)

inyectiva: sean <1>-1(-6')
-1Sea X e:<p (-6')

=

= -6' = -6". (Notese
que para .6' y -6" elementos diferentes de Y'
<p-1(.6 ' ) n <p-1(.6") := <p). Sea I' = Im<P ,'. =
{<p-1(.6') 1-6' \'!: Y'}. Puesto que <1>". es inyectiva
entonces Card(f) = Card(Y').

Queremos ahara probar que f es una parti-
cion del conjunto X. Par 10 que anotamos hace

un momenta entre parentesis, es suficiente pro
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bar que X = U ¢-1(.6'). Obviamente U ¢-1 (.6' )
,6'€ Y , .6 'cy'

c= X. Sea X e: X. Entonces ¢(X) = .6' E: y' Y pOl'
10 tanto X e:: ¢-1(.6 ') c= U ¢-1( ')_ , Y' .6..6 E:

Puesto que X es infinito r tambien 10 es.
En totalse tiene que r es una partici6n infini
ta de partes finitas del conjunto infinito X·•
pOl' 10 tanto
Card(Y).

Card(X) = Ca r-dt I") = Ca r-df Y! ) .:S

Simetricamente Card(V) ~ Card(X) y la pro-
posicion esta demostrada. !

§2. ANIlLOS IBN (Anillos dimensionales).

Si definimos la dimension de un modulo li-
bre como el cardinal de una de sus bases. ento~
ces como se demostro en la Proposicion 2 del
paragrafo anterior. para modulos de bases infi-
nitas la dimension de dicho modulo esta defini-
da unlvocamente.

En este paragrafo la palabra modulo libre
indicara modulo de bases finitas.

DEFINICION. Se dice que el anillo A tiene la
propiedad IBN (Invariant basis number) 0 tambien
que A es un anillo dimensional. si para cada mo
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dulo li~re sobre A dos bases cualesquiera de M
tienen e L mismo n um er o de elementos. En otras p~
1abra s , e1 ani 11 0 A es dim ens ion als.iTH r-at11 y 1'1 na-
tur~les ~ualesquiera se cumple

m = n ,

mdonde A = A@ ... ~ A, es la suma directa ex t e rv-
na de m copias del m6dulo A (donde A es conside
rado como m6dulo sobre si mismo).

Para un m6dulo libre sobre un anillo IBN
se define su dimensi6n como el numero de elemen
tos de una de sus bases. Aunque la dimension~-
lidad de los anillos conmutativos es una conse-
cuencia direct a de uno de los criterios dados
en el paragrafo §3 presentamos aqul una demos-
traci6n directa de este hecho.

PROPOSICION 1. Los anillos conmutativos tienen
la propiedad IBN.

:;~mo8trl[;.~i6n "externa": Sea R. un anillo conmuta
tivo y M un m6dulo libre sobre R con bases
1L = {u.

1
, ... ,Ltn} y"IJ' = {V1,· ",v/z.}' Sea OL un

ideal maximal del anllio R.Obs~rvese que

MOl
.6

{I m.A.
j=1 j j

m . e:: M,
j

A. EOl,
j

cs un subm6dulo de M. Ademas, el.factor M/Ma
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se puede dotar con estructura de modulo sobre el
campo R/Ol ya que (M/MOl ). a = {O}; donde 6 dena
ta la clase 0 modulo MOl. La estructura en men-
cion esta dada por

donde m = rrt-tMOl, x = A+Ol, m e::M, A €:R. Tene-
mos, entonces, que M/MOl es un espacio vector~l
sobre el campo R/Ol

Si logramos probar q»e U = {U1,·· .,Un},
'\Y = {V1, ... 'Vfz} son bases del espacio vectorial
M/MOl y son tales que Card(U) = Card(U) y Car(~)
= Card(~) entonees podemos eoneluir que fz = 11.

ya que los campos tienen la propiedad IBN. (ver
[6] ) .

Sea m e:: I~l = M/Ma. Existen 1..1""'1..11. e::R

tales que m = U1A1+ ... -tU A y por 10 tanto m =n Yl.

u
1

X + ... +u X , 10 eual prueba que li genera al
1 Yl. n

espacio ~. Supongase que existen Ai"" ,An e:: R

tales que U1A1+.· .+UnAn= O. Entonees ~lAl+"'+
U A e: MOl y.obtenemos quen n

( 1)

donde . ,m;., e: M y 81"" ,8.6IC: a . Cada ele
l = 1,2, ... ,.6, es representabl comomen -0 m.,

-C.
una combinacion lineal de los elementos de U:
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i i
mi = U1A.1+",+uYl.A.Yl.' -<..=1,2, ...,1.>, ( 2 )

Reemplazando (2) en (1) obtenemos

donde E,-<.. -<..:: 1,2,. • , Yl. • Por ser 1L
una base tiene que

A." =-<..
I.>

I
j=l

jA ,e '-<..j'
i ::1,2, ... ,Yl. ( 3 )

ces A, e:0l-<..
ca que J: -, --<..
tanto 11 es
Hemos pues

para cad a i

= 1, 2 , . . . ,~, e" e: a, e n t o n
j

= 1,2, ... ,n.. Esto iropli-

Pero como para cada j

o para cad a i :: 1,2, ... ,n , Y por 10

un sistema linealmente independiente.
probado que U es una base para M.

De una manera completamente a n a l o g a se pru~
ba que ~ es una base para M.

Solo resta verificar el asunto de la car-
@

dinalidad. Es suficiente efectuir la prueba p~
ra U. Sup6ngase que existen i,j, i F j, tales
que u.. :: u.,. Ent one es u .-u, e: MOl. Razonando-<.. j -<..j
como en (1) y (2), obtendriamos que 1 e: a
con 10 cual Ol = R. Pero esto no es pos ibl ya
que a. es maximal. Entonces iii 1- uj para -<..I- j
y de aqul Card(ll):: Card(U).

En la d rnost r a c i.Sn que acabamos de efectuar
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si a = 0 entonces R es campo y no habria nada
que de mo s t r-ar .

Demoe t rac-itrn "interna": Su p on g as e que se tiene
el isomorfismo de R-modulos Rm := RVI

• Sea CJl un
ideal maximal de R. LllLonces se tiene el isomor
fismo de R/a-modulos libres

Rm0R/0l _ RVl0R/0l =? (R0RIOl)m:= (R0R/O[)VI

~ (R I Ot) m == (R I Ol) VI ~ m = VI. •

Hasta el momento todos los modulos sobre el
anillo A han sido considerados a la derecha.Nos
preguntamos si, para un anillo dimensional A,
al considerar modulos izquierdos la propiedad
IBN permanece invariante. A continuacion demos
traremos que un anillo A es dimensional a la de
recha si y solo si 10 es a la izquieda. De tal
manera que podemos referirnos en adelante Gni-
mente a anillos dimensionales.

PROPOSICION 2. A es un ani 10 dimensional a la
derecha si y solo si A e s dimensionaJ a la iz-

quierda.

Demoet rac ion . =? ) Sea A u 1J ani 1 J. 0 d i TTl ens ion a 1
a la derecha y sea M un modulo libre izquierdo
s o b r-e 1 anillo A con bas0s de m y VI elementos.
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rnEntonces se tienen los A-isomorfismos. M ~ A ,
n.M ~ A . Los modulos duales de los modulos iz-

quierd08 Am y An. son modulos derechos e isomor-
m n. mf08. Ho m t A ,A) ~ Hom(A ,A); 0 sea, Hom(A,A) ~

11 m 11Hom(A,A) ; y de aqul obtenemos A ~ A (isomor-
fismo de m odu Lo s libres derechos). Par 10 tanto
m = 11.

~) La condicion suficiente se demuestra de ma-
nera analoga. A

§3. CRITERIOS.

A continuacion presentamos algunos crite-
rios que permiten establecer la dimensionalidad
de los tipos de anillos mas comunmente encontra
dos en algebra.

PROPOSICION 1. Sea A un anillo y m, 11 enteros
positivos. E1 isomorfismo de A-modulos

tiene lugar si y solo exist en ma rices A y B so
bre A de ordenes mXI1 y I1xm respectivamente ta-
les que AS = E BA = E donde Em es la ma-m' 11 '

triz identica de orden m y E es la matriz idEm
YI

tica de orden 11.
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Isemo e t.r-ao i.o n , =4» Sea M un modulo libre sobre A

con bases U = {Ui, ... ,utr,}, \Y = {vi"" ,Vn} de m
y n elementos respectivamente. Es decir. se ti~
ne el isamorfismo Am _ An ~ M. Sea A la matriz
de cambia de la base U a la base ~ y B la matriz
de cambia de la base ~ a la base U:

m
\r. = I U/la.k .,--L /l=i --L

n
u. I v b

j Il n ,n: = 1 j

.-i.=l, .•. ,n (1)

j=i, ... ,m. ( 2 )

Re e mp La z a n d o (2) en (1) obtenemos que

m n

/l~1 ll~l\)!Lb!L/lak.-i.

Puesto que 10s elementos vi"

te independientes, entonc s
,Vn son linealmen

Il I .(.

De aqul se o0tiene que BA =- E .
VL

AII~IC'.f.lr.I"[Jt(", s i r e e mp La z.amo s (J) en (2) ob
tenemos la relRcion AB = Em.

~) Supongase q ue s ob r e e I anillo A existen ma-
t. rvi c e .« A, / Po ;"'l'(jPf';:'c Yr/Xy/ y nxm re s p e c t i v a ment e
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tales que AB = Em y BA = E • Consideremos losn .
modulos libres Am y An con las bases canonicas

u. = {u. = ( ° , . .. ,1 , . . .,O)I.{= 1 , 2 , . ,m} ,
.{.

. .
.{

"'" = {v . = ( ° , . . . , 1 , . .. ,0) I.{ = 1 , 2 , . • , VI.} •
.{.

.
.{

Definimos las correspondencias

a: y

en terminos de los elementos de las bases ~ y ~

a(u..) =
.{.

S(v.) =
.{.

los euales son extendibles de manera unica a
A-homomorfismos simbolizados tambien por a y B.
Ademas,

So. ( u. . )
.{.

Pard. ~

m VI.

= I U~( I -,biz.)·
~=1 1z=1 Iz .{.

VI.

j..{se tiene que I a.6 biz_ = 0, y para
VI. k=l k .{.
I a bl.- = 1.

k = 1 .6 k r<.,,{
~ = ,,(,

Deaqui resulta qu Sa(u..) = u.. para cada
.{. .{.

.{ = 1,2,. "lm, con 10 eual Ba = JAm' Analogamen-
r e s e d emu es tr a que as::. IAn Y per 10 tanto los
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modulos Am y An son isomorfos. A

£1 siguiente criterio permite en particular
establecer la dimensionalidad de los anillos su-
mergibles en anillosde division.

PROPOSICION 2. £1 anillo A es dimensional Sl y
solo si existe un homomorfismo no nulo 6:A + [

de A en un anillo dimensional [-

Demo e t r ac i.txn , ~ Si A es dimensional entonces
tomamos 6 = i y [ = A.

~) Sean my» enteros positivos tales que
Am ~ A~ £1 anillo [puede ser considerado como
(A,[)-bimodulo. Se tiene, entonces, el [-iso-
morfismo de moduloslibres.

De a qu i obtenemos (A 0 r i" _ (A 0 r i" y de e s t o
concluimos [m ~ [n. Siendo [ dimensional enton
ces m = /11.. A

De e st a pr-opo s i c Lo n s e d sprend n inmediata
mente .1 DC. s i ru i en t e s resul tadas.

COROLARIO. i) Todo sub nillo de un anillo dimen
sional es dimensional.
ii) Sea a un ideal d~ anjllo A- Si A/a es climen

e s ':.lIne,,::; i ona L, En par' i.cuJ.ar
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si AI] es dimensional, entonces A es dimensional
(] denota el radical de Jacobson del anillo A).
iii) Todo anillo cdnmutativo es dimensional.
iv) Todo anillo sumergible es un anillo de divi
si6n es dimensional (en consecuencia si A no es
dimensional entonces A no puede ser sumergido
en cuerpo alguno).
v)A es dimensional si y solo si el anillo de p~
linomios A[x] es dimensional.

PROPOSICION J. Si A es un anillo dimensional en
tonces para cada entero positivo n ~ 1 el anillo
de matrices M(n,A) es dimensional. Reclprocame~
t e, s i ex isten ~ 1 tal que M( n,A) es dim ens i0 -
nal, entonces A es dimensional.

Demostraai6n. Sea n un entero positivo cualqui~
ra. Sea r = M(n,A). Supongase que el anillo A
es dimensional y sean p y q enteros positivos
tales que se tiene el r-isomorfismo rP 1rq.

nA • d .Simbolicemos por Jl el conJunto e matrlces co
lumna con componentes del anillo A:

nA tiene una estructura natural de (r,A)-bimod~
10. Ademas nA es un A-modulo libre (isomorfo a
nA !) con base canonica
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\Y= iv. I v . =(1), -i = 1,2, ...,}'L,1 es t a en la fila -i} .
.{..{. .

,
o

Notese que la funcion identica
,

, }'LA
.{.; Jl

es un (r,A)-isomorfismo. De aqul resulta que
'f~ -i es en particular un A-isomorfismo:

rP ~ }'LA se : rC( @ YLA
-

De donde, obtenemos

YL crE9... E9f) @YLA ~C rE9••• E9r ) @ A -
'---y-----" ~

p -veces q -veces

Cf@}'LA)P - Cf@YLA)q ~

(YLA)p - (YLA)q ~

(A}'L)P - CAYL)q =?

AYLP - AYLq =?

np = nq =?

P = q

Supongase ahora que existe un entero posi-
tivo n tal que el anillo de matrices M(YL,A) es
dimensional. La funcion

que asigna a cada elemento A de A la matriz es-
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calar d(A., ..• ,1..), es claramente un homomorfismo
de an i L'l.os. Segun la pro pos Lc i Sn 2 A es dimensio
nal .•

COROLARIO. .i ) Todo anillo simple artiniano es di
mensional.
ii) Todo anillo matricial local es dimensional.

Demo8tpaaion. i) Un anillo A se dice que es sim
pIe si A es no nulo y en A s610 hay dos idcales
bilateros: 0 y A. El anillo A se dice que es a~
tiniano (a la derecha) si cada cadena decrecien
te de ideales derechos de A

se detiene para algun n ~ 1; es decir a =n
Oln+1 = ••.. Un anillo A se dice que es simple ar
tiniano si A es simultaneamente simple y arti-
niano (a la derecha). Es posible demostrar (co~

sultar [3]) que todo anillo simple artiniano es
isomorfico a un anillo de matrices M(n,T), don
de n ~ 1 Y T es un anillo de division.

Puesto que todo anillo de division es dimen
sional entonces segun la Proposicion 3 todo ani
110 simple artiniano es dimensional.

ii) Un anillo A se dice que es matricial local
si su anillo factor AI] por el radical de Jacob
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son es simple artiniano.

De i) Y del corolario a la Proposicion 2
se desprende que todo anillo matricial local es
dimensional.

PROPOSICION 4. Sea {Ai}iEI una familia de ani-
llos no nulos. Si al menos un anillo A. (j e: I)

j
de dicha familia es dimensional, entonces, el
anillo producto TT A. es dimensional.iEI .(.
Demostraai6n. La afirmacion se desprende de 1
pr opos Lc i on 2 y del epimorfismo can Sn i co

A .••
j

COROLARIO. i) Todo anillo clasico semisimple es
dimensional. ii) Todo anillo semilocal es di-
mensional. iii) Tudo anillo semiperfecto es di
mensional.

Demostraaion. i) Un anillo A se dice que es cIa
sico semisimple (ver [3J) si A es artiniano y

no contiene ideales nilpotentes no nulos. Esta
definicion es equivalente a decir que A es artl
niano y su radical de Jacobson es nulo (ver [~).
Algunos autores denominan a los anillos clasicos
semisimples como semisimples artinianos. Se pu~
de demostrar (consul tar [4]) que cada anillo cIa
sica semisimple es suma directa de un nfimero fi
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nito de anillos simples artinianos. De acuerdo
a 1a Proposici6n 4 y al corolario de l~ Propos!
cion 3, A es dimensional.

Ii) Es posible tomar como definicion de anillo
semilocal aquel cuyo factor por el radical de
Jacobson es clasico semisimple. As~ de acuerdo
a i) y a1 corolario de la Proposicion 2, todo
anillo semilocal es dimensional.

iii) Un anillo A se dice que es semiperfecto
si el factor AI] de A por su radical d Jacob-
son es c1asico semisimple y ademas los idempo-
tentes de AI] pueden ser levantados hasta A
(ver [lJ). Segun .ii ) todo anillo semiperfecto
es semilocal y p r 10 tando dimensional. •

A continuacion presentamos la prueba dada
por Leaviten [3] sobre 1a dimensionalidad de
los anillos noeterianos.

PROPOSICION 5. Todo anillo noeteriano a la de-
recha es dimensional. En particular, todo ani-
110 artiniano a la derecha es dimensional (La
afirmacion desde lue 0 es v lida para nillos
noet ri nos y artinianos a 1a izquierda).

D mo e tr aa i.o n , E1 anillo A es noeteriano a La der cha
si cad cadena creciente de ideales derechos de A
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a - Sea A un anillo noeteriano a la dere11+1 -

cha y supongase que A no tiene la propiedad IBN.
Esto qui ere decir que existen enteros positivos
diferentes m y 11 tales que Am = AI1•

Sea por ejemplo 11 > m. Entonces Am = Am+k,
donde k = l1-m. De aqui se obtiene la cadena de
isomorfismos

de la cual a su vez resulta la cadena de submodu
los de Am

Pero por ser A noeteriano y Am finitamente gene
rado como modulo sobre A entonces (ver [6J) Am
es noeteriano, 10 cual es contradictorio con la
ultima cadena de submodulos obtenida. A

§4. ANIllOS NO OIMENSIONAlES.

Hasta el momenta pareciera que todos los
anillos son dimensionales. Sin embargo ilustr~
remos c n un jemplo que re Imente es posible
encontrar anillos que no atisfac n la pro~ie-
dad IB'. s mas, en [9J L avitt hace una cla-

de los anillos segun SD tipo descri
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biendo ademas un modulo de anillo no dimensional
para cada tipo.

EJEMPLO. (veT [10] pp.61-62 Y [3] p.539).

Sea M un modulo libre a la derecha sobre un ani
110 r con base ~ = {e1,e2, ... } equipotente al
conjunto m = {1,2, ... } de los numeros naturales.
Sea A = Endr(M), el anillo de endomorfismos del
modulo M.

A tiene estrllctura natural de modulo a la
izquierda sobre si mismo, siendo libre Y con ba
se {l}, donde 1 es su elemento neutro multipli-
cativo. Encontremos para A una base de dos ele-
mentos:

Sean 6: e -+ M,Y g:e -+ M funciones definidas

= {:"

si ;[ = 2n es par
6 ( e .)

.{.

si I: = 2rr.-l es impar

.{:"
si ;[ = 2rr. es par

9 ( e .)
.{. si J.. = 2rr.-l es impar.

Por ser M un modulo libre las funciones anteri~
es pueden ser extendidas a r-homomorfismos

6:M -+ M Y g:M -+ M. Tenemos pues definidos do
lementos 6 y 9 de 1\. Probe-mos que {Lg} es una
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ba e del modulo ~. Sea h un elemento cualquiera
de ~ y sean t

1
y t

2
funciones de e en M defini-

das por

para cada i = 1,2,3, .... Simbolicemos tambien
por t

1
y t

2
los f-homomorfismos inducidos por es

tas aplicaciones. Consideremos la comb Ln a c i on li-

Sl i = 2n , es par entonces

Si i = 2n-1 es impar ntonces

t1C6Cei» + t2CgCei» = t1CO) + t2(en)

= h(e2 1) = h(e~);n-, -<..

por 10 tarito (t16+t29)(ei) = hCei) para cada
-<.. = 1,2, ... ; es dec ir t1 6 +t29 = h.

Sean ahora 0.1 y 0.2 elementos de ~ tales que
0.16+0.29 = O. Entonces para t odo i. i = 1,2, ... ,
Co. 6t0.9)(e,) = 0; en par'ticular

1 L{.
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= a (e.) = 0
1..t '

para cada ..t = 1,2, .... Esto indica que a1
= 0 =

Hemos probado que ~ posee tambien una ba-

de dos elementos con 10 cual ~ = A
2

Y pOl'se

10 tanto A no es dimensional. A

*
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