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ANILLOS DIMENSIONALES

José Oswaldo Lezama Serrano

INTRODUCCION. Es bien conocido que varias pro-
piedades de los espacios vectoriales sobre cam-
pos, o mis generalmente sobre anillos de divi-
sidn, se desprenden de la dimensionalidad que
tienen estos iltimos, es decir, de que en un es
pacio vectorial V de dimensidn finita sobre un

anillo de divisidn K todas las bases poseen el

mismo ntmero de elementos.

Al considerar médulos libres sobre anillos
(asociativos y con elemento identidad) esta pro
piedad de dimensionalidad en general no es va-
lida. En efecto como mostraremos en estas notas,
existen anillos sobre los cuales un mb&dulo 1li-
bre puede tener bases con diferente nfimero de
elementos. Esta no dimensionalidad de ciertos

anillos trae algunas dificultades, como por
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ejemplo, al estudiar el grupo de automorfismos
de un mdédulo libre finitamente generado sobre
un anillo no dimensional A por medio de matri-
ces. Si M es un mdédulo libre sobre A con una
base de n elementos, entonces el grupo de auto
morfirmos de M es isomorfo al grupo lineal ge-
neral de matrices GL(n,A). Para anillos no di-
mensionales el estudio del grupo de automortis
mos de M por medio del grupo GL(n,A) presenta
incertidumbre, ya que M puede tener una base

de m elementos con m # n.

En el presente articulo haremos un estudio
recopilativo de los anillos que en el sentido
de la dimensionalidad se comportan como los ani
llos de divisidn. Tales anillos son denominados
aniflos dimensionates o también se dice que sa-
tisfacen la propiedad IBN (Invariant Basis Num-
ber). La dimensionalidad de los anillos ha sido
suficientemente estudiada, especialmente por W.G.
Leavitt ([7],[8],[9]); varias propiedades y ejer
cicios interesantes relacionados con esta pro-
piedad se encuentran ademis en las monografias
de P.M. Cohn vy C. Faith ([2],[3]). Motivados
por lo gque explicamos al principio, hemos resu
mido y redemostrado en estas notas los princi-
pales resultados concernientes a la propiedad

de dimensionalidad de los anillos.
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En el primer pardgrafo haremos un estudio
de la dimensionalidad para mddulos libres que
poseen bases de cardinal infinito. En el segundo
par8grafoc estudiamos la propiedad IBN propiamen
te dicha. El tercer parigrafo estid dedicado a
la demostracidn de algunos criterios que permi-
ten establecer la dimensionalidad de anillos co
munmente encontrados en cursos de dlgebra. Enel
filtimo pardgrafo presentamos un ejemplo de ani-

llo no dimensional.

A lo largo de todo el articulo considera-
mos que A es un anillo asociativeo no nulo (no
necesariamente conmutativo) con elemento identi
dad 1; ademds los mddulos son unitarios y por
lo general derechos. El simbolo A indicari el

final de una demostracidn

§1. BASES DE CARDINAL INFINITO.

Al considerar un mddulo libre M sobre un
anillo A es interesante preguntarnos si existe
la posibilidad de tener en M dos bases, una con
un nfimero finito de elementos y otra cuyo cardi
nal sea infinito. En este parégrafo mostraremos
que tal situacidn no es posible. Ademdas, demos-

+traremos (ver [5]) que si M posee una base de
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cardinal infinito a, entonces todas las bases de
M tienen el mismo cardinal a. De tal manera que
al considerar el problema de la dimensionalidad
de un anillo A se pueden descartar los mddulos

de basas infinitas.

PROPOSICION 1. Sea M un mddulo libre sobre el
anillo A. Si M es finitamente generado, entonces

M posee una base finita.

Demostracidbn. Sea X = M, X # ¢ (ver nota) una
base de M y sea ¥ = {Ul,..-,un} un sistema fini
to de generadores del mddulo M. Cada elemento
m &« M es representable como combinacidn lineal

de los elementos de W
m = u111+.,+unlﬂ " (1)
donde kl,...,ln son elementos de .

De otra parte, como X es una base, enton-
ces cada elemento de W es representable como

combinacidn lineal finita de elementos de X:

Lk ) G ;
V. = XA, teee + A L=1,2,...,n, (23
A 1-°1 7 . T A

donde los x'8 son de X y los A'4 son de A.
De (1) yv (2) se desprende que el subconjunto

finito X
o
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X UXL, X {x],...,x%},

genera M. Pero como X es una base entonces XO es

un sistema linealmente independiente, y asi Xo

es una base finita para M. A
NOTA. Si M = 0 es el mddulo nulo entonces por de
finicidn X = @ es la Gnica base de M, la cual po

see 0 elementos. Asi pues el andlisis de los mbd-
dulos nulos para el problema de la dimensionali-
dad es trivial, y por eso en adelante supondre-

mos que M # 0.

COROLARIO. Sea M un mdduloc libre sobre el anillo

A. Entonces, o todas las bases de M son finitas

o todas son infinitas.

Demostractbn. Sea X una base finita del mddulo
My sea Y otra base cualquiera de M. De acuerdo
a la demostracidn de la proposici®dn anterior
existe en ¥ un subconjunto finito Vo tal que Vo
es una base para M. Supdngase que existe

me V\.VO. Como VO es una base para M existen

m, VY Anoiat o

Mysene My 5 1° e A tales que

Ea
m = m111+...+milt ]

donde seglin nuestra suposicidn m # m. para cada

£ 23y Bossuad, rSea ) #£.0,452 A, Eatonges
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ml-+ml(—hll)+...+mt(—lzl) = 10

Esta Giltima relacidn implica que el subcon-
junto finito de Y, VOIJ{m} es linealmente &epen-
diente. Pero esto contradice el hecho de ser ¥
una base. Por lo tanto V‘\VO = p y VY es también

una base finita. A

Sea M un mddulo libre de bases infinitas so
bre el anillo A. Probaremos a continuacidn que
todas las bases de M tienen el mismo cardinal.
En [5] se demuestra esta afirmacidn para espa-
cios vectoriales sobre anillos de divisidn. 8%9
embargo como se verd la demostracidn es valida

para anillos en general.

PROPOSICION 2. Sea M un mddulo libre sobre el
anillo A con bases infinitas X, Y. Entonces

Card(X) = Card(V).

Demostracibn. lLa idea central de la demostracién
es mostrar que Card(X) g Card(Y) y Card(y) <
Card(X) para concluir por el teorema de Cantor-
Bernstein-Schrdder que Card(X) = Card(VY). Cada
elemento 4 de Y es representable mediante una
combinacidn lineal finita de elementos de X.
Adem&s, dado X « X existe 4 « Y tal que X estd

en la representacibn de 4. En efecto, sea

X = 5“1}‘1*‘...*6“&)‘& (*)
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la representacidn de X en términos de elementos
de Y. Cada elemento 5“&’ L = 1,2, ciesR,; B8 Po~
presentable como combinacidn lineal de elementos
de X. Si suponemos que X no aparece en la re-
presentacidn de ninghn eiemento de Y, entonces x
no aparece en la representacidn de ninguno de

los elementos S s & o= o0 e

Sea Xi el conjunto (finitol) de elementos

de X que intervienen en la representacidn de
5y . sea
a; ¥

o .

k
X = U X .
=1 =

X ini :
Claramente se ve que X  es finito y que X ¢ Xo

De (*) se desprende que el subconjunto finito
' b=
X! XOlJ{x}

es linealmente dependiente lo cual contradice

el hecho de ser X una base para M.

Asi pues dado x € X existe al menos un

4 €Y tal que X estd en la representacidn de 4.

Con ayuda del axioma de eleccidn definimos

la funcidn

O X > N

mediante la regla ¢(x) = 4.
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Sea Y' = &(X) y sea &' «VY', & “(4' ) es
un conjunto finito de elementos de X que inter
vienen en la representacidn de 4'. Esto permi-
te establecer una correspondencia %, entre Y'

y el conjunto de partes finitas de X.

(\;jLIMW

X {X? C:X| X' es finito}

-.——-’/

0, (8') = & T(s")

%, es una funcidn inyectiva: sean o t(sr) =
¢“1(5"), con 4"',8" & Y'. Sea x €:®*1(b')

(= 1(s")). Entonces ®(x) = &' = &". (Nbtese
que para &' y A" elementos diferentes de V'

e s )Nne (s") = ¢). Sea T = Imd, -

{¢_1(d') |A‘ = Y'}. Puesto que ¢, es inyectiva

entonces Card(Il') = card(VY').

Queremos ahora probar que [ es una parti-

cidn del conjunto X. Por lo que anotamos hace

un momento entre par®&ntesis, es suficiente pro
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bar que X = 'U '¢“1(6'). Obviamente U 0 (J
se
c X. Sea X « X. Entonces o(x) = 4 E:V' y por

-1 ; -1
lo tanto x & & ~ (4 )Eb,gy,(b (B,

Puesto que X es infinito ' tambi&n lo es.
En total se tiene que I es una particidn infini
ta de partes finitas del conjunto infinito X;
por lo tanto Card(X) = Card(T) = Card(V') <
Card(VY).

Simétricamente Card(Y) < Card(X) y la pro-

posicidn esti demostrada. A

§2. ANILLOS IBN (Anillos dimensionales).

S5i definimos la dimensidén de un mbdulc 1li-
bre como el cardinal de una de sus bases, enton
ces como se demostrd en la Proposicidn 2 del
paragrafo anterior, para mbdulos de bases infi-
nitas la dimensidn de dicho mdédulo esti defini-

da univocamente.

En este paragrafo la palabra mddulo libre

indicarad médulo de bases finitas.

DEFINICION. Se dice que el anillo A tiene 1la
propiedad IBN (Invariant basis number) o también

que A es un anillo dimensional, si para cada md
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dulo libre sobre A dos bases cualesquiera de M
tiencnel misme nlmero de elementos. En otras pa
labras, el anillo A es dimensionalsi pura myn na-
turales cualesquiera se cumple

m n

A AN = m = n,

12

m .
donde A = A®@ ...8 A, es la suma directa exter-
na de m copias del mdbdulo A (donde N es conside

rado como mddulo sobre si mismo).

Para un mbddulo libre sobre un anillo IBEN
se define su dimensidn como el numero de elemen
tos de una de sus bases. Aunque la dimensiona-
lidad de los anillos conmutativos es una conse-
cuencia directa de uno de los criterios dados
en el pardgrafo §3 presentamos aquil una demos-

tracidn directa de este hecho.

PROPOSICION 1. lLos anillos conmutativos tienen
la propiedad IBN.

Cemostracidn "externa': Sea R un anillo conmuta
tivo y M un mddulo libre sobre R con bases
u = {ul,...,un} y v = {Ui""’uk}' Sea Ol un

ideal maximal del anillo R.Obsé&rvese que

4
MoL = m.A. lm, M, \. =0, 531}
{j@lu' s s

ec un submddulo de M. Adem@s, el-factor M/MA
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se puede dotar con estructura de mddulo sobre el
campo R/ ya que (M/MC ). 0 = {0}; donde 0 deno
ta la clase 0 mddulo MO . La estructura en men-

cidn esta dada por

donde m = m+Md, X = X+, m €M, X « R. Tene-
mos, entonces, que M/MO es un espacio vectorial

sobre el campo R/ .

Si logramos probar que U = {ﬁj,...,ﬁn},
v = {61""’Gk} son bases del espacio vectorial
M/MOL y son tales que Card(l) = card(U) y Car(®)
= Card(V) entonces podemos concluir que k = n

ya que los campos tienen la propiedad IBN. (ver

[6]).

Sea me M = M/MA . Existen A .,}n R

107
= u S A i m =
tales que m 131+ +u Ay por lo tanto

u1X1+...+unXH, lo cual prueba que U genera al

espacio M. Supdngase que existen Al,...,lﬂ e R
tales que u111+...+unin= 0. Entonces U A +...+
unln e Md y obtenemos que
« . = «» - M 1
ullj+ +unkn m181+ 495’ 1)
donde m . ,mé e M vy 61,,..,86 & & . Ctada ele

+

ment o m(, ¢t = 1,2,...,48, es representable como

una combinacidn lineal de los elementos de U:
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& £ :
gy = L =
m, ulll +uﬂhn, E= X2 w8 (2)

Reemplazando (2) en (1) obtenemos

W A +...+u A = & s
A non u1€1+ ) +un€n’

donde €¢ ° Ji liﬁj s £ = 1,2,...,n. Por ser U

una base para M se tiene que

A p,
A. = 1 e, (= 1,2,...,n (3)
L s P |
1=1
Pero como para cada § = 1,2,...,8, 0. « &, enton
ces AL € d para cada { = 1,2,...,n. Esto impli-
ca que XL: 0 para cada £ = 1,2,..:30; ¥ por 1o

tanto Ul es un sistema linealmente independiente.

Hemos pues probado que fl es una base para M.

De una manera completamente andaloga se prue

ba que V¥ es una base para M.

Solo resta verificar el asunto de la car-
dinalidad. Es suficiente efectuar la prueba pa
ra 1. Sup8ngase que existen £,f, L # §, tales
que W

A
como en (1) v (2), obtendriamos que 1 € &

= u.. Entonces ui-uj e M. Razonando

con lo cual & = R. Pero esto no es posible ya

que O es maximal. Entonces ﬁ{ 7 uj para £ # 4

y de aqui Card(l) = card(U).

En la demostracidn que acabamos de efectuar
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si @ = 0 entonces R es campo y no habria nada

que demostrar.

Demostracidbn "interna': Supbdngase que se tiene

. 2 5 m
el isomorfismo de R-mbddulos R = R". Sea @ un

ideal maximal de R. ZIuiLonces se tiene el isomor

fismo de R/0O.-m&dulos libres

12

R"erR/cL = R"R/aA -» (R8R/AM)™ = (ReR/m"

= (R/D" = (R/AD" = m = n. A
Hasta el momento todos los mddulos sobre el
anillo A han sido considerados a la derecha. Nos
preguntamos si, para un anillo dimensional A,
al considerar mbédulos izquierdos la propiedad
IBN permanece invariante. A continuacidn demos
traremos que un anillo A es dimensional a la de
recha si y sdlo si lo es a la izquieda. De tal
en adelante Uni-

manera que podemos referirnos

mente a anillos dimensionales.

PROPOSICION 2. N es un anillo dimensional a la
derecha si y s0lo i A es dimensional a la iz-

quierda.

Demostraciéon. -») Sea N un anillo dimensional
a la derecha y sea M un médulo libre izquierdo

sobre el anillo A con bas¢s de m y n elementos.
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& . & m
Entonces se tienen los A-isomorfismos. M = A,

M s A". Los mBdulos duales de los médulos iz-

quierdos e y A" son mBdulos derechos e isomor-
fos. Hom(ﬂm,h) £ Hom(ﬁn,ﬂ); o sea, Hom(h,h)m g
Hom(ﬂ,h)n; y de aqui obtenemos A" = A" (isomor-
fismo de mddulos libres derechos). Por lo tanto

m = n.

<) La condicidn suficiente se demuestra de ma-

nera analoga. A

§3. CRITERIOS.

A continuacidn presentamos algunos crite-
rios que permiten establecer la dimensionalidad
de los tipos de anillos mds cominmente encontra

dos en 4lgebra. 5

PROPOSICION 1. Sea A un anillo y m, n enteros

positivos. El isomorfismo de A-mbdulos

m n
A = A

tiene lugar si y sbBlo existen matrices A v B so
bre A de ordenes mxp y nxm respectivamente ta-
les que AB = Em’ BA = E , donde E, es la ma-
triz idéntica de orden m y E.1 es la matriz idén

tica de orden n.
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Demostraeidn. =) Sea M un mbdduloc libre sobre A
con bases U = {ui,...,um}, Vs {ul,...,un} de m
y n elementos respectivamente. Es decir, se tie
ne el isomorfismo A" = A" = M. Sea A 1la matriz

de cambio de la base a la base Wy B la matriz

u
de cambio de la base V a la base U:

m
v, = § uga, , £d=1,00.,n £3)
A bt Rk,
n
U. = v il S R | (2)
I ngl . qf !

Reemplazando (2) en (1) obtenemos que

m n
4 by
) ) Vb, oa = v,
. e o .
k=1 n=1 B 5f 2
Fuesto que lus elementos ul,..,,un gson linealmen

te independientes, entonces

m 1 N = 4
E b,’[ﬁ“b
k=1 . 0 noE oA
Je aguil se obtiene e BA = E .
[ U 1ene que i
Andlovan=nt si recemplazamos (1) en (2) QE

P

tenemos la relacidn AB = Ep.

<) Supdnpase Jue sobre el anillo A existen ma-

trice A , R ardene mxy y nuxm respectivamente
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tales que AB = Em y BA = En. Consideremos los

médulos libres A™M y A% con las bases candnicas

= {ui AR T AR E NESIE . L & W S |
£

v = {UL i - S ey L1 3 X B
L

Definimos las correspondencias

a: AT - A" y B: A" > A"

en términos de los elementos de las bases (L y V

1"
~3

n
alu,) = Z vpb, . B(v.)

R BRw . 5
k=1 ¥ k=1 L

los cuales son extendibles de manera Unica a

A-homomorfismos simbolizados tambi&n por a y B.

Ademéas ,
ST PR
Ba(u .) = B e 1 g w a,
% foq Ry k=1 4-1
m n
) 4§1 Zlﬂék Ry

Para & # A{se tiene que X aébbhi = 0, y para

n
= I X
4 = L., pi aébbk_ = ‘Ia
k=1 - 4
De aqui resulta que Bu(ui) = u, para cada
£ = 1,2,...,m, con lo cual Ba = Ihm' AnSlogamen-

te se demuestra que af = Iﬂn y por lo tanto los
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médulos A™ y A" son isomorfos. A

El siguiente criterio permite en particular
establecer la dimensionalidad de los anillos su-

mergibles en anillosde divisibn.

PROPOSICION 2. El1 anillo A es dimensional si y
sblo si existe un homomorfismo no nuloe f:A > T

de A en un anillo dimensional TI.

Demostracidn. = ) Si N es dimensional entonces

tomamos § = 4 y I' = A.

<) Sean m y n enteros positivos tales que

A™ = A™ E1 anilio T puede ser considerado como

(A,T)-bimddulo. Se tiene, entonces, el I'-iso-

morfismo de mbGdules libres.

M

AP esr g. 49T

1t

De aqui obtenemos (re )™ (reT)" y de esto
concluimos " » ™. Siendo I' dimensional enton

ces m = n. A

De esta proposicidn se desprenden inmediata

ment: los sicruientes resultados.

COROLARIO. i) Todo subanillo de un anillo dimen
sional es dimensional.
ii) Sea ¢y un ideal del anillo A. Si A/l es dimen

siona T e es- A es dimens ronal En particular
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si A/J es dimensional, entonces A es dimensional
(J denota el radical de Jacobson del anillo A).
iii) Todo anillo conmutativo es dimensional.

iv) Todo anillo sumergible es un anillo de divi
sidn es dimensional (en consecuencia si A no es
dimensional entonces A no puede ser sumergido

en cuerpo alguno).

v) A es dimensional si y sblo si el anillo de po

linomios A[x] es dimensional.

PROPOSICION 3. Si A es un anillo dimensional en
tonces para cada entero positivo m = 1 el anillo
de matrices M(n,\) es dimensional. Reciprocamen
te, si existe n > 1 tal que M(n,A) es dimensio-

nal, entonces N es dimensional.

Demostracibn. Sea n un enterc positivo cualquie
ra. Sea I' = M(n,A). Supbngase que el anillo A
es dimensional y sean P y ¢ enteros positivos

tales que se tiene el TI-isomorfismo rP g i
Simbolicemos por i conjunto de matrices co
lumna con componentes del anillo A:
Al
n A .
A () e stz )
A
Np tiene una estructura natural de (T,A)-bimddu
lo. Ademas "A es un A-mddulo libre (isomorfo a

n A
A"!) con base candnica
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0
v o= {Ui |UL = { » #5142 e s 150 1 estdren lasfila £}

O

Nbdtese que la funcidn idéntica
YR S |
es un (IT',A)-isomorfismo. De aqui resulta que

¥® { es en particular un A-isomorfismo:

rP e "n %94 11 e "y

De donde, obtenemos

(T®...9T )®"A = (re...er )e8"r =

_"Y"__l L sl
p-veces q -veces
(re"n)P =« (re"n? =
PP (P03

(A"HP =z (A"H? >

AP = AN9 =

np = ngq =

p = q

Supbngase ahora que existe un entero posi-

tivo n tal que el anillo de matrices M(n,A) es

dimensional. La funcidn

d:A + M(n,A)

que asigna a cada elemento A de A la matriz es-
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calar d(A,...,A), es claramente un homomorfismo
de anillos. Segln la proposicidn 2 ) es dimensio

nal. A

COROLARIO. i) Todo anillo simple artiniano es di
mensional.

ii) Todo anillo matricial local es dimensional.

Demostracion. i) Un anillo A se dice que es sim
ple si A es no nulo y en A s6lo hay dos ideales
bildteros: 0 y A. El anillo A se dice que es ar
tiniano (a la derecha) si cada cadena decrecien
te de ideales derechos de A
(1112 (12 2 ...Etln = .

se detiene para algn n 2 1; es decir aﬁ =
t1n+1 =.... Un anillo A se dice que es simple ar
tiniano si A es simultaneamente simple y arti-

niano (a la derecha). Es posible demostrar (con
sultar [3]) que todo anillo simple artiniano es
isomdrfico a un anillo de matrices M(n,T), don

de n >1 y T es un anillo de divisidn.

Puesto que todo anillo de divisidn es dimen
sional entonces segfin la Proposicidn 3 todo ani

llo simple artiniano es dimensional.

ii) Un anillo A se dice que es matricial local

si su anillo factor A/J por el radical de Jacob
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son es simple artiniano.

De i) y del corolario a la Proposicidn 2
se desprende que todo anillo matricial local es

dimensional.

PROPOSICION 4. Sea {“L}LGI una familia de ani-
llos no nulos. Si al menos un anillo Aj (j = 1)
de dicha familia es dimensional, entonces, el

anillo producto TT A. es dimensional.

. A
L€1
Demostracidn. La afirmacidn se desprende de la

proposicidn 2 y del epimorfismo canbnico

Mo 1L A, 0 A,
I ie1 * i
COROLARIO. i) Todo anillo clasico semisimple es
dimensional. ii) Todo anillo semilocal es di-
mensional. 1iii) Todo anillo semiperfecto es di

mensional.

Demostracidn. i) Un anillo A se dice que es cld
sico semisimple (ver [3}) si A es artiniano y

no contiene ideales nilpotentes mno nulos. Esta

definicidn es equivalente a decir que A es arti
niano y su radical de Jacobson es nulo (ver [ﬂ}.
Algunos autores denominan a los anillos clésicos
semisimples como semisimples artinianos. Se pue
de demostrar (consultar [4]) que cada anillo cld

sico semisimple es suma directa de un nfimero fi
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nito de anillos simples artinianos. De acuerdo
a la Proposicién 4 y al corolario de la Proposi

cidn 3, A es dimensional.

ii) Es posible tomar como definicidn de anillo
semilocal aquel cuyo factor por el radical de
Jacobson es cl3sico semisimple. Asi* de acuerdo
a i) y al coroclario de la Proposicidn 2, todo

anillo semilocal es dimensional.

iii) Un anillo A se dice que es semiperfecto
si el factor A/J de A por su radical de Jacob-
son es clésico semisimple y ademi&s los idempo-
tentes de N/J pueden ser levantados hasta A
(ver [1]). Segfin ii) todo anillo semiperfecto

es semilocal y por lo tando dimensional. A

A continuacidn presentamos la prueba dada
por Leavitt en [3] sobre la dimensionalidad de

los anilles noeterianos.

PROPOSICION 6. Todo anillo noeteriano a la de-
recha es dimensional. En particular, todo ani-
llo artiniano a la derecha es dimensional (La
afirmacidn desde luego es vl@lida para anillos
noeterianos y artinianos a la izquierda).

Demo stracidn. El anillo A es noeteriano a la derecha

si cada cadena creciente de ideales derechos de A
Ay e 0, ¢ -. . clpg.--

Se¢ deriene para a.ghn n 2 !, es decir @, =
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G%+1 = ,... Sea A un anillo noeteriano a la dere
cha y supdbngase que A no tiene la propiedad IBN.
Esto quiere decir que existen enteros positivos

diferentes m y n tales que AT AT

Sea por ejemplo n > m. Entonces Am = Am+k,

donde R = n-m. De aqui se obtiene la cadena de

isomorfismos

AM o Am+k & nm+2h 2 Am+3.‘z

de 1la cual a su vez resulta la cadena de submddu

los de Am

Ah 2k 3k

0N

3 m W
Fero por ser A noeteriano y A finitamente gene
» m
rado como mbddulo sobre A entonces (ver [6]) A
es noeteriano, lo cual es contradictorio con 1la

f1l1tima cadena de submddulos obtenida. A

54. ANILLOS NO DIMENSIONALES.

Hasta el momento pareciera que todos los
anillos son dimensionales. Sin embargo ilustra
remos con un ejemplo que realmente es posible
encontrar anillos que no satisfacen la pronie-
dad IBN. < mas, en [9] Leavitt hace una cla-

sificaci1? de los anillos segln su tipo, descri
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biendo adem@s un mddulo de anillo no dimensional

para cada tipo.

EJEMPLO. (ver [10] pp.61-62 y [3] p.539).

Sea M un mddulo libre a la derecha sobre un ani
1lo T con base € = {e,,e,,...} equipotente al
conjunto N = {1,2,...} de los nfimeros naturales.
Sea A = Endr(M), el anillo de endomorfismos del

mddulo M.

A tiene estructura natural de mddulo a 1la
izquierda sobre si mismo, siendo libre y con ba
se {1}, donde 1 es su elemento neutro multipli-
cativo. Encontremos para A una base de dos ele-

mentos:

Sean f§:€ - M,y g:@ - M funciones definidas

e, si 4= 2n es par
6(e£) =

0 si 4 =2n-1 es impar

0 si 4 =2n es par
g(ei) =

n

e, si 4 =2n-1 es impar.

Por ser M un mddulo libre las funciones anterio
res pueden ser extendidas a T-homomorfismos

§:M » M y g:M = M. Tenemos pues definidos dos

elementos § v g de A. Probemos que {f,g} es una
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base del mddulo A. Sea h un elemento cualquiera

de A y sean £, y 1, funciones de € en M defini-

das por

Il(e{) = h(eQi), Iz(e{) = h(e2£_1),

para cada { = 1,2,3,.... Simbolicemos también
por Ij y t2 los T-homomorfismos inducidos por es

tas aplicaciones. Consideremos la combinacidn 1li-
b

neal Ilé+t29:
(T §+L,9)(e) = 2,(f(e)) + £,(g(e));
si { = 2n , es par entonces

z1tﬁ{efj) + I?tg(ei}l = tl(en} + r?(o)

= Ade B = BlegB = hie )
Si 4 = 2n~1 es impar entonces

Il(ﬁ(ei)) + Ig(g(e{)) = tl(O) + I?(cn)

= h(ezn_l) & h(eiJ;

por lo tanto (Ijﬂ+£29)(ei) = h(ei) para cada
L = 1,2,35+}3 o8 decir £16+{29 = lh.

Sean ahora o, ¥ a, elementos de A tales que
alﬁ+azg = 0. ‘Entonces para ‘tedo 'L, " L =110 5,

(alﬁ+n?g=(v{1 = 0; en particular
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"
Q
—_—~
~
S

1]
o
o

(a15+a29)(22£) # 31[5(@2£)] {4 & ¢

(o, fra,9) (e, 4) = algle,; )] = ay(e) =0

para cada £ = 1,2,.... Esto indica que a = 0 =

o, .
2
Hemos probado que A posee también una ba-
?
se de dos elementos con lo cual A = A" y por

lo tanto A no es dimensional. A

BIBLIOGRAFIA

[1} Bass, H., "Finistic dimension and a homolo-
gical genaralization of semi-primary
ring", Amer. Math. Soc., 95, 3 (1960).

[2] Cohn, P.M.. Free nings and thein nelaticns,
Academic Press, London, 1971

[3] raith, C., Algebra: Rings, Modutes and cate
gondies, 1, Springer, Berlin, 1973.

[H] Herstein, I.N., "Noncommutative rings, The
Mathematical Association of America (1968).

[s] Jacobson, N., Lectures in Abstract Algebra
11., Linean ALgebra, Springer, New York,
1975.

[6] Kasch. F., Modu€n und Ringe, Teubner,



220 apuntes de semiiario

Stuttgart (1977).

[7] Leavitt, W.G., "Modules over rings ot words",
Proc. Amer. Math. Soc., 7 (1956), pp.188-
193,

[8] = "Modules without invariant

basis number", Froc. Amer. Math. Soc., 8
(1957), 322-328.
[9] ,"The modunle type of & ring",

Trans. Amer. Math. Soc., 123 (1962).
Pp.113-130.

[10] Sxorniakev, L.A., Elemenros de algebra gqene
il , Nauka, Mosefi, 1983 (Edicidén en Idioma

rPUuson

%

i

Departamentc de Matemdticas y Estadistica
Universidad Nacional de Colombia.

BOGOTA. D.F.



