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UN METODO NUMERICO PARA CALCULAR FUNCIONES
BESSEL DE PRIMERA CLASE DE ORDEN ENTERO

Maull--tc.--to Gallc..za

1. INTRODUCCION.

En un reciente articulo, el profesor Takeu-
chi [1] muestra los peligros al utilizar un com-
putador en la prediccion de la convergencia de
una sucesion. £1 "desastre" ocurrido se debio al
empleo de una formula de recurrencia y a la fal-
ta d precision inherente de la maquina utiliza-
da.

Un situacion parecida se encuentra cuando
por m dio de formulas de recurrencia se quiere
calcular el valor de una funcion esf~rica de Be-

sel 0 los valores de las funciones de Bessel de
primera clase de orden entero.

[n un a com un icc ion pre v ia [2], se m 0 S r 0
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como, haciendo usa del metoda de Miller, se ob-
via el problema de la precision en las funciones
esfericas de Bessel.

En el presente articulo se describe un meta
do numerico para el calculo de funciones Bessel
de primera clase de orden entero, y el programa
correspondiente escrito para una calculadora Ca-
~~o FX-702-P la cual emplea un Ba~~~ restringido.

2. El PROBLEMA.

La formula de recurrencia para las funcio-
nes Bessel de orden ntero viene dada por la si
guiente r eLa c i on : [3]

J lex)n-t- = 2n J (x)
X n - J l(X)'n-

(1)

Por consiguiente, al conocer Jo(x) y Jl(x), en
principio es posible calcular recurrentemente la
funcion para cualquier orden, una vez estableci
do el argumento.

Par otra parte, la expresion gen ral para
las funciones J (x) se hace par medio de la se-

n
rie: [3J

J (x)
Y!

=
I(_1)k(X/2)n+2k

k=O k!f(n+k-t-l)
(2)
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con r, la funcion garna.

La convergencia de la serie de la ecuacion
(2 ), no es s iernpre r'~p ida paI'a X gI'and e, y pOI'
tal razon, en las tablas donde se tabulan los
In(x) tan s610 aparecen las ordenes m~s bajos,
en general ]o(X) y J1(x). en el caso de la refe
rencia [3] los argumentos presentadosvan de 0.0
a 9.9 en intervalos de 0.1.

Sin embargo. en casos practicos es necesa-
rio obtener valores fiables para las funciones
J (X) para cualquier argurnento y ordenes que en

n
algunos casos pueden ser de 20. (POI' ejernplo en
problemas de electro-din!rnica con simetr1a axial).

Para verlos problemas de la p~rdida de pr~
cisi6n emp~eando tl~. consideremo un ejernplo.

Supongamos que desearnos calcular ]8(2). P~
ra el caso, buscamos ]0(2) y J1(2) en la tabla
de la eferencia [3J.

En efecto, ] (2)
o

= 0.2239, J1(2) = 0 .. 5767.

La recurrencia (1) proporciona ]2(2) pOI' medio
de:

]2(2) = 2xl/2 ]1(2)-]0(2) = 0.3528, iterando:

J.' 2) ~ /xli2 ]2 2)-J1(2) = 0.1289.~
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J4(2) = 2X3!2 J3(2)-J2(2) = 0.0339

J 5(2) = 2x4!2 J4(2)-J3(2) = 0.0067

J6(2) = 2X5!2 J5(2)-J4(2) = -4X10-4

J7(2) = 2X6!2 J6(2)-J5(2) = -0.0091

J8(2) = 2x7!2 J7(2)-J6(2) = -0.0641.

Buscando en ablas mas comple as [4J ' los
val ores para las funciones calculadas son:

J2(2)=0.3528; J3(2)=0.1289; J4(2)=0.03399;

J5(2)=0.0070; J6(2)=0.0012; J7(2)=0.000175;
J8(2)=0.0000222.

Como puede apreciarse, a partir de la ter-
cera iteracion la precision "flaquea" y en la
quinta ya es un "desastre".

£1 haber seleccionado el argumento como
X = 2 es simple comodidad, y la situacion mos-
trada es totalmente general.

£1 problema reside en restar dos cant ida-
des muy parecidas, resultando una propagacion
de errores tal, que el res ltado carece de sen
tido.

Podria pensarse que al emplear un nfimero
mayor de digitos el problema se subsanaria. De
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safortunadamente e·se -n o e.s e).:'easo, como el l~~
tor 10 puede constatar f&cilmente.

3. METODO NUMERICO.
Es un algoritmo para el c~lculo de In(x)

tanto para cualquier argumento, ~lo que evita
engorrosas interpolaciones par medio de tablas),
asi como para todo orden, eludiendo ademas err~
res dificiles de controlar al utilizar la defi-
nicion por series.

El m et o do sugerido [4] consiste en 10 sa >

guiente:

Primero que todo hay que tener en cuenta que las
funciones Bessel de primera clase satisfacen la
siguiente relacion:

J (0)n
= J 1,

} 0,

n = 0
( 3 )

n = 1,2,3,.

En cuanto a la simetrla respecto al orden se ti~
ne que:

y ademas cumplen la siguiente relacion que puede
ser interpretada como una "normal,izacion":
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00

J (x) +
o

= 1 ( 5 )

En este momen~o se introduce una funci6n auxiliar
J que satisface la misma f6rmula de recurrencia
que las funciones de Bessel (1) con la caracte-
rlstica adicional que, para un M (orden de la
funcian auxiliar) 10 suficientemente grande se

enga:

independientemente del valor del argumento.

De (5) r amb i en es claro que 11mJn(x) = 0; po r'
n+oo

10 tanto dado x, para n suficientemente grande
In(x) ~ O. Ademas, como las funciones J y J po-
seen la misma f6rmula de recurrencia se tendr~

-que In.(X) ~ C J (x), en donde la constanta C de
Yt

proporcionalidad se obtiene de la "normalizaci6n"
( 5 ) .

Dado que las funciones auxiliares satisfa-
cen la recurrencia (1), con los valores de la
expresi6n (6) es posible iterar en reversa has-

'v

ta J (x) por medio deo

= 2n J Cx )
X n.

-J 1(X.)n.+
( 7 )

Simh~l~neamente se va acumulando el valor
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-de la ecuaci6n (5~ esta vez para l~s ~ de tal
suerte que:

-S = J (x) +o
(8)

Esta ultima relaci6n permite conectar el valor-Jean el valor de la funci6n que se qui eren
calcular par medio de la simple conversion:

Con el presente metoda numerico, los resul
tados obtenidos ~an exaeto~ hasta las ocho phi-
meha~ Cinha~ deeimale~.

La convergencia del metoda descrito ante-
riormente, es claramente sensible con la "defi
nicion del infinito" hecha por medio de M. Adi
cionalmente, si se ha de tener en cuenta simul
taneamente rapidez y precision, la escogencia
de M juega un papel importante.

Una salida evidente, seria asignar a M un
valor definitivamente grande, digamos 100, y

asi evitar problemas. Sin embargo, el tiempo
de calculo se incrementa apreciablemente, para
la maquina para la cual se diseno el programa
que se resena en el siguiente numeral, 0 para
une similar.
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Analizando la expresion para In(x) dada en
la ecuacion (2), se nota que la convergencia de
tal serie esta gobernada por el valor del argu-
mento.

La manera entonces, de seleccionar M, fue
ensayando reiteradamente de acuerco can el rango
del argumento que valor de M lograba mantener la
precision mencionada. Esto se condensa en las Ii
neas 100 a 120 del program a que a continuacion
se describe.

4. El PROGRAMA.

Las variables empleadas y su significado
son:

B: Controla la paridad de In
X: Argumento en J (x).n
N: Orden de J (x).n
F: Valor numerico a imprimir igual a In(x).
M,S: Las de la ecu a c i cn (8).
R: In_1
U: J

_Vl-t1

T: J Vl

J: Contador para el numero de iteraciones.
G: Valor de J (x) sin normalizar.

Vl

Un diagrama de flujo del programa se anexa
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al final del artlculo. El listado es el siguien-
te:

5 B=O
10 INP" X=" ,X :INP"N = " , N :C =N
15 IF FRAC N ~O;WAIT 20:PRINT"ERROR":GOTO 10
20 IF X=O THEN 50
30 IF N>O THEN 100
40 B=l:N=-N:GOTO 100
50 F N=O;F=l:GOTO 230
60 F=O:GOTO 230
100 IF ABS X<1;M=N+l0:GOTO 130
110 IF ABS X<10;M=N+25:GOTO 130
115 IF ABS X<20;M=N+35:GOTO 138
120 M=N+45
130 S=O:U=O:T=l
140 FOR 1=0 TO M-l
150 J=M-I:R=2*J*T/X-U:U=T:T=R
160 IF INT(J/2)*2=J THEN 190
170 IF J=l;S=S+R:GOTO 190
180 S=S+2,"R
190 IF J=N+l;G=R
200 NEXT I
210 IF B=l;F=(-l)tN*G/S:GOTO 230
220 F=G/S
229 IF B=l;N=-N
230 PRINT "J";C;"(";X:")=":STOP
231 PRINT F
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al final del artlculo. £1 1istado es e1 siguien-
te:

5 B=O
10 INP"X=",X:INP"N=",N:C=N
15 IF FRAe N 10;WAIT 20:PRINT"ERROR":GOTO 10
20 IF X=O THEN 50
30 IF N>O THEN 100
40 B=l:N=-N:GOTO 100
50 IF N=O;F=l:GOTO 230
60 F=O:GOTO 230
100 IF ABS X<1;M=N+l0:GOTO 130
110 IF ABS X<10;M=N+25:GOTO 130
115 IF ABS X<20;M=N+35:GOTO 138
120 M=N+45
130 S=O:U=O:T=l
140 FOR 1=0 TO M-l
150 J=M-I:R=2*J*T/X-U:U=T:T=R
160 IF INT(J/2)*2=J THEN 190
170 IF J=l;S=S+R:GOTO 190
180 S=S+2;'R
190 IF J=N+l;G=R
200 NEXT I
210 IF B=l;F=(-l)tN*G/S:GOTO 230
220 F=G/S
229 IF B=l;N=-N
230 PRINT "J";C;"(";X:")=":STOP
231 PRINT F
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