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UN METODO NUMERICO PARA CALCULAR FUNCIONES
BESSEL DE PRIMERA CLASE DE ORDEN ENTERO

Maunicio Ganeia

1. INTRODUCCION.

En un reciente articulo, el profesor Takeu-
chi [1] muestra los peligros al utilizar un com-
putador en la prediccidn de la convergencia de
una sucesidn. E1 "desastre'" ocurrido se debid al
empleo de una fdrmula de recurrencia y a la fal-

ta de precisidn inherente de la mdquina utiliza-

da.

Una situacidn parecida se encuentra cuando
por medio de fdrmulas de recurrencia se gquiere
calcular el valor de una funcidn esférica de Be-

ssel o los valores de las funciones de Bessel de

primera clase de orden entero.

En una comunicacidn previa [2], se mostrd
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cdbmo, haciendo uso del método de Miller, se ob-
via el problema de la precisidn en las funciones

esféricas de Bessel.

En el presente articulo se describe un méto
do numérico para el cdlculo de funciones Bessel
de primera clase de orden entero, y el programa
correspondiente escrito para una calculadora Ca-

AL0 FX-702-P la cual emplea un Basdic restringido.

2. EL PROBLEMA.

La férmula de recurrencia para las funcio-
nes Bessel de orden entero viene dada por la si

guiente relacidn: [3]

o 2n
dusafd) Bogmidabll vt gt Bl (1)

Por consiguiente, al conocer Jo(x) y Jl(x)’ en
principio es posible calcular recurrentemente la
funcidn para cualquier orden, una vez estableci

do el argumento.

Por otra parte, la expresidn general para
las funciones Jn(x) se hace por medio de la se-

rie: [3]

o k S n+2k
2 (=205 G/ 2) (2)
k=0

J Gx} =
n X R!'T(n+k+1)
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con ', la funcidn gama.

La convergencia de la serie de la ecuacidn
(2), no es siempre rdpida para X grande, y por
tal razdn, en las tablas donde se tabulan los
Jn(x) tan s8lo aparecen las ®rdenes més bajos,
en general JO(X) y Jl(X); en el caso de la refe
rencia [3] los argumentos presentadosvan de 0.0

a 9.9 en intervalos de 0.1.

Sin embargo, en casocs prdcticos es necesa-
rio obtener valores fiables para las funciones
Jn(x) para cualquier argumento y drdenes que en
algunos casos pueden ser de 20. (Por ejemplo en

problemas de electro-dind&mica con simetria axial).

Para verlos problemas de la pé&rdida de pre

cisidn empleando (1), consideremos un ejemplo.

Supongamos que deseamos calcular 18(2). Pa

ra el caso, buscamos 10(2) y J1(2) en la tabla

de la referencia [3].
En efecto, 10(2) w0 ,/2239, J1(2) = 9.5767.

La recurrencia (1) proporciona 12(2) por medio

de:

i

]2(2) 0.3528, iterando:

%1 /12 11(2)—1 (2)
(o]

"

L ot & 3 et dlgls B 5 39 0, 12‘(2)'11(2)

«

0.1289
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J,(2) = 2x3/2 J,(2)-J,(2) = 0.0339
T (2) = 2xu/2 Ju(z)-Js(z) = 0.0067

J(2) = 2x5/2 I (2)-J (2) = -ux10"
17(2) = 2X6/2 16(2)-15(2) = -0.0091
18(2) = 2X7/2 17(2)-16(2) = -0.0641.

Buscando en tablas mé&s completas [u], los

valores para las funciones calculadas son:

12(2)=O.3528; 13(2)=O.1289; Ju(2)=0.03399;

15(2)=o.oo70; J6(2):0.0012; J7(2)=0.000175;
18(2):0.0000222.

Como puede apreciarse, a partir de la ter-
cera iteracidn la precisidn '"flaquea" y en la

quinta ya es un "desastre".

El haber seleccionado el argumento como
X = 2 es simple comodidad, y la situacidn mos-

trada es totalmente general.

El problema reside en restar dos cantida-
des muy parecidas, resultando una propagacidn
de errores tal, que el resultado carece de sen

130

Podria pensarse que al emplear un nUmero

mayor de digitos el problema se subsanaria. De
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safortunadamente ese no es el caso, como el lec-

tor lo puede constatar fécilmente.

3. METODO NUMERICO.

Es un algoritmo para el c@lculo de Jn(X)
tanto para cualquier argumento, (lo que evita
engorrosas interpolaciones por medio de tablas),
asi como para todo orden, eludiendo ademds erro
res dificiles de controlar al utilizar la defi-

nicidn por series.

E1l método sugerido [u] consiste en lo si-
guiente:
Primero que todo hay que tener en cuenta que las
funciones Bessel de primera clase satisfacen la

siguiente relacidn:

-
"
=
i
o

Jn(o) = . (3)

En cuanto a la simetria respecto al orden se tie
ne que:

n
J_,(x) = (-0"I, 0 (4)

y ademds cumplen la siguiente relacidn que puede

ser interpretada como una "normalizacidn":
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Jo(x) + kZ1212k(x) = 1 (5)

En este momento se introduce una funcidn auxiliar
7 que satisface la misma fdrmula de recurrencia
que las funciones de Bessel (1) con la caracte-
ristica adicional que, para un M (orden de la
funcidn auxiliar) lo suficientemente grande se

tenga:

T (0 = 05 J 00 =1 (6)

independientemente del valor del argumento.

De (5) tambi&n es claro que %Eg]%ﬂ) =03 por
lo tanto dado Xx, para n suficientemente grande
Jpa(x) ~ 0. Ademds, como las funciones 7 y J po-
seen la misma formula de recurrencia se tendrd
que jn(x) v C Jn(x), en donde la constante C de

proporcionalidad se obtiene de la "normalizacidn"

$5).

Dado que las funciones auxiliares satisfa-
cen la recurrencia (1), con los valores de la

expresidn (6) es posible iterar en reversa has-

ta Jo(x) por medio de :

-~ _ 2n -~ ~
%Ll(x) o Tt Jn(x) - Jn+1(x) L)

Simu.taneamente se va acumulando el valor
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de la ecuacidn (5), esta vez para los J, de tal

guerte.gues

S = Jo(x) + 2J2k(x) (8)

M
)
k=1

Esta Gltima relacidn permite conectar el valor

Jn con el valor de la funcidn que se quiere

calcular por medio de la simple conversidn:

= ¢-17
Jn(x) =S Jn(x).

Con el presente método numérico, los resul
tados obtenidos 40n exactos hasta las occho piadl-

meras cifras decdimales.

La convergencia del mé&todo descrito ante-
riormente, es claramente sensible con la "defi
nicidén del infinito" hecha por medio de M. Adi
cionalmente, si se ha de tener en cuenta simul
tidneamente rapidez y precisidn, la escogencia

de M juega un papel importante.

Una salida evidente, seria asignar a M un
valor definitivamente grande, digamos 100, vy
asi evitar problemas. Sin embargo, el tiempo
de cdlculo se incrementa apreciablemente, para
la mdquina para la cual se disefid el programa
que se resefia en el siguiente numeral, o para

ung similar.
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Analizando la expresidn para Jn(x) dada en
la ecuacidn (2), se nota que la convergencia de

tal serie estd gobernada por el valor del argu-

mento.

La manera entonces, de seleccionar M, fu@
ensayando reiteradamente de acuerco con el rango
del argumento qué valor de M lograba mantener la
precisidn mencionada. Esto se condensa en las 131
neas 100 a 120 del programa que a continuacidn

se describe.

4. EL PROGRAMA.

Las variables empleadas y su significado

son:

B: Controla la paridad de Jn.

X: Argumento en Jn(X)'

N: Orden de Jn(x).

F: Valor numérico a imprimir igual a J (x).

M,S: Las de la ecuacidn (8).

R: {n—l

§: {n+1

1 it Jn

J: Contador para el nUmero de iteraciones.
G: Valor de jn(X) sin normalizar.

Un diagrama de flujo del programa se anexa
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al final del articulo. El listado es el siguien-

te:

5 B=0

10 INP"X=",X:INP"N=",6N:C=N

15 IF FRAC N #0;WAIT 20:PRINT"ERROR":GOTO 10
20 IF X=0 THEN 50

30 IF N>0 THEN 100

40 B=1:N=-N:GOTO 100

50 IF N=0;F=1:G0TO 230

60 F=0:G0TO 230

100 IF ABS X<13;M=N+10:GOTO 130
110 IF ABS X<103;M=N+25:GO0TO 130
115 IF ABS X<203;M=N+35:G0TO 138
120 M=N+45

130 S=0:U=0:T=1

140 FOR I=0 TO M-1

150 J=M-1:R=2%J*T/X-U:U=T:T=R
160 IF INT(J/2)%2=J THEN 190
176 IF J=13S=S+R:G0TO._ 190

180 S=S+2%R

190 IF J=N+1;G=R

200 NEXT I

210 IF B=13;F=(-1)4N*G/S:GOTO 230
220 F=G/S

229 IF B=13;N=-N

230 PRINT "J3";C3"(";X:")=":STOP
231 PRINT Y
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al final del articulo. El listado es el siguien-

te:

5 B=0
10 INP"X=",X:INP"N=",N:C=N

15 IF FRAC N #0;WAIT 20:PRINT"ERROR":GOTO 10
20 IF X=0 THEN 50

30 IF N>0 THEN 100

40 B=1:N=-N:GOTO 100

50 IF N=03;F=1:GOTO 230

60 F=0:G0TO 230

100 IF ABS X<1;M=N+10:GOTO 130
110 IF ABS X<103;M=N+25:GOTO 130
115 IF ABS X<20;M=N+35:GOTO 138
120 M=N+45

130 S=0:U=0:T=1

140 FOR I=0 TO M-1

150 J=M-I:R=2%J%T/X-U:U=T:T=R
160 IF INT(J/2)%2=J THEN 190

170 IF J=13S=S+R:GOTO 190

180 S=S+2%R

190 IF J=N+1;G=R

200 NEXT I

210 IF B=13;F=(-1)4N*G/S:GOTO 230
220 F=G/S

229 IF B=1;N=-N

230 PRINT "J";C;"("3;X:")=":STOP
231 PRINT F
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