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USO DEL VAIVEN EN LA OBTENCION DE
ISOMORFISMOS DE CONJUNTOS ORDENADOS
DENSOS Y SUPERDENSOS

Jos € Muioz Q.

§0. RESUMEN.

El propdsito principal del presente articu
lo es divulgar las pruebas directas de tres re-
sultados fundamentales en el estudio de los nf-

meros reales no estandar:

- Todos los conjuntos totalmente ordenados den
sos sin extremos, de cardinal &;, son isomor
fos.

- Todo conjunto superdenso contiene una copia
de (R,<).

- Todos los conjuntos ordenados superdensos de

cardinal HE, son isomorfos.
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En las demostraciones hacemos expllcitas
algunas ideas de Cantor (ver [1]), Hausdorff

(ver [3]) Y Guillman y Jerinson (ver [2])-

utilizamos los resultados anteriores como
motivacion para introducir un concepto mas gen~
ral llamado metodo delvaiven, con el fin de es-

tablecer isomorfismos entre estructuras del mlS-
7

mo tipo de cardinal o

Finalmente proponemos y demostramos una
generalizacion debil en este metoda para estruc

turas de unmismo car dinal cualqui era.

§1. NOCIONES ~ PRELIMINARES.

Diremos que un -~onjunt.o (X,<) es un no-
conjunto si es totalmente ordenado y tal que d~
dos subconjuntos finitos cualesquiera A,B, de
X, si A < B (0 sea si todo elemento de A es me-
nor que todo elemento de B), entonces existe

— e X tal que A < {~} < B.

Es facil ver que un no—conjunto es 10 mis
mo que un conjunto totalrnente ordenado d~n~o0
(entre dos elementos distintos siempre hay otro~
sin primero ni ultimo elementos (ya que en la

definicion A y B pueden ser vaclos).
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Llamaremos a un conjunto ordenado (X,<)
supendenso, o un ni—conjunto, si es totalmente
ordenado y tal que dados subconjuntos contables
arbitrarios A y B de X, con A < B, existe c =X

tal que A < {c¢} < B.

Cuando B = @, la condicidn implica que
todo subconjunto contable A posee una cota su-

perior estricta, que no estd en A.

Andlogamente, cuando A = @ se deduce que
cualquier conjunto contable B posee una cota

inferior estricta.

TEOREMA 1. E1 conjunto,mx de los reales no es-

tandar con su orden usual es superdenso.

Una demostracidn del teorema 1 con algunos

detalles omitidos, puede verse en [51, PP-26-32.

Otros ejemplos de conjuntos superdensos
son el de los infinitesimales, el de los infini
tesimales positivos, el de los reales no estan-
dar infinitos positivos. No son superdensos 0,
R ni el conjunto de los reales no estandar fi-

nitos.
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§2. ISOMORFISMOS ENTRE no-COHJUNTOS.

TEOREMA 2. (0,<) puede sumergirse inyectivamen-

te en cualquier no-conjunto.

Demostracidn. Sea (E,<) un no—conjunto; como

es contable infinito, sea (n;). una enumera-
2 ( 'L)x,(-:]N

cidn inyectiva de [); vamos a contruir una fun-

cidn §:(Q,<) » (E,<) inyectiva que preserve el

orden; lo haremos inductivamente:

i) Para L, € Q, tomemos cualquier to € by defi

namos f, = {(no,to)}.

ii) Consideremos n, en M; si &1 < Ao, tomemos en
E un elemento tl menor que to (existe puesto que
E no tiene minimo) y definamos §, = §_U{(n,t,)}
Si fuese 1, > n_, se tomaria tl > to y se defini

ria 51 de la misma forma.
iii) Supongamos que ya se ha definido 6n’
§ :{ao,&i,...,mn} + {Io,zl,...,tn}

siendo un isomorfismo de orden del primer conjun

to sobre el segundo. Consideremos kn+1 ; siendo
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biyectiva la enumeracidn de m,deldomﬁﬁodeﬁnqueda
dividido en dos conjuntos complementarios:

A ={n,|r, <2

i AL n+1, fé: 0,1,...,”.}.

B={r,|2r., >

Como A < By los dos son finitos, también ﬁn(A) y
ini <

ﬁn(B) son finitos y ﬁn(A) ﬂn(B) por ser én un

isomorfismo de orden; siendo E un nofconjunto,

existe al menos un elemento tn de E con ﬁn(A)

< Ltnfl} < §,(B). Definamos

+%

= ﬁnlj{(n i )} 3

ﬁn+1 n+1* n+1

entonces 6u+1 es un isomorfismo de orden de
1""’lu’ﬂn+1} sobre {to""’tn’1n+1}'
El principio de induccidn nos permite concluir

10 oLt
y 6m tales que ﬂm es un isomorfismo de orden

de {10,11,-..,hm} sobnre {to""’zm} y en for

{no,m

que para todo M natural, existen {iO,I

ma tal o i e
a que 60<:61 C‘SZC ‘:61’1':6}11.1‘:

Sea § = ngmﬂn; es fécil ver que { es una
funcidn inyectiva (ver p.ej. [4] p.140) y tiene
por dominio P(§) = ngNﬂ(ﬁn) = 0, quedando demos
trado el teorema; como consecuencia inmediata

tenemos el siguiente resultado:
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THOREMA 3. E1 conjunto (IR,<) de los nlUmeros rea-
les ordenados, puede sumergirse inyectivamente

en cualquier conjunto superdenso.

Demostracidn. Sea (E,<) un conjunto superdenso;
siendo en particular un no—conjunto, contiene una
copia to<t1<...<tn<tn+1<... de (0,<), es
decir, existe §:(Q,<) > (E,<) inyectiva que pre-
serva el orden; extend&mosla a una funcidn § de
(R,<) en (E,<) que sea isomorfismo de orden: Sea

X € R-0) y consideremos la cortadura que define

a X:

A={req|r < x} , B={ael | x < n}.

Como A y B son contables y A < B, entonces
4(A) v §(B) son contables y §(A) < §(B) por ser
§ un isomorfismo de orden, luego por la superden
sidad de E, existe £ en E tal que {(A)<{£}<{(B).
Si definimos §(x) = £ (y §(1) = {(n) para % en

0), entonces H seri el isomorfismo de orden bus-

cado.

COROLARIO: Si (E,<) es superdenso, entonces su

cardinal, |E]|, serd mayor o igual que

e (=IR]).

Después de las ideas anteriores que entre
lazan los conceptos introducidos e ilustran una

forma de construir isomorfismos no necesariameg
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te sobreyectivos, presentamos el primer resulta-

do fundamental, debido a Cantor (ver [1]):

TEOREMA 4. Todos los no—conjuntos de cardinal Ho

son isomorfos.

Demostraeibn. Sean (S,<) y (T,<) dos no—conjun—
tos de cardinal HO; debemos demostrar la exis-
tencia de un isomorfismo de orden §:(S,<) =+ (T,<)
sobreyectivo. Lo construiremos inductivamente

usando la técnica del vaivén.

Sean (A{)L{m, (tj)jem enumeraciones biyec-

tivas de S8 y T respectivamente.

Mostraremos que para todo n natural exis-
ten subconjuntos {65,61,...,6ﬁ} de §, {Ié,ti .

...,Ih} de T, y una funcidn ﬂn que es un iso-
. L)
morfismo de orden de Sn = {60""’6n’50""’éﬁ}

sobre T, = {to,...,tn,té,...,Ié} y en forma tal

e f,_ 4§,

0 =
Xl
8]

[
=

-ﬂ
"- Teeacd b

-

o+
o
i
ot
[ O e e
F O e

Y
H

i) Consideremos éo e« S; tomemos en T un punto

1
cualquiera y llamémoslo Io; consideremos to eT;
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si £ = 1', definamos &' = & ; si £ < &', tome-
o Q 7 o ' (o] o 4 o]
mos en S un punto 4 con ?o < 4, (si to < to,
se escoge en S un punto 4, con & < 4;). Sea
] ' . »
ﬁo = {(Ao,to),(éo,to)}? este es un 1somorflsmo
de orden de S = {45 ,58 } sobre T_ = {£ ,%£ } tal
O O o o (o] o)

que ﬂo(&o) = t; y ﬁc(éé) = to.

En el siguiente paso se construye ﬁl, como
ilustramos en el grafico adjunto (p.157),
1 1 1 1
51.31 = {60,61,60,40} - TO = {Io,tl,zo, 5} a1
- = < ' = . S =
que ﬁo c;ﬁl y 61(54) t&’ 61(é¢) IL para 4
0,1.

ii) Supongamos que se han construido {b;,...,ééh
] "
{I;,...,tn} y 6n: Sn= {Ao,...,bn,éo,...,é;} —

Tn = {to,...,tﬂ,to,...,th} siendo 6n un isomorfis
mo de orden que extiende a 6n_1 y tal que ﬁu(éi)

= xi, 6n(é£) = t{ para todo 4= 0,1,...,N.

Consideremos 4 si 4 = Sn’ definimos

n+1
& Sn, formamos

n+l’
> o4 Yo Bi &

nt+1 = 6n(6n+1 n+1

AS'_'“ESHIA = 6n+1} y BS={6=sn | Ry S s}

< < ini
Como AS {én+1} BS y son finitos, al ser

f, un isomorfismo de orden se tiene que 6“(As) <
6n(83); siendo estos dos subconjuntos de T fini-

. '
tos y T un no—conjunto, existe tﬂ+1 e T tal que

]
6n(A3) < LY X (B,
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Sea 3n = 6nlj{(6n+1’ n+1)} es evidente que

§ es un isomorfismo de orden que extiende a b

Consideremos ahor? tn+1‘ si In+1 =T Ll{tnﬂ}
= Tn’ definimos & _ = 3 (In+1 Si I”+1 #:Tn,
sean

Ap = {teT, |2<2t, Yy Br={t T |z, <}

Como Ay < {% % Br entonces 5_1(AT)< Sai(BT)

n+1
y siendo finitos y S un N _-conjunto, existe

' 1
én+4 e S tal que 6 (A ) < {An+1} < En (Br) .

Definimos § )} y seghln

n+1 * & U{(én+1’ n+1

lo anterior ﬁn extiende a 6n

+1

El principio de induccidn nos permite con-
cluir que existe una sucesidn creciente de funcio

nes (¢ )HEN

subconjuntos de S sobre subconjuntos de T) de or

que son isomorfismos parciales (de

den. Sea § = ngﬁﬁn; igual que en el Teorema 2

§ es un isomorfismo de orden que extiende todas
las §,, con 9(§) = Uocf) =5y
R(§) = URCE) = T

§3. ISOMORFISMOS ENTRE n,-CONJUNTOS.

La técnica empleada en la demostracidn,lla

mada del vaivén por ir pasando de S a T y de T a
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S en la construccidn, puede adaptarse para cons-
trulr isomorfismos entre estructuras no contables
para lo cual recordaremos algunas propiedades ele

mentales de la teoria de conjuntos.

Un nlmero ordinal es un conjunto transiti-
vo (todos sus elementos son subconjuntos de &1)
que es bien ordenado por la pertenencia, es de-
cir, cuyo orden "<" coincide con " €". Por ejem
plo ¢, {¢1}, {¢,{¢}}, son nlmeros ordinales no
tados 0,1,2, respectivamente. Con esta defini-
cidén de nfimero natural (n+1 = {0,1,...,n}) los
naturales serdn los ordinales finitos. Se acos-
tumbra notar por w al primer ordinal infinito
(w = {0,1,2,...} =MN)y por w, al primer ordinal
no contable; esto significa en particular que si
0 es un ordinal y a ? m1 (o sea 0 & ml), enton-
ces & es un ordinal contable. Hay muchos ordina
les contables, como W, W+l, wW+2, W+3,...,0+0, ...
Todo ordinal o tiene sucesor inmediato notado
a+1 pero no todo ordinal tiene predecesor inme-

diato (por ejemplo w y w, no lo tienen).

Un ntmero cardinal es un ordinal gque no es
equipotente con ningfin ordinal menor; por ejem-

Plo 0,1,2,...,0 ¥ w, son cardinales pero w+l,

w+2, wtw, w1+1, no lo son. Se acostumbra notar

por Ho y Hj a wy w, respectivamente cuando se

les considera como cardinales. Asi Ho serd el
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primer cardinal infinito y Hl sera el segundo,
el cardinal que le sigue a xo' Como ¢ = |R| =
QHO > ¥, (ver [4] p.259) se deduce que ¢ > Hl’
El corolario del Teorema 3 anterior significa

entonces que si E es superdenso, |E|>c> 31.

Debido a que todos los nfimeros ordinales
(y en particular los cardinales) son bien orde
nados, en todos ellos vale el principioc de in-

ducecidn transfinita:

Un .subconjunto A de un conjunto bien ordenado
(X,<) tal que (MueX)({xeX| x<u} cA—=> uel),

necesariamente es todo X (A = X).

Es decir, si cualquiera sea W, del hecho
de que todos los predecesores estrictos de U
estin en A se deduce que tambi&n u esta en A,

se concluye que A es todo X.

La demostraci®dn de este principio es muy
simple (ver [4] p.166), lo usaremos en la prue

ba del siguiente resultado, debido a Hausdorff

(ver [3]).

TEOREMA 5. Todos los conjuntos superdensos de

cardinal 31 son isomorfos.

Demostracidn. Sean (S,<) y (T,<) conjuntos su-

perdensos de cardinal Hi; debemos demostrar que
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existe una biyeccidn entre ellos que conserva el
orden.
Decir que tienen cardinal Ri significa que
son equipotentes con W, , de manera que existen
i i : > tw, + T, i )
bdyecciones hi w, S, h2 1 T. Bi hl(u) 8
y hg(a) = ta, entonces

S = {40,41,42,...,4m,4m+1,...}

{s,] 0 e w, b o= {8, | & < w l oy

T=1{t, |oecuwl = {2, ]a < @yl wftid L

1

Sea A el conjunto de los B de w, para los

- - . 1 ]
cuales existen familias {éi}iiﬁ : {IL}LSB y umna
biyeccidn éB de ?B = {65}446 U{éi}iéﬁ sobre
= = '

TB {ii}isﬂlj{ii}isﬂ tal que ﬁB(éi) ti s
68(62) = ti y 68 extiende todas las 6T con Y < B.

Queremos demostrar que A = wl para lo cual
es suficiente ver que A satisface la hipbtesis
del principio de induccibn transfinita. Suponga
mos entonces que para o fijo cualquiera de W, »
{8 € w, | B < a} €A y probemos que a «A. En
efecto: la hipdtesis significa que ¥B8 < a, tanto
{5;,&;,...,&é} como {I;,...,té} esté&n definidos
y se tienen funciones 68 que son ismorfismos de
orden entre SB y TB' Sea ¥= Bgu63 la unidn de
todos estos isomorfismos; tambi&n ¥ es un iso-
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morfismo de orden entre su dominio,

Bgasﬁ = {ﬁ‘{:}’{‘c“ U {6‘{-—}4:(&

¥y su recorrido

UTp = (i ieq U {ti)icqs
B<a

ademds ¥ extiende todas las ﬁB y en conscuencia

pueden definir 4&, Ié y ﬁa de manera que se cum-

V4 < a. Veamos que se

plan las condiciones exigidas:

% [ ]
a) Si 6{'}‘. = {5‘{}‘{:<

por ejemplo ba = é}, defini
mos 1 = ?(45;»).

a’
o

; escomponemos ifa U
i<o® descomponemo {64}&<a

en dos subconjuntos complementarios AS’

b) i &, ¢ {4;]
{4}

L5450
Bg en forma tal que AS <{4a} < BS' Como ¥ es un
isomorfismo de orden, T(AS) < T(BS). Pero
{4£}{<a = {6i}{ea es contable ya que siendo
O Wy, y siendo w, el primer or
dinal no contable, se deberd tener a contable.

'
i {t{}£<a y {ti}£<a son con

. [
tables y en consecuencia {6i}£<ulj{6i}i<u y sus

subconjuntos Ag y Bg son contables. Se deduce

a ]
Analogamente {6i}

que T(AS) y $(Bg) son contables, luego por la

superdensidad de T, existe un elemento t;, tal
que ¥(Ag) < {I&} < $(Bg).

Tomemos § = f[j{(aa,t&)}.
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. ]
33151 ta E:{zi}i<a

g (L)

U{t'}, definimos &' como
a o

d)'Si ta‘é {ti}LSG’ descomponemos {ti}i<a U
{t{}isa en dos subconjuntos complementarios AT’
Br, tales que Ay < {Ia} < Br.

De lo dicho en b) se deduce que también Ap
y BT son contables y como ¥ es un isomorfismo de
orden, §_1(AT) < §_1(BT). Por la superdensidad
de S, existe 6& e S tal que §_1(AT) < {A&} <
?_1(BTJ. Definamos 6& = ¢ U[(éé ta)}; en esta
forma también o estd en A, luego A = w,, es de-
cir, para todo o en W, existen 6& y los conjun-
tos Sa’ Ta que satisfacen las condiciones pedi-

das.,

Sea § = 6. s entonces 4§ es un isomorfis
ogdew; U =
mo de orden de D({§) = aEwlﬂ(ﬂa) = {6i}£<w1 = §
sobre T = U R(4,.) quedando demostrado lo pro-
GeEW] a

puesto.

COROLARIO 1. Bajo la hipdtesis del continuo

(e = 31), todos los conjuntos superdensos de car

dinal ¢ son isomorfos.

COROLARIO 2. Bajo la hipbétesis del continuo, to

dos los conjuntos superdensos de cardinal ¢ son

isomorfos a (R*,<).
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b
Basta ver que |R | = ¢; su demostracibn es

simple y puede verse por ejemplo en [5], p.35.

F. Hausdorff (ver [3]) generalizd las ideas
anteriores con la introduccidn de los na—conjuﬂ
tos y la prueba de los dos resultados siguien-

tes:

- Dos na—conjuntos de cardinal 3a, son isomorfos.
- Todo conjunto totalmente ordenado de cardinal

£ X

$ Ay puede sumergirse inyectivamente en un

na—con]unto de cardinal 3a.

En una direccidn similar pero mads comple-

ja, se tiene el siguiente

TEOREMA 6. Todos los cueipos ordenados superden-

sos de cardinal 81’ son isomorfos.

Su demostracidn tambié&n se hace por induc-
cidn transfinita, usando bases de R trascenden-

tes sobre @ y densas. El lector interesado puede

consultar [2].

§4. EL METODO DEL VAIVEN.

La situacidn planteada y resuelta en los
teoremas 4 y 5, ha sido en lineas generales la
siguiente: Se desea construir un isomorfismo de

una estructura (8,<) sobre otra (T,<), las dos
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con el mismo cardinal. Para lograrlo se constru-
ye una familia (f§,), & de isomorfismos parcia-
B B<y

les con las caracteristicas siguientes:

a) Si B < B' entonces 63 c 66'

b) U D(g,) = S y c) U R(fg) =T

g P g °
Se concluye que en tal caso g 63 es el isomorfis
mo pedido. Vamos a tratar de plantear una situa-
cidn similar cuando se poseen familias de isomor

fismos parciales entre estructuras mds generales.

Sean A y B estructuras del mismo tipo, es
decir adecuadas para el mismo lenguaje 1ldgico; in-
tuitivamente esto significa que poseen la misma can
tidad de relaciones unarias, binarias,..., el
mismo nfimero de operaciones unarias, binarias,..

e igual cantidad de constantes. Si

]

(A,<,+,',Q,...)

A

% * % %t
(B:< st »°* ,2 s'--)-

Decimos que A y B son los universos de Ay @B
respectivamente. Ndtese que lo anterior no sig-

nifica que las dos estructuras posean las mis-

mas propiedades.

Diremos que .§ es una subestructura de A si

siendo una estructura del mismo tipo que A, o
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ral e
L]

~
saa'8 = (§,<,F,

b) Las relaciones y operaciones de -8 son las rec

Fa)
+€s.0+) s BEe tiene gue a8) S A

tricciones a S de las relaciones y operaciones
de A 'y ¢) las constantes de 8 son las mismas de
A.

Ndtese nuevamente que una propiedad que
vale en A, no necesariamente es valida enasS, y
reciprocamente. Por ejemplo ({0,1,2}3;<) es una
subestructura de (R,<) pero la primera es bien
ordenada y la segunda no, mientras que el orden
de la segunda es denso y no asi el de la prime-
ra. Andlogamente, una subestructura de un grupo
no necesariamente es un grupo. Llamaremos a
un isomorfismo parcial de A en 8 si § es un iso
morfismo de una subestructura de A sobre otra
de @. Lo anterior significa que § es una biyec
cidn entre los universos de las subestructuras
compatible con las operaciones y relaciones,
que aplica las constantes de una subestructura
en las correspondientes de la otra. Por ejemplo
si R es una relacidn enearia de la primera sub-
estructura y R* su correspondiente en la segun-
2,...,an est3n en el universo de la pri
mera y (ai’aZ""’an) e R, entonces

t ]
(5(a1),...,5(an)) K.

da, a,,a

Diremos que una familia F de isomorfismos

de A en B posee la propiedad del vaivén, si no
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es vacia y tal que

i) Para todo f = F y toda a « A, existe en ¥ una

extensidon § de { tal que a  D(§).

ii) Para toda § de F y toda b « B, existe en F

una extensidn 6* de § tal que b e R(ﬁﬁ).

TEOREMA 7. Si existe una familia F de isomorfis
mos parciales de A en 8 que posee la propiedad
del vaivén y |A| = Ho = |B|, entonces A y 8 son

isomorfos.

La demostracidén es muy similar a la del
Teorema 43 se enumeran los universos de las dos
estructuras y se usa la propiedad del vaivén pa
ra formar una cadena (én)neﬂ de isomorfos par-
ciales que posea las propiedades a), b) y c)
descritas al comienzo del §4. No la detallare-

mos para no repetir argumentos.

Si observamos cuidadosamente la demostra-
cidn del Teorema 5, nos damos cuenta de que el
paso crucial es el hecho que la unidn de la ca-
dena (6B)B<a con @ < w,, es aln un isomorfismo
de orden que pertenece a la familia F de isomor
fismos parciales. Lo mismo sucede en las genera
lizaciones establecidas por Hausdorff para los

na-conjuntos. Para estructuras arbitrarias, no

siempre se cumple la mencionda propiedad, de ma

nera que si deseamos generalizar el Teorema 7,
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es necesario adicionarla:

TEOREMA 8. Sean A y @ estructuras del mismo tipo
con |A| = 80 = |B|; si existe una familia F de
isomorfismos parciales de A en 8 que posee la
propiedad del vaiven y tal que la unidn de toda
cadena (ﬁB)BeL con |L]| < Xa, también estd en F,

entonces A es isomorfa a @.

Demostraeidn. Sean hlzxa + Ay hz:Ha + B enumera
ciones biyectivas de A y B; si notamos por aB a
hl(B) y por bB a hz(B), tenemos:

A = {aB|B < 80} = {QB}BFHG = {aB}B<HOl

y analogamente,

B = {bB} = {bB}

€ <
BeR Bek,
Usando argumentos conocidos, se tiene que para
a, e A y cualquier g e F, existe g = F que ex-
tiende a g y a4_ pertenece a su dominio; para g
y bo’ existe por ii) un isomorfismo parcial 60
que extiende a g con bo = R(do). La idea es con
tinuar indefinidamente el proceso para obtener
una cadena (f,) de extensiones. Esto se pue
68 B(Ha : P s
de hacer rigurosamente usando inducci®n transfi

nita.

Como Hu es un cardinal, es decir un ordi-
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nal no equipotente con un ordinal menor, es bien
ordenado, siendo "<" precisamente "&€". Vamos a
probar que el subconjunto de ﬁu de los ordinales
B para lo:z cuales esta definida 65 con
a, « D( b, & ara todo

R ﬁﬁ)’ B Rcﬁﬁ) y 6\) \_';68 P

Vv < B, es precisamente todo Hu'

Supongamos que para todo § < B estd defi-
nida 6j con 4. e F y tal que aj = ﬂ(ﬁf),
bf e R(ﬁj) y ¥4 < ¢ (ﬁi < 6f)' Demostremos que
es posible definir 68 con las mismas caracteris

ticas.

evidentemente S extiende

Sea Y= M2
j<p8i?
todas las 6j y puede comprobarse que es compati
ble con las operaciones, relaciones y constan-
tes de su dominioj; por ejemplo si A 28nse-0,5ay,
=0(Y) vy (ai’d2""’an) e R (siendo R una re-
acibd 1 > . = _U .
lacidn enearia), entonces Ayslys sty j480(6i)
y en consecuencia existen en F isomorfismos par
ciales ﬁjh{ k = 1,2,...,n, tales que
a, = 3(5j1),a2 < 0(“2)"“"111': D(fj,)s sim
es el médximo de fl,jz,...,jk, entonces &,,&,,
ceend, = O(ﬁm) ya que ﬁm es una de las 6j? que
extiende a las demids. En consecuencia (ﬁm al),
it ; :
6m(a2),...,1§m(an)) e R por ser 6m un .‘LSOH’[OI‘fl:
mo parcial, o sea (?(al),5¥a2),...,?(am3) e R

puesto que ¥ extiende a 6m'
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Sin embargo, el solo hecho de ser ¥ un iso
morfismo parcial, no nos garantiza que pertenez
ca a f, por lo cual la necesidad de la hipbdte-

sis adicional.

Estando ¥ en F, para a, existe por i) una

B
funcidn % que extiende a b y tal que aB = 9(9);
por ii) existe para bB una funcidn 63 en F que
extiende a ¥ con bB en su recorrido. El princi-
pio de induccidn trasfinita nos permite con-
cluir que existe una cadena de extensiones
(68)8<3u con las propiedades requeridas. Si
§ = B}& 68’ al igual que antes § =« F y evidente
o
mente su dominio es todo [aB]B<Ha o sea A y su
recorrido B, con lo cual se completa la demos-

tracidn del teorema.
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