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APUNTES DE SENINARIO

RELATIVIZACION DE FORMULAS Y CONSISTENCIA

JO-6f M. Munoz Q.

Resvmen~ EI presente articulo tiene como fin mos
trar que el problema de la eonsistencia de una
sentencia, relativamente a la consistencia de
otro conjunto de sentencias, puede resolverse
en muchos casos mediante un procedimiento pur~
mente sintactico, aceptado universalmente, in-
dependiente de modelos e interpretaciones, y el
eual tiene lugar dentro de practicamente cual-
quier sistema de deduce ion formal de un calcu-
10 de predicados. Las ideas fundamentales des~
cansan en la propiedad de la preservacion de la
deduce ion formal por la relativizacion, cuya de
mostracion, bastante tecnica perc elemental, ha
sido desarrollada en detalle por el autor.

Supongamos dado un calculo de predicados de
primer orden para cuya teoria de deduccion for-
mal, se ha tornado modus ponens (de p y p ~ q se
deduce q) como unica regIa primativa de deduc-
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cion, junto con la axiomatizacion siguiente:

Un axiorna del calculo de predicados es cualquier
formula VX1 Vx2 ... Vxn8 (incluyendo n = 0), en
do nd e 8 tiene una de las forrnas siguientes:

1. 'f -+ (I/J -+ 'f)

2. (':f-+ (I/J -+ o ) -+ «If-+ I/J) -+ (':f -+ p )

3. (l~-+ 11/J) -+ (\jJ -+~)

4. Vx(':f -+ I/J) -+ (Vx':f -+ Vxl/J)

5. VX 'f( X , Ij 1 ' •.. , Ij m) -+ 'f( t , Ij 1 ' ... , Ij m) s i e n tat 1i

bre en 'f(t,ljl'" .,ljm)'

6. f-+ \JxP si X no ocurre libre en~.

7. t= t siento t un tirmino cualquiera.

8. t1 = t2 -+- (!f( •.. t1 ... ) -+ ~( ••• t2."» siendo
t1 libre en P( ... t1' .•. ), t2 libre en 'f( ... t2
... ), y entendiindose que ~( ... t2' .. ) se ob-
tiene sustituyendo par t2 en ~( ... tl"') to-
das, algunas a ninguna de las ocurrencias de

Se prueba que los aXlomas 1, 2 y 3 junto
can modus ponens constituyen un sistema complg
to de deduccion en el calculo proposicional; en
consecuencia, todas las tautologias son deduci-
bles (v e r , p .ej [ 1] ) .

~ambiin en el sistema propuesto son dedu-
cibles como reglas derivadas, entre otras, el
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teorema de la deduccion (Si de f y a se deduce
B entonces de f solamente se deduce a ~ B; la
simbolizaremos sa f,al-B, entonces fl-(a ~ B»,

la prueba por co n t rad i cc i Sn (si I", lal-B y I",

lal- 'B, entonces fl-a) y la reg la de genera-
lizacion universal (si fl- ':f (X,Y1,· .. ,Yn) y X

no ocurre libre en ninguna formula de f, enton
ces fl-Vx ':9(X,Yl' ... ,Yn». Seentiende que una
dedu c ci fi n formal de a con premisas en r es una
suc e sLfin finita ~l' 'f2,···, 'fn de formulas tal que
Ifn es a y toda formula If; es un axioma logico,
o una formula de f, 0 se deduce por modus ponens
de dos formulas anteriores de la sucesion.

Un conjunto de formulas L es consistente
s i, no existe una formula '9 tal que II-lf y L 1-1f.
Es la propiedad mis deseable en un conjunto de
premisas, ya que de no ser consistente, toda
formula y su negacion serian deducibles.

De los teoremasde completitud y validez
se obtiene como corolario que un conjunto A de
formulas es consistente si y solo si tiene un
modelo, es decir, si y solo si existe una es-
tructura ade~uada que verifique todas las for-
mulas de A. En muchos easos es realmente difi
eil eomprobar que la estruetura verifiea las
formulas de A, sobre to do cuando estas impliean
que el modelo sea infinito. En tales cireunstan
eias se acostumbra ataear el problema poco a
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poco: 5i un subconjunto B de A es consistente y
':f E: A-B, les B U {If} consistente? Esta pregunta
equivaldria en terminos de modelos a la siguie~
te: 5i existe un modelo para B, lse puede Cons-
truir (a partir de el) un modelo de B U {If}?

Cuando se trabaja en teoria de conjuntos,
las pruebas de consistencia utilizando modelos
son particularmente susceptibles de contener
errores, debido al uso inconsciente de propied~
~es intuitivas de los conjuntos que manejamos,
propiedades posiblemente no deducibles de Las pre
m i s a s • En tales casos es mas conveniente (yco~
vincente) hallar una formula c(x) ... .con una unlca
variable libre X que describa la clase 0 el con
junto que se desea (es decir, que dicha clase
este formada por los objetos del universo que
verifican la condicion c(x» y usando dicha for
mula, dar una prueba puramente sintactica, sin
recurrir a modelos, significados ni interpret~
Clones.

A continuacion, como 10 sugiere Krivine en
[2J, p.44, vamos a precisar esta idea y a demo~
trar las propiedades en las cuales se fundamen-
tao

Generalmente consideramos que formulas co-
rno ¥x~(X) y 3x~(x) expresan propiedades de todo
el universo; si querernos que las afirmaciones
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expresen propiedades de los objetos de una par-
te C. del universo, generalmente "localizamos"
1 0 s c u ant i fie ado res: (1/X e: c.)(\f ( X ) ), (3 X e: c )
(~(x». Tales expresiones son abreviaciones de
1/x(X e: C. -+ ':9(X» y de ]X(X e: c.Af(x», r e s p e c t Lv a
mente. La ~eiativizac.i6n de una formula es sim-
plemente una generalizacion del concepto de 10-
c a L'iz a c Lfin : Si c.(x) es una formula del lenguaje
con X como Gnica variable libr~ (que describe
la clase c ) , definimos inductivamente "~ relati
vizada a c.(x)", not ada <fc. aS1:,

a) Si f es una formula atomica, pc. es 1a misma If.

b) Si P es (It/J), entonces ~c. es -, (1/Jc.)

c) Las r e I at i viz a c ion e sac. d e pv 1/J, <f A 1/J, p -+ 1/J
co ,,, . \.Oc.V ,I, c., wc. A ,I, C. ,J~ 0/ son respectlvamente J 0/ J" 0/

'fc.-+ 1/JC. Y ':fc.~ 1/Jc..

d) SiP e s 1/X 1/J(X), en ton c e s pc. e s 1/X (c.(x ) -+ 1/Jc.(x))
y en consecuencia, la re1ativizacion a c. de

3 X t/J( X ) e s :3 X (c.(X) A t/Jc.(x ) ) .

Cuando la clase determinada por c.(x) es un
conjunto c., c.(x) ~ X £ C. Y la relativizacion
corresponderla simplemente al caso de 10ca1iza-
cion de cuantificadores.

LENA 1. La relativizacion de un axioma logico
de los t i pos 1, 2 0 3, dados a n t e r-io r m e n t e , es
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nuev~mente un axioma del mismo tipo.

Uemo e t r ae i.on , ['f-+ (ljJ -+1f)]C. es ~c. -+ (1jJ -+'j')c., 0

sea pc. -+ (1jJc. -+ 1C.), que es del mismo tipo 1. Lo
mismo se tiene con los axiomas 2 y 3.

LE~ 2. La relativizacion de un axioma logico de
los tipos 4, 6, 7 y 8 es un teorema deducible
sin premisas.

Demostraai6n. a) Los axiomas de la forma 4,

Vx(~ -+ ljJ) -+ «Vx~) -+ (\Lx ljJ»

tienen como relativizacion

Vx(c.(x) -+ (~c. -+ ljJc.» -+ [Vx(c.(x) -+ ~c.)

-+ Vx(c.(x) -+ ljJc.)].

Es conocido que

[p -+ (q -+ y)] -+ [(p -+ q) -+ (p -+ y)]

es una tautologia, luego

es deducible sin premisas y por la regIa de g~
neralizacion universal, tambien

Vx.{ [c.(X)
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es deducible sin premisas. Usando el m1smo axio
rna 4 y modus ponens, se deduce sin premisas

y usando el axioma 4, modus ponens y tambi~n el
teorema de la deduccion, deducimas sin prernisas

como seq u e ri a demo s t r a r .

b)

f,
El a x i o rna 6, ~-+ Vxl)' si x noaparece libre en

c. c.tiene como relativizacion ~ -+ Vx(c.(x) -+ ~ ).

Vearnos que ~sta es deducible S1n prernisas; par
el axiorna 1 se tiene

y por el teorerna de generalizacion universal,

Pero, como X no aparece libre en~, tarnpoco apa-
rece libre en pc. • Luego par una conocida propi~
dad del cuantificador universal dernostrable en el
sistema de axlornas dado,

c) La relativizacion de ~
ser una formula atomica.

~ es ella rnisrna, por
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La re 1at iviz a c ion d e una x i0mad e1 tip 0 8 es

que resulta ser un caso del mismo axioma, luego
es deducible sin premisas.

LENA J. Si t: no es L'i ga da en '5'(t,y1, ••• ,yrI.) ni
en C. ( t), en ton ce s

Lo anterior significa que la relativizacion del
axioma 5 es deducible con la premisa c.(t), 10
cual es natural, puesto que al trabajarse dentro
del sub-universo descrito por c.(x), necesariame~
te el objeto t debera pertenecer a dicho sub-uni
verso.

Demostracion. Probar 10 propuesto equivale, se-
gun el teorema de la deduccion, a demostrar que

En efecto:

1. Vx(c.(x) ~ ~C.(x'Y1' •.. 'Yn» (premisa)

2. VX(c.(X) ~ fC.(x,yl' ..• 'YYI.» ~ (c.(t)~~C.(t'Y1, ... ,ljrl.»

(Ax. 5)

3. c.(t) ~ ~C.(t'Yl' ... ,Yn) (modus ponens aplicaoo a 1,2)

4. ~(t) (premisa)
c.5. ~ <t.Y1 •• ·••Yn).



Apuntes de Seminario ]1/j

LENA 4. Si f(x) es un axioma, entonees

Segun 10 visto en los tres lemas anteriores,
Sl ~(X) es un axioma, ~~(x) es dedueible Sln pr~
misas 0 a 10 mas eon premisa ~(x), luego
~(X) I-':f-(X) y por el teorema de la d e d u c c Lfin
I-- (~( x) -+ ~~ (x ) yeo m 0 X no fig u r ali b r e en las
premisas, podemos usar el teorema de generaliza-
e ion un iv e r sal, 0 b ten i end 0 s e 1- IJ X ( c (x ) -+ P c (x) )

que es el resultado pedido.

Si r es un eonjunto de formulas, designamos
po r r c ale 0 n j un t0 {'f~ I ~ e: r i de for m u 1 as d e r
relativizadas a ~(x).

TEORENA 1. Supongamus que tanto las variables Ii
bre~ de las formulas de r eomo las de p pertene-
een al eonjunto {Y1,·· .,Yn};
c (y 1) , •.• , c (yn), f'- I-- p~.

si r I- o , entonees

COBOLABIO. Cuando tanto p eomo las formulas de r
son ~enten~Ja~ (formulas sin variables libres),
se tiene que

. rl-- r~l--p~.Sl p, entonees

Este resultado puede sinte~izarse diciendo

que la ~elat~v~za~~6n p~e~e~va la deducc~6n 6o~-
mal.
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El corolario se obtiene inmediatamente del
teorema, de manera que probemos el teorema:

Sea ':PI'f1, ••. ,~m una d edu cc i fi n de p (0 sea
jm = p) con .premisas en r. Demostremos por in-
du cc ion que C. ( Y I ) , . . • , c. ( Y n)' r c. ~ ~1par a J.. = I,

2 , •••. ,.m· •

a) ~l es un axioma 0

los lemas anteriores
. . C.
C. ( Y 2) , .. ~ , c. ( Y n) I-.~ I

~ E r· en el primer casoI '
permiten concluir c.(Y1),

y en el segundo rC. ~ rt
trivialmente; en cualquier caso,

b) Sup6ngamos que ya se ha
\f)c. . b-••• ,J' I y pro emoslo para

.-t-

tres casos: i) ':P. es un axioma,
.-t

dedujo

c. c.probado para ~l'~l'
c.'S' ..-t

Se presentan

iii) .~, se
.-t

anteriores

ii) <fl. E r 0
.-t

por modus ponens de formulas
( = ~i -+ 'iJ..) del a s u c e s Lo n,

En los dos primeros casos se obtiene la
conclusion de manera idintica que en a). En el
tercer caso, como l,~ < J.., por hipotesis de in
duccion se tiene que c.(yl), ••• ,c.(Yn), rC.~ 1j'1
y que C. ( Y I) , .. .,c.(Ij Vl.), r c. ~ (Ifi -+' ~J..) c. •

Siendo (Pi -+ ~)c. igual a ~1-+ ~1,una
aplicacion de modus ponens nos permite obtener
C.~" con 10 cual queda demostrado el ~eorema .
.-t
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Veamos ahora la aplicacion mas importante
del resultado anterior:

TEORENA 2. Sea r U Lo I un conjunto de sentencias
y sea e(x) cualquier formula del lenguaje con X
como unica variable libre y tal que r I-re y
r I-pe; sir esc 0 n sis ten te , en ton ce s r u {p} tam
bifin esconsistente.

Demo e t rac io n , Si r U {p} no fuese consistente,
existiria una formula ~ tal que

r u {p} I-- f A (., 'f) ;

entonces existe una sentencia W tal que

por el corolario del teorema 1, re u {pel I-
(w "'-(Iw))e 0 sea que re u {pe}I-We.A (1 We) y
como rl--feU{pe}, e~tonces fI--We.A('(We)), con
trario a la hipotesis de consistencia de f.

Como se dij@ antes, este teorema permite
probarlaconsistencia de conjuntos de axiomas ca-
da vez mayor~s. Por ejemplo, K. Godel introdujo
en 1939 (ver [2]) la clase de conjuntos construi
bles, demostrando que ella puede describirse por
una condicion e(x) que cumple las exigencias he
chas en la teoria de la relativizacion. Probo
a dem a s que ZFI-ZFe U {ACe}, de 10 cual el teore
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rna 2 nos perrnite concluir que si ZF es consisten

te, t amb i e n 10 sera ZF U {AC}.

*
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