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RELATIVIZACION DE FORMULAS Y CONSISTENCIA

José M. Muiioz Q.

Resumen. E1 presente articulo tiene como fin mos
trar que el problema de la consistencia de una
sentencia, relativamente a la consistencia de
otro conjunto de sentencias, puede resolverse
en muchos casos mediante un procedimiento pura
mente sintdctico, aceptado universalmente, in-
dependiente de modelos e interpretaciones, y el
cual tiene lugar dentro de practicamente cual-
quier sistema de deduccidn formal de un cdlcu-
lo de predicados. Las ideas fundamentales des-
cansan en la propiedad de la preservacidn de la
deduccidn formal por la relativizacidn, cuya de
mostracidn, bastante técnica pero elemental, ha

sido desarrollada en detalle por el autor.

Supongamos dado un calculo de predicados de
primer orden para cuya teoria de deduccidn for-
mal, se ha tomado modus ponens (de p y p > q se

deduce ¢q) como Unica regla primativa de deduc-
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cidn, junto con la axiomatizacidn siguiente:

Un axioma del cdlculo de predicados es cualquier

formula Vxl sz...Vxne (incluyendo n = 0), en

donde 6 tiene una de las formas siguientes:

L. > (v > ¥

2. (> (b > p)) > ((®=>y) > (¥ > p))
3. (%> 1Y) > (¥ > ®)

b ¥x(F > p) > (Vx> Vxy)

3.7 Vx?(x,yl,...,ym) o f%t,gl,...,ym) siento £ 1i
bre en ?(I,yl,...,ym).

6. ¥Y> ¥x¥ si x no ocurre libre en ¥.

7. £t = £ siento £ un término cualquiera.

8. tl = 12 > (T(...Il...) > Y(...tz...)) siendo

tl libre en ?(...tl...), 12 libre en 9(...t2

.), y entendiéndose que T(...tz...) se ob-
tiene sustituyendo por tz en ?(...tl...) to-
das, algunas o ninguna de las ocurrencias de

tl en f(...tl...).

Se prueba que los axiomas 1, 2 y 3 junto

con modus ponens constituyen un sistema comple
to de deduccidon en el calculo proposicional; en
consecuencia, todas las tautologias son deduci-

bles (ver. p.ej. [l]).

También en el sistema propuesto son dedu-

cibles como reglas derivadas, entre otras, el
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teorema de la deduccidn (Si de I' y a se deduce
B , entonces de ' solamente se deduce o > B; la
siwbolizaremos si ',oaB, entonces T'(a »> RB)),
la prueba por contradiccidn (si I', 1la+B y T,
Tobk 1B, entonces 'a) y la regla de genera-
lizacidn universal (si FF—?’(X,]I,...,QH) y 5%
no ocurre libre en ninguna fdérmula de I', enton
ces THV¥x ?(x,yl,...,yn)). Se entiende que una
deduccidn formal de 00 con premisas en I es una
sucesidn finita 5&,? ,...,Th de formulas tal que
?n es & y toda fdérmula E& es un axioma 1dgico,

o una formula de I, o se deduce por modus ponens

de dos fdrmulas anteriores de la sucesidn.

Un conjunto de fdrmulas 2 es consistente
si no existe una fdrmula ¥ tal que EL—? y ZL—Wf
Es la propiedad méas deseable en un conjunto de
premisas, ya que de~no ser consistente, foda

féormula y su negacidn serian deducibles.

De los teoremasde completitud y validez
se obtiene como corolario que un conjunto A de
formulas es consistente si y s0lo si tiemne un
modelo, es decir, si y s0lo si existe una es-
tructura adecuada que verifique todas las for-
mulas de A. En muchos casos es realmente difi
cil comprobar que la estructura verifica las
fé6rmulas de A, sobre todo cuando €stas implican
que el modelo sea infinito. En tales circunstan

cias se acostumbra atacar el problema poco a
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poco: Si un subconjunto B de A es consistente y
Y « A-B, ;es BU {¥} consistente? Esta pregunta

equivaldria en términos de modelos a la siguien
te: Si existe un modelo para B, ;se puede cons-

truir (a partir de 1) un modelo de B U {¥}?

Cuando se trabaja en teoria de conjuntos,
las pruebas de consistencia utilizando modelos
son particularmente susceptibles de contener
errores, debido al uso inconsciente de propieda
des intuitivas de los conjuntos que manejamos,
propiedades posiblemente no deducibles de laspre
misas. En tales casos es mas conveniente (ycon
vincente) hallar una foérmula c¢(X) con una dnica
variable libre X que describa la clase o el con
junto que se desea (es decir, que dicha clase
esté formada por los objetos del universo que
verifican la condicidn ¢(x)) y usando dicha for
mula, dar una prueba puramente sintictica, sin

recurrir a modelos, significados ni interpreta

ciones.

A continuacidn, como lo sugiere Krivine en
[2], p.44, vamos a precisar esta idea y a demos

trar las propiedades en las cuales se fundamen-

ta.

Generalmente consideramos que fdormulas co-

mo ¥x¥(x) y 3x¥(x) expresan propiedades de todo

el universo; si queremos que las afirmaciones
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expresen propiedades de los objetos de una par-
te ¢ del universo, generalmente '"localizamos"
los cuantificadores: (¥x e ¢)(¥(x)), (Ax < ¢)
($(x)). Tales expresiones son abreviaciones de
¥x(x e ¢ > $(x)) y de Ix(x « ¢A¥(x)), respectiva
mente. La nelativizacién de una fdrmula es sim-
plemente una generalizacidon del concepto de lo-
calizacidn: Si ¢(x) es una fdrmula del lenguaje
con X como unica variable libre (que describe

la clase ¢), definimos inductivamente " ¥ relati

-

vizada a ¢(x)", notada ?C, asi:
a) Si ¥ es una férmula atdmica, $C es 1a misma ¥.
b) Si ¥ es (T Y), entonces ?c es 'W(wc) .

c) Las relativizaciones a ¢ de¥v vy, LAY, Y-+ 1y
Y+« Y son respectivamente fc vwc; Tcl\wc,
d) Si ¥ es ¥x¥(x), entonces YC es Vx(c(x)—*wc(x))

y en consecuencia, la relativizacidn a ¢ de

AxP(x) es Ix(e(x) A vE(0)).

Cuando la clase determinada por c¢(X) es un
conjunto ¢, ¢(x) < X € ¢ y la relativizacidn
corresponderia simplemente al caso de localiza-

cidn de cuantificadores.

LEMA 1. La relativizacidén de un axioma 16gico

de los tipos 1, 2 o 3, dados anteriormente, es
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nuevamente un axioma del mismo tipo.

Demostracibn. [$ > (y » 37)]c es ¢ > (v » 9, o
sea ¥¢ » (wc > ?c), que es del mismo tipo 1. Lo

mismo se tiene con los axiomas 2 y 3.

LEMA 2. La relativizacidn de un axioma 16gico de
los tipos 4, 6, 7 y 8 es un teorema deducible

sin premisas.
Demostracidn. a) Los axiomas de la forma 4,
V(@ > ) > ((¥x P) + (W)
tienen como relativizacion
Vx(e(x) > (¢ > ) > [Vx(e(x) > 9%
> ¥x(e () > ¥9].
Es conocido que
p>@->] >[p>a0 > (p~>V]
es una tautologia, luego
(e + (¢ > 9] > [0 > 9% > (0 ~ vH]

es deducible sin premisas y por la regla de ge

. e . aen
neralizacidon universal, también

Wico » 8¢ > 991 > [ +>¥% > o > y9]}
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es deducible sin premisas. Usando el mismo axio

ma 4 y modus ponens, se deduce sin premisas
Ve > (8 > ¥H] > ¥x[(c(0) > §9 > (e + vH]

y usando el axioma 4, modus ponens y también el

teorema de la deduccidn, deducimos sin premisas

Vx[e() » (§¢ > vH] > [x(e(0 + $9 > ¥x(e () » v
como se queria demostrar.

b) E1 axioma 6, ¥ > ¥Xx¥ si X no aparece libre en

- s 23 i Sm e
Y, tiene como relativizacidn ¥ > ¥x(c(x) = YCL
Veamos que ésta es deducible sin premisas; por

el axioma 1 se tiene
¥ s(e(x) > 99
y por el teorema de generalizacidon universal,
—¥x [9¢ » (s ¥4 .

Pero, como X no aparece libre en ¥, tampoco apa-
rece libre en ?c . Luego por una conocida propie
dad del cuantificador universal demostrable en el

sistema de axiomas dado,
9% > ¥x(e () > 99

¢) La relativizacidn de t = t es ella misma, por

ser una fdrmula atdmica.
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La relativizacidn de un axioma del tipo 8 es
24 c J
tl—-tz > (¥ (...tl...) S 4 (...Iz...))

que resulta ser un caso del mismo axioma, luego

es deducible sin premisas.

LEMA 3. Si £ no es ligada en Y(t,yl,...,yn) ni

en ¢(f), entonces

() - [Vx(e () > $E 0L Yoy ) > 5y 5000,

Lo anterior significa que la relativizacidn del
axioma 5 es deducible con la premisa c¢(%), lo
cual es natural, puesto que al trabajarse dentro
del sub-universo descrito por c(x), necesariamen

te el objeto £ debera pertenecer a dicho sub-uni

verso.

Demostracidén. Probar lo propuesto equivale, se-

gln el teorema de la deduccidn, a demostrar que

(D), ¥x(e( » $C0LY .oy DRy, ehy)

En efecto:
1. ¥x(e(x) - yc(x,yl,...,yn)) (premisa)
B TCICOIEE S CRRNR D IR (1 €T AT € NN

(Ax. 5)
3. o) Yc(t,yl,...,gn) (modus ponens aplicado a 1,2)
4. e(t) (premisa)
5. ’fc(t,yl, wow ,yn) :



Apuntes de Seminario 115

LEMA 4. Si ¥Y(X) es un axioma, entonces

- (¥x ¥ (x))°C.

Seglin lo visto en los tres lemas anteriores,
si ¥(x) es un axioma, ?c(x) es deducible sin pre
misas o a lo mas con premisa Cc(X), luego
c(x)k—?c(x) y por el teorema de la deduccidn
—(c(x) ~» Yc(x)) y como X no figura libre en las
premisas, podemos usar el teorema de generaliza-
cidn universal, obteniéndose I—¥x(c(x) - ?Q(x))

que es el resultado pedido.

Si I' es un conjunto de fdrmulas, designamos
por I'® al conjunto {YC |$ € T} de formulas de T

relativizadas a c¢(x).

TEOREMA 1. Supongamas que tanto las variables 1i
bres de las formulas de I' como las de p pertene-
cen al conjunto {yl,...,yn}; si T p, entonces

SCPN 2R L00 0, Per®

COROLARIO. Cuando tanto p como las fdrmulas de T
son sentencias (fdrmulas sin variables libres),

se tiene que
Si T'p, entonces FCF-pC.

Este resultado puede sintetizarse diciendo
que la nelativizacibn preserva la deduccibn fon-

mal .
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El corolario se obtiene inmediatamente del

teorema, de manera que probemos el teorema:

Sea Si’sb”"’?m una deduccidn de p (5 sea
?m = p) con premisas en I'. Demostremos por in-
duccidn que c(yl),...,c(yn), Fck-fi para £ = 1,

2, )y My

a) 91 es un axioma o SH € T; en el primer caso

los lemas anteriores permiten concluir c(yl),
C c

c(yz),...,c(yn)k—yl y en el segundo T F—??

trivialmente; en cualquier caso,

ey 53545 ety )y Te s

b) Supongamos que ya se ha probado para ?%,9;,
..,Yi_l y probémoslo para ?i. Se presentan
tres casos: 1) }k es un axioma, 1ii) 92 el o
iii) YL se dedujo por modus ponens de fdérmulas

anteriores Sk y 32 (= Sk > SQ) de la sucesion.

En los dos primeros casos se obtiene la
conclusidn de manera idéntica que en a). En el
tercer caso, como £,4 < {, por hipdtesis de in
duccidn se tiene que c(yl),...,c(yn), g M ?E

° e
y que C(yl),...,C(le), r '—(S)Z i 94:) .

¢ ¢ 4 c c
Siendo (fe‘* 2) igual a ?K > 91, una
aplicacidn de modus ponens nos permite obtener

?9, con lo cual queda demostrado el teorema.



Apuntes de Seminario 117

Veamos ahora la aplicacidn mas importante

del resultado anterior:

TEQREMA 2. Sea T U {p} un conjunto de sentencias
y sea ¢(x) cualquier fdrmula del lenguaje con X
como uUnica variable libre y tal que o T y

r L—p% si ' es consistente, entonces I' U {p} tam

bién es consistente.

Demostraciéon. Si T U {p} no fuese consistente,

existiria una formula ¥ tal que
TU{p} + ¥~ (T19);

entonces existe una sentencia Y tal que
TU{p}l Hya(y) ;

por el corolario del teorema 1, r°u{p ~
W AT P o sea que TCU {p% 9% A (145 y
como THT%U{p%}, entonces PF—WC/\( W(wc)), con

trario a la hipdtesis de consistencia de T.

Como se dijo antes, este teorema permite
probar laconsistencia de conjuntos de axiomas ca-
da vez mayoraes. Por ejemplo, K. Godel introdujo
en 1939 (ver [2]) la clase de conjuntos construil
bles, demostrando que ella puede describirse por
una condicidén c¢(x) que cumple las exigencias he
chas en la teoria de la relativizacidn. Probd

ademads que ZF-2F% U {AC®}, de 1o cual el teore
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ma 2 nos permite concluir que si ZF es consisten

te, también lo sera ZF U {AC}.
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