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CONSIDERACIONES TOPOLOGICAS
EN LA TEORIA DE REPLICACIONES DEL ADN'

Bayardo V.illegas V.

Resumen: Se exponen algunos argumentos de tipo to-
poldgico en contra de la conformacidn del ADN en
doble hélice; para fundamentarlos, se hace umna

breve exposicidn sobre la teoria del grado.

Introduccidon. En lo deferente al ADN, este arti-

culo se basa en un escrito de William F. Pohl y
George W. Roberts [3], en el que se critica la
teoria generalmente aceptada de Watson-Crick, en
la cual la molécula de ADN consta de dos ramas

complementarias enrolladas una alrededor de 1la

otra en una conformacidn de doble hélice; la mo
¥ Seminario presentado como requisito de la carrera de

Matemdticas, bajo la direccidn del Prof. David Mond,
del Departamento de Matemiticas y Estadistica de la Uni

versidad Nacional.
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lécula se replica por separacidn de sus ramas y
formacidn de la rama complementaria de cada una

para asi generar dos mol&culas hijas.

La directriz de este trabajo es la de inten
tar establecer un equilibrio entre el rigor ma-
temdtico y el desacuerdo aludido en el anterior
parrafo, de manera que el primero sirva para
fundamentar el segundo y no para convertir el

articulo en un tratado meramente matematico.

Ya que, como posteriormente se vera, el meo
llo de las criticas esta en la separacidn de las
ramas, es procedente ver un concepto matematico

intimamente ligado a ella: el grado de una apli-

-
caclion.

I. E1 grado de una aplicacidon suave y el nimero
de entrelazamiento de dos curvas cerradas.

Si Cl y CZ son dos curvas cerradas y orien
tadas, en el espacio R3, con Cln C2 = @, es po-
sible definir su nlmenro de entrelazamiento,
E(C]'Cz), que mide "cuantas veces gira la una

alrededor de la otra'".

E(CJ’CZ) se mide de la siguiente manera.
Primero, se escoge un punto de vista desde el
cual (si se cierra un ojo) las dos curvas apa-

recen como curvas planas suaves que se cruzan
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transversalmente. Para el propdsito de esta des
cripcidn, sera conveniente imaginar que el ojo
espﬁ por encima de las curvas mirando hacia aba
jo. Una vez escogida esta posicidn, se cuenta el
nimero de veces que C2 cruza por encima de Cl
seglin una regla que dice que si Cl cruza por de
bajo de C2 de derecha a izquierda (respecto a
la orientacidn de las dos curvas), el cruce va-
le +1, y si lo hace de izquierda a derecha, el
cruce vale -1: ahora bien, E(CI’CZ) es la suma
de estos valores. En la Figura 1 se muestran

ejemplos de este conteo.

% % QO

Cp € € E(C;,C) =1 E(C),C)) = E(C),Cpx=2

Figura 1

La manera que hemos descrito de calcular
E(CI’CZ) por observacidn es muy facil de usar.
Sin embargo tiene el defecto de no dejar en cla-
ro que si se eligiera otro punto de vista y se
hiciera el mismo conteo desde alli, el resulta-
do seria el mismo. Para probar que si lo es y de
ducir algunas propiedades de este niimero de en-
trelazamiento, es necesario dar una definicidn

mas intrinseca, que se hace por medio de la no-
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cidn del grado de una aplicacibn suave.

Si X y Y son dos variedades suaves, orien-
tadas, de la misma dimensidn, con X compacta,
el grado de una aplicacidn suave §:X+ Y es un
nimero entero que mide el nUmero de veces que
§ cubre efectivamente a Y . No basta simplemen
te contar el nimero de preimdgenes que tiene un
punto de Y, porque este niilmero varia segin el

punto en ¥ escogido (ver Figura 2). Es necesario

Figura 2

distinguir entre preimagenes '"negativas" y pre-
imagenes "positivas'", para obtener un niimero
que no varia. Con mira a ello veremos ciertos
conceptos y teoremas necesarios para la funda-
mentacidn del tema; perc, en concordancia con
la directriz del trabajo, para la demostracidn
de algunos de los segundos remitimos al lector
al escrito "Teoria del grado en variedades di-

ferenciables", de David Mond [2].
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DEFINICION. Sean X y Y variedades suaves y
§:X > Y una aplicacidn suave; y € Y es valon ne
gulan de § si para todo xezﬁ_l(y), dfx: T™xX~> TyY

es epimorfismo.

Nota. Esta nocidn comprende todo y € Y tal que

i) =0

DEFINICION. Si TxX y TyY son orientados y si

d§x:TxX » TyY es un isomorfismo, se define

1, si dfx preserva orientacidn
signo (dfx) =
-1, si df{x invierte orientacidn

DEFINICION. Sean X, Y variedades suaves, orien-
tadas, equidimensionales, con X compacta y UR
valor regular de la aplicacidn suave §:X = V.
Se define

grado(ﬂ;yo} = 26'1( )signo(dﬁx)
: e y

TEOREMA 1. Dados X,Y, f§ ¥y Yy, que satisfacen la
anterior definicidn y ¢, tambi&n valor regular
de §, si Y es conexa, entonces grado(f;y_ ) =

grado (6;yl).

Este teorema permite hablar del grado de f{,
notado grado (§), sin necesidad de especificar
el valor regular escogido, pues garantiza su in-

dependencia de &1.
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TEOREMA 2. Si § es homotdpica a g, entonces
grado(§) = grado(g).

Sean ahora Cl y C2 dos curvas cerradas y
orientadas en'm3, con Cln C2 = . Definimos una

aplicacidn

por

1-3

el ) = HETIT

Orientamos Clxc2 con la orientacidn produc
to, y damos a S° la orientacidn usual. Entonces,
no es dificil ver que el grado de fLa apficacibn
e es igual al nlmero de entrelazamiento E(C,,C)).
En efecto, el valor regular de € en S yo, cu-
yas preimagenes en Cl><C2 se cuentan para obtener
el grado de ¢, corresponden al punto de vista
que se elige para luego contar las veces que C2
cruza por "encima" de Cl; y cada cruce de estos
es una preimagen de /e NGtese que entonces el
Teorema 1 garantiza que el conteo que se hace
para medir E(Cl,Cz) arroja un resultado que es

independiente del punto de vista escogido.

TEOREMA 3. Sean CI’CZ dos curvas suaves, cerra-

3 m}

3
das, orientadas y disyuntas en R y H:R
un difeomorfismo. Si Ci' = H(Ci) con la orien-

tacidon heredada de Cf, entonces
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E(CI’CZ) si H preserva orientacidn
E(C',Cé) =

_E(CI’CZ) si H invierte orientacidn.
TEOREMA 4. Sean ﬁ:S'+C1 o RB, g:8" » C, = R’ di
feomorfismos que preservan orientacidn, vy,
be:S' > R y gt:S' > R familias de curvas con
Cie™® §2E5%), g o= g4(5Y), s (SR Y el
Si para cada £, ét y ¢ son difeomorfismos sobre
sus imagenes y 6t(5')ﬂ g4(S*) = @ , entonces
E(Clt’czi) = E(CL’CZ)'

QI(U)_ﬂt(U)
Demostracidn. Si Qt(u-u)=”gt(u) f+ ()]
0t

entonces €, es homotdpica a e (= 20) y por tan-
to, por la invarianza bajo homotopia del grado
de una aplicacidén (Teorema 2), grado (ey) = gra

do(e).

Nota. Por el anterior teorema, E(CI‘CZ) es Lnva-

rniante bajo deformaciones coniinuas.

DEFINICION. Cl y CZ estan desentrelazadas si es
posible deformarlas continuamente, sin que en
ninglin momento de la deformacibn se intersecten,
hasta situarlas en lados opuestos de un plano

(es decir, separarlas).

TEOREMA 5. Si CI’CZ estan situadas en lados

opuestos de un plano, entonces E(Cl,Cz) = 0.
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Demostracidn. Sean m un plano en cuyos lados opues
tos estdn Cy y CZ’ v un vector unitario en T vy
e:Clxcz 24 S2 como se ha definido anteriormente.
Ya que todo vector de Cl hacia C2 ha de atrave-
sar w, para v (que pertenece a Sz), e—l(u) = 0.
Luego, por definiciones, v es valor regular de

¢ y grado (e3v) = 0. Como el grado de una apli-
cacidon es independiente del valor regular esco-

gido (Teorema 1), grado(e) = 0. En definitiva,

E(CI’CZ) = 0 (Ver Figura 3).

Figura 3

Nota. De los dos teoremas inmediatamente anterio
res se tiene que si E(CI’CZ) # 0, entonces C1 y

C2 no pueden separarnse (se sobreentiende que

la separacidn no se puede llevar a cabo mediante
deformaciones continuas). La reciproca no es cier

ta; es decir, si E(CI'CZ) = 0, entonces no nece
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sariamente es el caso que Cl y C2 puedan separar
se. Por otra parte, podria parecer que si Cl y
C2 son los lados opuestos de una cinta y
E(Cl,Cz) = 0, entonces pueden separarse. Pero
como lo muestra la Figura 4 ni siquiera esto es
cierto. Sin embargo, parece ser cierto (y no he
mos encontrado un contraejemplo) que si Cl y C2
son los lados opuestos de una cinta y ademds C1
no esta anudada, entonces pueden separarse si

E(CI’CZ) = 0.

Esperamos que la regla dada para calcular a
ojo el nimero de entrelazamiento de dos curvas
y el resumen de la teoria del grado de una apli-
cacidn expuesta en esta seccidn haga que el con
cepto sea intelegible y aplicable para un no-ma-

tematico.

64—1\

Figura 4

</
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1I. Criticas a 1a teoria Watson-Crick.

En la teoria de Watson-Crick, desde un prin
cipio se notd que la conformacidn de doble héli-
ce parece oponerse a la separacidon de las ramas.
Pues si &stas se hallan enrolladas una alrededor
de la otra, es dificil para ellas separarse, maxi
me si la mol&cula de ADN, como es de comiin ocu-
rrencia, es extremadamente larga y aln circular.
En este Ultimo caso hay de hecho un obstaculo to
poldgico para su separacidén. En el interin, se de
mostrd experimentalmente que las ramas en efecto
se separan y se aislaron varias proteinas que pa
recian operar para la separacidén de las ramas,
En base a ello una teoria de separacidon se ided
segiin 1a cual "proteinas destorsionantes'" sepa-

w(1)

ran las ramas y una encima "pivotasa hace ro
turas de rama-sencilla, permitiendo a la molécu-
la rotar alrededor de los puentes covalentes in-
tactos de la otra rama, y luego repara las rotu-

ras (1,10).

Siguiendo a Pohl y Roberts y apoyado en los
argumentos topoldgicos de la anterior seccidn,
se demostrar3d en ésta que tal teoria no resuelve

la paradoja. Se dardn aclaraciones y generaliza

(1) Traduccidn del autor d=1 término "swivelase", co-
rriente en la literutura en inglés.
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ciones y se establecerda el problema del alinea-

miento, que debe ser resuelto en cualquier teo-
ria de replicacidn del ADN. Luego se examinarin
las varias soluciones concebibles asumiendo que

el ADN es de doble hélice.

Replicaci6n del cromosoma bacterial y
el problema del alineamiento.

Con el fin de entender el problema del.ali—
neamiento en una situacidn concreta, considere-
mos los procesos de separacidn y replicacidn de
una molécula grande circular de ADN, tal como
el cromosoma de E. Coli. Asumamos que aquella
es de doble hélice Watson-Crick y que estid so-

bre un plano, como se representa en la Figura 5(a).
AN
J%

(b)
L4l

Figura & ()

En ella las lineas curvas representan ADN de do
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doble ramal. Los complejos "separacidn-replica-
- - " - -

cidn" se representan por rectangulos y contienen

proteinas destorsionantes y cualesquiera otros

constituyentes nombrados como la pivotasa.

Supongamos que los complejos de separacidn-
replicacidn avanzan alrededor de la mol&cula en
las direcciones indicadas, hasta que ellos se en
cuentran, momento en que se rompen y desaparecen.
Si ellos, al avanzar, permanecen paralelos alpla
no, finalizamos con dos moléculas circulares de
doble ramal desentrelazadas, como en la Fig.5b.
Pero, si se ladean respecto al plano, es decir,
si rotan alrededor del eje de la doble hé@lice,
como se indica mediante la flecha circular, al
final tenemos dos molé&culas de doble ramal entre

lazadas, como se muestra en la Fig.5c .

Ahora, para pintar un cuadro mas real de la si
tuacidn, imaginemos que la molécula se dobla vy
enrolla (y ain su eje tambi&n puede hacerlo) en
el cromosoma, cosa que ocurre a menudo. Para te-
ner posibilidad de separar las ramas, segiin la
iltima nota de la seccidn anterior, habria que
llevarlas a un estado de nimero de entralaza-
miento cero, pero este es un invariante homotd-
pico, ¢s decir, es invariante bajo cualquier de
formacidn continua tal que una curva-rama no pa

se a través de la otra. Entonces el complejo de
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. - - - - - ™
separacion-replicacidon habria de realizar una de

las siguientes cosas (o combinaciones de ellas):

¥. Hacer una sola rotura en una de lasg ramas, de
vanar un extremo de corte o ambos alrededor de

la otra y luego unir los extvemos de corte (ob-
sérvese que ¢l proceso puede asumirse simultiineo

en ambas ramas);

2i. por ‘ada dos sobrecruzamientos sucresivos ha-
c ey una: rioturnide rama-sencilla, givrar los ext
mos de worte sobrie: los puentes covalentoes int:
tos: el etral ramar w dmepo reparatr-dla rotura.

En contra de la opcidon 1 puede decirse que,
siendo el complejo de separaciiOn-replicacidén un
obfete pequeno fgrente a {a moebleula entera, €1
no tiene manera de detectar la geometria global
de ella. Dicho de otra manera, el complejo sabe
lo que debe desenrollar localuente pero no cufn-
to,ﬁara que las moléculas hijas queden separad.
Redundando: £a accifn de La encima es Cocal, moen
thas que el ndmero de entrelazamiente es wna puu
piedad altamente global. Andlogo argumento pue-
de oponerse a la opcidn 2: el complejo pucde sa-

ber que en los sitios de rotura debe girar los

extremos de corte, pero no en qnﬁ sentido.

En este punto vale la pena anotar algunos ni
meros: el cromosoms bacterial, si es de dohle LE-

lice, tiene dos ramas cerradas com nimero de en
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trelazamiento alrededor de 300.000 y se replica
en 20 minutos (bajo circumstancias favorables).
Entonces, asumiendo ahora que la replicacidn es
bidireccional, (como se indica en la Fig. 5 a), re
sulta que 7.500 vueltas son sacadas por minuto a
cada bifurcacidn replicante. Este es un aspecto

dudoso de la teoria de la doble hélice.

Por otra parte, la molécula de ADN de doble
hélice tiene una simetria local helicoidal. Si 1la
rotamos aproximadamente 36° alrededor de su eje
y la trasladamos mads o menos 3.4 Aaio largo de €1,
enviamos la estructura en si misma; ella no tiene
ninglGn "lado preferido". No bastard decir que
el complejo s6lo tiene que contar vueltas, ya que
la noeibn de vuelta no tieme ningln significado
geométnico o fisico preciso s{ al eje central se
Le permite doblanse y enrollarse.

Habiendo explorado el problema del alinea-
miento en una situacidn concreta, estamos prepa-
rados para formularlo en general: ;culdl es el prin
cipio de control del complejo de replicacibn que
coloca Las moléculas hijas de manera que elflas

estén desentrelazadas?

Examinemos enseguida las soluciones concebi
das al problema, asumiendo que la mol&cula de ADN

es de doble hélice y considerando otra vez el cro

mosoma bacterial.
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1) Puede aducirse que no hay tal problema. Cuan-
do las moléculas estdn entrelazadas *al final del
proceso de replicacidn, una catenasa, hace y re-
para las roturas de doble ramal necesarias para
separarlas. Esto nos regresa al problema anterior
mente anotado: la encima tendria que saber cdmo
desarrollar las operaciones, pero ello estd de-
terminado por la situacidn topoldgica global que

14 encima no puede sentir.

2) Ya que el complejo de separacidn-replicacidn
fuede sblo sentir la situacidn local, tal vez sea
que el estado topoldgico global se refleje en al
guna forma precisa, en la estructura local. En
términos de la estructura de la mol&cula en si
misma, omitiendo la secuencia de parejas de ba-
ses, la Ginicaposibilidad es un lado preferido deter
minado por la posic}ﬁn respecto al eje de cierta
pareja de bases que se detecta por conteo de la
Una a la siguiente. Una tal organizacidn de la
tiolécula seria concebiblemente casi simple; asi,
por ejemplo, el complejo puede alinearse por si
mismo fijdndose siempre en la misma forma, sobre
todo, digamos, décima pareja de bases. El comple
jo entonces tendria que tener una enumerasa para
hacer el conteo. Si la organizacidn fuese mas
complicada, por ejemplo, si el complejo alterna
se sus posiciones relativas de fijamiento, una

encima més complicada, una aritmetasa, podria ne
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cesitarse. Un tal proceso parece bastante senci-
11lo en principio: sin embargo, la teoria no tie-
ne sentido a menos que explique c¢dmo la organiza
cion de alineamiento de la molécula es heredada

por las moléculas hijas, pues si no lo fuese, no

habria moléculas nietas.

Aquil podemos anadir que la g{iasa, una enci
ma que desportilla y enrolla la mol&cula, tendria
que excluirse, a menos que sea una GLAo-ecnumera-
$a que pueda llevar la cuenta del nimero de vuel
tas que introduce, pues si no, tal encima destrui

ria la organizacidon de alineamiento.

3) Tal vez la situacidn topoldgica global se re-

fleje localmente gracias a alguna estructura fue

ra de la molécula, mediante proteinas asociadas

que formen un reticulo o una estructura cristali
’ 2 :

na, de modo que el complejo separacion-replica-

citn se deslice como sobre una senda. Algunos es

tudios indican que é€ste no es el caso [7,8].

4) Es concebible que el complejo de replicacidn
est® rigidamente sujeto a la pared celular y que
la wol@cula sea halada a través de ella, o gque
las ramas sean haladas aparte y enrolladas dentro
mediante alglin determinado mecanismo. Pero 1lo se
pundo exigiria la cooperacidn de procesos a cier
ta distancia uno del otro. Ademi tmbas posibili

dades requeririan acortamiento de lazos indivi-
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duales, 1o que seguramente conduciria a enmara-

namiento.
-

5) Puede argumentarse que aunque la molécula sea
de doble hélice, las ramas estén efectivamente
desentrelazadas. Esto puede ocurrir por una alter
nacidn a lo largo de la molécula de largas seccio
nes (de hélices) dextrorsas y sinistrorsas. Si lo
anterior es posible geométricamente es un intere-
sante problema no resuelto, y si ello fuera asi
implicaria un apretado empaquetamiento de la mo-
lécula y seria necesario un mecanismo de replica-
¢cidn muy complicado, que pase la propiedad "desen

trelazadas”™ a la progenie.

Estamos ahora listos para formular nuestra
objecidén a la teoria de la doble hélice en una
forma precisa y breve. Cuando un cromosoma bacte-
rial se replica, seiproducen dos curvas cerradas
que tienen una precisa relacidn topoldgica: ellas
estdn desentralazadas. Puede decirse, por tanto,
que representan informacidn topoldgica. Ella pro
viene de la informacidn de la posicidn relativa
de las moléculas hijas al dejar ellas el complejo
de replicaciton. Esta informacidn no puede apare
cer de la nada; debe provenir de la mol&cula, del
complejo de replicacidn o de algo fuera de ambos.
Asumiendo que la mol&cula es de doble hélice,
hemos rechazado la primera posibilidad en 2) y
5); 1la aibunda, en 4) y, la tercera, en 3). De
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ahi que el cromosoma bacterial no es de doble hé
Lice (!)
»
Los argumentos acad expuestos se aplican pri

mariamente a grandes mol&culas circulares, pero

pueden adaptarse y aplicarse a mol@culas lineales.

I11. Alternativas a 1a conformacion de doble hélice.

En esta seccidn queremos ser consecuentes con

el aforismo "si no se es parte de la solucidn, se

lo es del problema".

El principal candidato en el momento es la
conformacidn lado-a-lado ideada, por separado,
por Rodley et al. [5] y Sasisekharan et al. [6],
quienes han construido modelos y hecho muchas
medidasy calculos. De acuerdo con ellos, tal con
formacidn es compatible con los datos de difrac-
cidn de rayos X y conocidos requisitos estereo-
quimicos. Tiene ramas desentrelazadas y enton-
ces en €1 puede relevarse a la pivotasa de la
ardua faena de hacer muchas muescas y repararlas

ripidamente y sin ningin error.

AdemAs, un grupo suizo [9] ha preparado in
vitro un ADN que no es de doble hé&lice; y lapri
mera alta resolucidn por difraccidn de rayos X
sobre muestra de ADN cristalizado, indica que
no es de doble hélice y, de hecho, muy diferen

te del modelo Watson Crick.
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Conclusibn.

El autor es consciente de que, aparte de los
argumentos aca expuestos en contra de la conforma
ciéh de doble hélice Watson-Crick, los hay tam-
bién a su favor. La solucidn al impasse dependera
de un futuro trabajo, en el cual es de esperar una
fructifera interaccidn de la Biologia Moleculary
la Matemdtica (particularmente en sus ramas Geome

tria Diferencial y Topologia).

*
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