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Sabemos ya que si se aprovecha el orden
s,

del cuerpo ffi", se Ie puede dotar de una topo-
10 gia de orden cr, similar a la topologi a usual
de lR.

El objetivo es ahora definir una nueva
s,

topologia para ffi", menos fina que la topolo-
gia de orden .

.DEFINICION. Sed A s ffi~",
A es un m~~~o-a.b~e~to,
se tiene que a ~ A.

y 1 E A. Decimos que
( 1 )

Sl para todo a ~ T ,

(1) 0::: 1 s ign i t ic.s :
a es int init.-1mente proximc '1 T.
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La coLe ccLo n IS de todos los m i cr-oe ab Le r-t cs
)'e

es una topologla para F . En efecto:

(i) Evidentemente, P y m* son micro-abiertos.

(ii) La interseccion de dos micro-abiertos es
un micro-abierto.

Si A y B son micro-abiertos y T e: A n B,

entonces para a ~ T, se tiene que a ~ A, pues
T e: A, y a e: B, pues T e: B, luego aE:.A n B.

(iii) La union cualquiera de micro-abiertos es
un micro-abierto.

Si {AA}AEA es una famiLia de micro-abier-
tos y T ~ U A" entonces T ~ A A para a Lg unA~A /\A ~ A, por 10 tanto, si a ~ T entonces a ~ AA

•
para algun A e: A; en tal caso,

·'eEjempZo: E(a) = {T e: R' IT ~ a} es micro-abier
to, En efecto, si T e: E(a) entonces T ~ a,
luego para cualquier a ~ T, se cumple que
a ~ a, es decir a e: E(a).

En particular, el conjunto E(O) de todos
los numeros infinitesimales es un micro-abier
to.

EjempZo: N'ingIin intervalo no e est anda r- es rni cro-
abierto.
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Consideremos un intervalo no-estandar
abierto (a,B) y veamos que no es micro-abier
to. (Para los dem~s tipos de intervalos se
hace de manera similar).

(i) Si a * B y £ es un infinitesimal positivo,
entonces a+£ e: (a,B) y a :::a+£, peroa ¢(a,S).

(ii) Si a ~ B, ~(a+B) e: (a,B) y a :::~(a+B),
pero a 1= (a, B) .

PROPOSICION. f(a) es el minima micro-abierto
que contiene a a, es decir {f(a)} es un ~i~-
tema tundamentaf de vecindade~ de a.

Si A es un micro-abierto que contiene aa
y Te: f(a), entonces T::: a e:A, luego TEA;

por 10 tanto fCa) s A.

Observese que f(a) = feB) si a ~ B y que
f(a) nfCB) = 0 si a 1: B.

PROPOSICION. A es micro-abierto si y solo si
A = U f(a).

a€A

Demostpaeion. Una implicacion es evidente, pues
f(a) es micro-abierto para todo a e: A y la
union cualquiera de micro-abiertos es un micro-
abierto.
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Si A = ~.
Supongamos que
que a e:: E(a) S

A puede expresarse como U~E(a).
a~l'IA ~ ~ y tomemos a ~ A. Puesto

U E(a). se concluye que
ae:A

A c: U E(a)
a EA

(1)

Si ~ E U E(a), entonces ~ ~ E(a) para algun
ae:Aa E A, luego T ~ a para algun a E A. Como A es

micro-abierto, TEA. Por 10 tanto:

U E(a) c: A.
(tEA

( 2 )

De (1) y (2) se concluye 10 deseado.

La proposicion anterior nos dice que la
coleccion e = {E(a)/a E lli*} es una ba~e para
la micro-topologla ~.

TEOR8NA. Si A es micro-abierto, A puede escri-
birse como uni6n di~Y,JJ.n:ta d~ elementos de 'E.
Demostpaeion. Segun la proposicion anterior,
A = U E(a), veamos que esta union se puede haaf8.A
cer disyunta.

En A definimos la siguiente relacion de
equivalencia:
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Para cada clase [T] L A/~, elegimos un re
presentante de dicha clase, digamos T, y llama
mos K al conjunto de todos estos representan-
tes. Entonces:

En efecto; para a ~ A se tiene que a ~ K, 0
a ::: T ~ K. Ene ua1qui ere as 0, a ~ U E (T ), por

Te:K10 tanto,

A S U E(T). (1)
Te:K

Si a ~ UKE(T), ent onces a::: T para algunTEK,
T~

Pero K c A, luego T ~ A.

Como A es micro-abierto, ae:A. En tal ca-
so

U E(T) C A.
T~K

De (1) y (2) se tiene que A =U E(T). Esta
T~K

union es evidentemente disyunta.

( 2 )

PROPOSICION. Si A es micro-abierto, entonces
A es abierto (es decir, A ~ ff = topologla de
orden) .

para todo a. ~

Puesto que E(a.) = ~ (a.-E,a.+£)£-0
A; es dec irE (o ) seE:>~uedee xpr~

Demost1!"aci6n.

sa reo m0 u n i f. f' de i n t e r val 0 S a b i e r t 0 s, par a

todo a. E A; entonces E(a.) es un abierto de ~



apuntes de seminario

para todo a E A. Como A = a~Af(a), se concluye
que A es un abierto de ~.

Hemos probado que la micro-topolog1a ~ es
m~no~ n~na que la topolog1a de orden ~.

PROPOSICION. Sea S S ~*, si a ~ S (la adheren-
cia de S segun la topologla de orden) entonces
existe T ~ S tal que T ~ o.

Demo e trac i.on , Puesto que E(o) Ei: cr, se tiene que
E(o) ns t- 0, luego existe T E:: S tal que T ::: o .

-.'1
COROLARIO. Sea S s: ~ . Si existe Sup S (6 Inf S)

entonces existe T e: S tal que T ::; Sup S (6 T :::

Inf S respectivamente.)

Demoetirao i.tm .. Sup S, Inf S pertenecen a S (se-
gun la topolog1a de orden).

Al igual que en la topolog1a de orden &,
en la micro-topolog1a~, el conjunto de nume-
ros no infinitesimales, ~*-f(O) es tambien m~
cro-abierto, ya que Sl 0 :::T ~ f(O), entonces
T ;f; 0, luego 0 :I: 0, es decir, 0 ~ f(O). Esto
quiere decir que el conjunto f(O) de numeros
infinitesimales es m~Q~o-ab~~~to y m~Q~o-Q~~
do (Deompl~mento de un micro-abierto). M&s g~
neralmente:

PROPOSICION. El complemento de todo miLro-abier
~~ es micro-abierto.



apuntes de seminario 163

Dem08~raci6n. Sea A un micro-abierto y tomemos
T e=Ac. Si a ~ T entonces a¢A, pues en caso
contrario, T £ A, ya que A es micro-abierto.
Luego AC es micro-abierto.

La proposicion anterior nos dice que ~odo
mic~o-abie~~o es mic~o-ce~~ado.

Ejemplos. 1) El conjunto I de los numeros infi
nitos de W* es micro-abierto. El conjunto F de
numeros finitos de F* es micro-abierto.

~':
2) F no es micro-abierto en F por 10 tanto
tampoco es micro-cerrado.

Todos los puntas de W son puntos aislados
~t~ todo E(x)nw { x l .en W ya que para X e= W, =,

Observese que el derivado de W, notado V(JR)

esta constituldo por todos los numeros no-es-
tandar que no son reales ni infinitos; es de-
cir:

V (W) = W 1: - (W U I) ;
~': es finito y no es real, entonya que si a e::F

ces (E(cd-{cx})nW t- 0, pues Esta t-ay Esta e=

E ( a ) n ffi. La adher encia de.JR, que not am0 s ffi, se
ra entonces:

]} U V (]In lR ~': 1.

E(a) = E(8).
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Si a t 8 entonces ~ = E(a) U (a,S) U E(8) =

[a,8J .

4) Ningun conjunto unitario es micro-cerrado.
,,, ""T"7."TSi a E:lR , t o r = E(a), V({a}) = E(a) - {a}.

,;':Ningun conjunto finito de F es miero-ce-
rrado.

Veamos ahora que axioma de ~epa~aei6n sa-
,;':tis£aee ~ con la miero-topologla ~.

,;':
a) ~ no es T . es deeir, no es eierto que da-

0' ~
dos dos punt os distintos To,T1 ~~", exista un
micro-abierto A que eontenga a uno de los pun-
tos, perc no al otro. En efeeto, si To # T1,
perc To ~ T1, cualquier miero-abierto que eon-
terigaa uno de los puntos, neeesariamente eon-
tiene al otro.

1:
b) Al no ser T ,~ no cumple ningun axioma de

o )';
separaeion, es decir, ~ no es T1 ni T2 (Haus-
dorff) .

.'.
c) ~n no puede ser obviamente, T3 ni T4 pues
no es T . sin embargo nos proparciana un mag-

a '
nifieo ejemplo de un espaeia regular que no es
T

3
= (regular y T

1
): Ser "regular" signifiea

que dados un micra-cerrada F y un punta p ¢ F,
existen miero-abiertas G y H disyuntos, tales
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Si F es un micro-cerrado
basta tomar G = F y H = FC•

'#':
deJR YP1=F,

d) JR* es normal y no es T4 = (normal y T1).

En efecto, dados dos micro-cerrados disyuntos

H tales que F1 ~ G y F2 ~H. Basta to
C

F1, H = Fl'

PROPOSICION. :ffi ~':

F1 Y F2
tos G y
mar G =

.-.
de :ffin, existenmicro-abiertos disyun-

no es conexo.

Demoetirac ion , JRoJ: = (E ( 0 ) ) U (:R ~': - E ( 0 ) ) •

COROLARIO. Ningun intervalo no-estandar de lon
gitud no infinitesimal es conexo.

Ejemplo: :ffi no es conexo.

:ffi = (:ffi n E ( 0 ) ) U (:ffi n [JR~-:- E ( 0 ) ] ) .

'#':
o tam b ien: JR ~ E ( 0) U (JR - E(O)).

.'.
DEFINICION. A SJR" es micro-compacto, Sl de to

. b ' , + (1) dAddo m~c~o-~ecu ~~m~en~o e, se pue e ex-
traer uno finito.

PROPOSICION. A es micr0-com~dcto si y s610 si
m

A c U [Cook)'
R = 1

( I) Micro-re,'uhr irn1 pr,r "11' I") " !t'<': i I "cubr-irnient c por
micro-abiertos".
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Demostraci6n: ~) Si A es compacto, puesto que
{E(u)!u £ A} es un micro-recubrimiento de A,
podemos extraer un micro-recubrimient~ finito

{E(uk)/ukfi: At k = 1,2''''tm} de A.
m

~) Supongamos que A £; U E(ut.) y sea {G;iie:I}
k=l r<. "'-

un micro-recubrimiento de A. Si J = {kIE(Uk)
n A 1 0}, entonces A S k~JE(uk) y para cada

k E J existe a e: A tal que a E E(uk). C9mo
{Gili E I} "micro-recubre" a A, existe
i E I tal que a E G,£. Pero E(uk) (= E(a» es
el minimo micro-abierto que contiene a a, por
10 tanto E(Uk) ~ Gi. Luego, para cada k e: J,
podemos escoger un Gik tal que E(uk) S Gik .
En tal caso:

AS U E(ut.) s: U «..
kEJ r<. k£J..(./<'

Como J es finito (#J ~ m) se concluye que A es
micro-compacto.

Eiemplo: Cualquier intervalo no-estandar de
10ngitud infinitesimal es micro-compacto en ~~

Ningun intervalo cerrado de longitud no
'*infinitesimal es micro-compacto en ffi .

,'c ,;':
DEFINICION. Sea 6: ~ ~ ~ . Decimos que 6 es

B 'if. B' l'"'micro-continua en -= ffi " 31 T::: a m p .i ca
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Ej emp l:o , Sea r si T
~ 0

6(T ) = (i/£oh si 0 ~ T ~ c0
1 si T ~ £0

donde c > 0 Y £ :::O. (Fig.i)o 0

s,
-------f---L---- IR"

o £0
Figura 1

o ::: £0 pero 6(0) = 0 * 1 = 6(£0); por 10 tanto
6 no es micro-continua. Observese que 6 es can
tinua con 1a topo10g1a de orden.

9
1

lR
o

Figura 2

Ejemplo: Sea
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s i 1 t 0

s i 1 :::;0 (Fig.2)

Para a::: 0, si 1:::; a entonces 1:::; 0, luego g(l) = 0 = g(a).
Para a:t 0; si 1:::: a entonces It 0, 1uego g(T) = 1 = g(a).'

POI' 10 tanto, 9 es micro-continua.
9 tambien es continua con 1a topo10g1a de or-
den.

PROPOSICION. es micro-continua Sl Y
solo si la imagen inversa de cualquier subcon-

.-.
junto micro-abierto de m~ es micro-abierto.

Demostraei6n. ==?) Sea B un micro-abierto de 1R~':
Y tomemos 1 e:: 6-1(B), entonces 6(T) E: B y como
6 es micro-continua,
6(0) :::: 6(T) e::: B. POI'

-1tal caso 0 e::: 6 (B).

abierto.

para 0 :::: T se tiene que
10 tanto, 6(0) E: B. En

-1Luego, 6 (B) es un micro

~) Supongamos que 6-1( B) es micro-abierto pa-
,,-,':ra todo B micro-abierto de ffi

Sea 0 ~ 1 Y vedmos ue n(o) ~ 6(1).
Puesto que E( 6(T») es micro-abiertc, entonces
6-1(E(6(1») es m i cr-oc aL i er t o . Ad emas , 1e:::6-1

( E ( 6 ( 1) » y:l :j II f.: 6 ( I ) E- E ( 6 ( [ ) I; 1 cJ e 1.-' l (J E 6 - I

(E(6(T»), entnnces n(j) E E(6(1)). POI' 10 tan
to, 6(0) :::: 6(1).
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