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MICRO-TOPOLOGIA DE R* (PARTE I)

Ignacio Mantitla - Yu Takeuchi

Sabemos ya que si se aprovecha el orden
del cuerpo R“, se le puede dotar de una topo-
logia de orden ¢, similar a la topologia usual

de IR.

El objetivo es ahora definir una nueva
topologia para R“, menos fina que la topolo-

gia de orden.

DEPINICION. Sea Ac R', y T = A. Decimos que
(1)
. (D)

A es un micro-abiento, si para todo 0 *

se tiene que 0 & A.

(1) o = T signitica:
0 es intinitamente proxime a T.
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La coleccidn B de todos los micro-abiertos

E
es una topologia para R . En efecto:

. . ¥ i N
(i) Evidentemente, ¥ y R" son micro-abiertos.

(ii) La interseccidn de dos micro-abiertos es

un micro-abierto.

Si A y B son micro-abiertos y T AMNB,
entonces para 0 ~ T, se tiene que 0 € A, pues

TE A, y 0o € B, pues T € B, luego oA B.

(iii) La unidn cualquiera de micro-abiertos es

un micro-abierto.

Si {Ax}xeA es una familia de micro-abier-
tos y T« AQAAA’ entonces T & Ay para algfln
A€ A, por lo tanto, si 0 ® T entonces 0 € AA

para algtn A € A; en tal caso, o« |} AX'
. Aeh

# . .
Ejemplo: E(a) = {1 € R"/t = o} es micro-abier
to. En efecto, si T € E(a) entonces T % 0,
luego para cualquier 0 = T, se cumple que

0 * a, es decir 0 « E(a).

En particular, el conjunto E(0) de todos

los nfimeros infinitesimales es un micro-abier
to.
Ejemplo: Ningln intervalo no-estdndar es micro-

abierto.
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Consideremos un intervalo no-est&ndar
abierto (a,B) y veamos que no es micro-abier
to. (Para los demads tipos de intervalos se

hace de manera similar).

(i) Si o # By € es un infinitesimal positivo,

entonces a+e « (a,B) y o = a+e, peroo & (a,B).

(ii) Si a = B, %(a+B) = (a,B) vy a = %(a+B),

pero o & (a,B).

PROPOSICION. E(a) es el mind{mo micro-abierto
que contiene a o, es decir {E(a)} es un 344~

tema fundamental de vecindades de o.

Si A es un micro-abierto que contiene aa
y T € E(a), entonces T * o € A, luego T € A;

por lo tanto E(a) < A.

Obsérvese que E(a) = E(B) si a = B y que
E(a) NE(B) = ¢ si a £ B.

PROPOSICION. A es micro-abierto si y sdlo si
Aoz E(a).
agA

Demostracién. Una implicacidn es evidente, pues
E(a) es micro-abierto para todo a € Ay 1la

unidn cualquiera de micro-abiertos es un micro-

abierto.

veamoes La T amp oL L



160 apuntes de seminario

S8i A = g, A puede expresarse como aU¢E(a)'
e
Supongamos que A # #§ y tomemos a € A, Puesto

que a & E(a) & | E(a), se concluye gue
aeA

Acs | E(w) (1)
aesA

Si tTe 0‘UAE(Ot), entonces T € E(a) para algln
[~
a €A, luego T ® o para algln o = A. Como A es

micro-abierto, T & A. Por lo tanto:

UAE(a) c A. (2)
a s

De (1) y (2) se concluve lo deseado.

La proposicidn anterior nos dice que la
coleccidn E = {E(a)/o = R*} es una base para

la micro-topologia ®.

TEOREMA. Si A es micro-abierto, A puede escri-
birse como undifn disyunta de elementos de &,

Demostracidn. Seglin la proposicidn anterior,

A = aUAE(a), veamos que esta unidn se puede ha
&

cer disyunta.

En A definimos la siguiente relacidn de

equivalencia:

T1 ~ 12 si y sdlo si1 Tl ~ T2.
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Para cada clase [T] e A/, elegimos un re
presentante de dicha clase, digamos T, y llama
mos K al conjunto de todos estos representan-
tes. Entonces:

A= U E(D.
tek
En efecto; para 0 € A se tiene que 0 = K, &
0 * Te K. En cualquier caso, O e:TQKE(T), por

lo tanto,
Ac || E(r). (1)
TeK
Si 0 UKE(T), entonces 0 ® T para alghn teK,

Te
Pero K = A, luego T = A,

Como A es micro-abierto, 0€A. En tal ca-

so
U E(t) = A. (2)
TEK
De (1) y (2) se tiene que A = |J E(T). Esta
TeK

unidn es evidentemente disyunta.

PROPOSICION. Si A es micro-abierto, entonces

A es abierto (es decir, A &€ ( = topologia de
orden).
Demostracidédn. Puesto que E(a) = QO (a-€,0+€)

; >0
para todo a & A; es decir E(a) se "puede expre
sar como unidr de intervalos abiertos, para

todo o € A; entonces E(a) es un abierto de (¢
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para todo a € A, Como A = GUAE(G)’ se concluye

que A es un abierto de 0.

Hemos probado que la micro-topologia ®B es

menos f4ina que la topologia de orden (.

PROPOSICION. Sea S < R', si o = § (la adheren-

cia de S segln la topologia de orden) entonces

existe T« S tal que T = 0.

Demostracidn. Puesto que E(a) & (¢, se tiene que

E(a) NS # §, luego existe T « S tal que T = a.

%

COROLARIO. Sea S< R . Si existe Sup S (8 Inf S)
entonces existe T € S tal que T 2 SupS (8 1 =~

Inf S respectivamente.)

Demostracidn..Sup S, InfS pertenecen a S (se-

gln la topologia de orden).

Al igual que en la topologia de orden 0,
en la micro-topologia B, el conjunto de nlme-
ros no infinitesimales, R*—E(O) es también mi
cro-abierto, ya que si o » T ¢ E(0), entonces
T # 0, luego 0 # 0, es decir, 0 & E(0). Esto
quiere decir que el conjunto E(0) de nimeros
infinitesimales es m{cho-abiento y micrno-cenu
do (=complLemento de un micro-abierto). Mas ge

neralmente:

PROPOSICION. El complemento de todo micro-abier

to es micro-abierto.
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Demostracidén. Sea A un micro-abierto y tomemos
c .

T eA~. Si 0 ~ T entonces O§A, pues en caso

contrario, T « A, ya que A es micro-abierto.

c 5 5
Luego A” es micro-abierto.

La proposicidn anterior nos dice que ftodo

micrno-abLento es micro-cennado.

Ejemplos. 1) E1 conjunto I de los ntmeros infi
nitos de R es micro-abierto. El conjunto F de

e
nimeros finitos de R® es micro-abierto.

2) R no es micro-abierto en R ; por lo tanto

tampoco es micro-cerrado.

Todos los puntos de R son puntos aislados
en R*, ya que para todo x € R, E(x)NR = {x}.
Obsérvese que el derivado de R, notado D(R)
estd constituido por todos los nlimeros no-es-
tadndar que no son reales ni infinitos; es de-
cir:
DR) = R -(RUT);

0
w

ya que si o €& R es finito y no es real, enton
ces (E(a)-{a})NR # ¢, pues Esta #ay Esta e

E(a)NR. La adherencia de R, que notamos R, se

-
ra entonces:

E :rUDMRY - RY - 1.

3)'SitarzBeeht Hnoes (OL.,E’ = E(a) = E(B).
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Si o # B entonces (a,R) = E(a)U (a,B) UE(B) =
[a,B].

4) NingQin conjunto unitario es micro-cerrado.

si a er™, Taf = E(a), D({a}) = E(a) - {al}.

W
. . . . =‘ .
NingGn conjunto finito de R es micro-ce-

rrado.

Veamos ahora quéd ax{oma de separacibn sa-

s
tisface R con la micro-topologia ®.

a) R no es TO; es decir, no es cierto que da-
dos dos puntos distintos T,oTy e:R*, exista un
micro-abierto A que contenga a uno de los pun-
tos, pero no al otro. En efecto, si ' # Ty

pero To 2T cualquier micro-abierto que con-

1’
tenga a uno de los puntos, necesariamente con-
tiene al otro.

b) Al no ser To’ R" no cumple ningln axioma de

separacidn, es decir, R no es T1 ni T2 (Haus-

dorff).

c) R* no puede ser obviamente, T3 ni Tu pues
no es To; sin embargo nos proporciona un mag-
nifico ejemplo de un espacio regular que no es
T3 = (regular vy Tl): Ser "regular" significa
que dados un micro-cerrado F y un punto p ¢ F,

existen micro-abiertos G y H disyuntes, tales
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que F =Gy p =H,

Si F es un micro-cerrado de R y p #F,

basta tomar G = F y H = Fe.

d) R* es normal y no es Tu = (normal y Tl)'
En efecto, dados dos micro-cerrados disyuntos
F1 y F2 de R*, existenmicro-abiertos disyun-
tos G y H tales que F1 <'Gy F2 S H. Basta to

gl
Fp, # = F34

mar G

PROPOSICION. R* Nno es conexo.

Demostracidn. R* = (E(0)) U(Rﬁ - E(0)).

COROLARIO. Ninglin intervalo no-estdndar de lon

gitud no infinitesimal es conexo.
Ejemplo: R no es conexo.

R = (RNE(0)) U ®N R® - E(0)]).
o también: R € E(0) U (R® - E(0)).

DEFINICION. A = R es micro-compacto, si de to
1)

do micro-recubrimiento de A, se puede ex-

traer uno finito.

PROPOSICION. A es micro-compacto si y sdlo si
m

A‘; U E((l,,,).
k=1 ’

(1) Micro-recubrimien? juiere fecir "cubrimientc por

micro-abiertos".
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Demostraeibn: =>) Si A es compacto, puesto que
{E(a)/oa &« A} es un micro-recubrimiento de A,
podemos extraer un micro-recubrimiento finito

{E(ak)/ak’c R, "= 1,2.... .01 de K.
m
<) Supongamos que A < kuif(uk) y sea {Gi/LEZU

un micro-recubrimiento de A, Si J = {kIE(ak)
N A # @}, entonces AS | E(ak) y para cada
ke]

k= J existe a € A tal que a = E(ak)' Como
{G;/4 €1} "micro-recubre" a A, existe

L €1 tal que a € Gi' Pero E(ak) (= E(a)) es
el minimo micro-abierto que contiene a a, por
lo tanto E(ak) < Gi' Luego, para cada ke J,
podemos escoger un Gih tal que E(ak) = Gik .

En tal caso:

Acs U e,y <= Ue.
kel R T pey Lk

Como J es finito (#J < m) se concluye que A es

micro-compacto.

Ejemplo: Cualquier intervalo no-est&ndar de

: : - : X ¥
longitud infinitesimal es micro-compacto en IR.

NingGn intervalo cerrado de longitud no
%
infinitesimal es micro-compacto en R .

1,

DEFIRICION. Sea §: R* + R”. Decimos que f§ es

. ) % . , g
"micro-continua en BE R " si 1 = B implica

g(t) = 48>
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Ejemplo. Sea
0 si T<Z O
g(t) = (l/eo)r si 01K €

1 si T > €
o

o

donde € > 0 y e, * 0. {Pig. 1)

0 €o

Figura 1

0

§ no es micro-continua. Obsérvese que {§ es con

24

€, pero $(0) 0. % Au ¥ 6(60); por lo tanto

tinua con la topologia de orden.

ol

Figura 2

Ejemplo: Sea
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1 "t sdb TR
g(t) =
0 S1l =% 0 (Figs2)

Para a* 0, si T 0o entonces T%0, luego g(T)=0=g(a).

Para a# 0; si T*0 entonces T#0, luego g(1)=1=g(a)."

Por lo tanto, g es micro-continua.
g tambi&n es continua con la topologia de or-

den.

PROPOSICION. ¢§: R” 5> R" es micro-continua si y
sdlo si la imagen inversa de cualquier subcon-

junto micro-abierto de R es micro-abierto.

T,

Demostraeidén. =) Sea B un micro-abierto de R"
y tomemos T & 6_1(3), entonces $(t) =B y como
§ es micro-continua, para 0 = T se tiene que
(o) ~ §(1) €« B. Por lo tanto, §(o) = B. En
tal caso 0 « 6_1(3). Luego, 6_1(3) es un micro

abierto.

<) Supongamos que 6-1(3) es micro-abierto pa-

ra todo B micro-abierto de IR

Sea 0 T y veamos que §(o) = 4(T1).
Puesto que E(4§(7)) es micro-abiertc, entonces
6—1(5(6(T))) es micro-abierto. Ademés, T€:6_l
(EC4(T))) ya1 que g1 & E(f(r); luepe O 66“
(E(§(t))), entonces 4(7) & E(§(1)). Por lo tan

to, §(o) = f(1).

i
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