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BV~ettn de Matematiaas
Vol. XVIII, N!!.1,2,3, (1984) APORTES

ESTRUCTURAS TOPOLOGICAS DE R*

Yu Tak.e.uc.fU

§O. INTRODUCCION.
Sea r: un ultrafiltro regular en lli(6 un

ultrafiltro de Frechet); por medio de r: s~
introduce el concepto de "c.a.6-ttodo" como si
gue. Consideremos una cierta propiedad "P"
para los elementos de sucesiones reales, (an);
por ejemplo, "p" puede ser la propiedad "ser
a positivo" 6 "ser a diferente de cero",n " n
,-6 "ser an mayor que 10", etc. Decimos que

an satisface la propiedad "p" para C.M-tiado n

si y solo si
J.

{n e: lli/an satisface la propiedad "p"} e: t: .
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Gracias a las propiedades del ultrafiltro de
Frechet, la palabra "c.a.6i :todo" introducida
de la manera anteri9r se comport a pr&cticame~
te en la misma forma como la hablada intuiti-
vamente; mas precisamente, esta se rige bajo
las siguientes reglas:

(I) "n .6 u6ic.ie.n:te.men:te gJtande" impli ca "c.a.6 i
:todo nil.

(II) Si "p" implica "q", entonces, "p para c.a
.6 i :t 0 don" imp 1 ica "q par a C.a.6i :t0 don" •

(III) Si se cumple sImuItaneam ent e "p para c.a.6i
:t 0 don", y, "q par a C.a.6i :t0 d 0 yt", enton cesse
tiene que "p, y, q para c.a.6i :todo n".

(IV) La negacion de "p para c.a.6i :todo yt" es
" NO P para c.a.6i :todo yt".

Dadas dos sucesiones (ayt) y (byt)' S2

ayt = bn para c.a.6i :todo yt estonces decimos que
la sucesion (an) es c.a.6i igua~ a la sucesion
(bn), y se denota por:

(V) Si (ayt) satisface la propiedad "p" para
c.a.6i :todo yt, entonces existe otra sucesion
(ayt) c.a.6i ~gua~ a Can) tal que Cayt) satisface
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la propiedad "p" para .t:.odo n.

00Sea JR = ~, la coLe ccLo n de toda~ las
sucesiones de elementos reales, la relacion
"C.lW..( ..(gultl 'V" es una r eLa cLb n de equivalencia

00en m ; la clase de equivalencia representada
pOl' la sucesion (an) se denota pOl':

o sea que [<an)] es la clase de todas las su-
cesiones ca~..( iguale4 a (an)' La cmleccion de
todas las clases, 0 sea, el conjunto cociente
00 •

ffi I'V es un euerpo ordenado de acuerdo con las
siguientes operaciones:

(Adici6n y Sucs'traclioh)

(Multiplicaci6n)

•

(Desigualdad)

sian < b n para C46.itodo 'I.

EI elemento neutro para la adici5n es Ia
clase represent ada pOl' la sucesion constante
de valor eero: [<0>] = [(0.0, ... ,0, ... )]. y el
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elemento neutro para la multiplicacion as la
clase represent ada por la sucesion constante
de valor 1:[(1)] = [(1,1, .•• ,1, ... )]. Si
[(an)] I [(O)J entonces an I 0 para ea~i todo
n. Por la propiedad (V) de "ea.6i todo", exis-
te (an) ~ (an) tal que an I 0 para todo n .

....La clase representada por la sucesion (l/an)

es el inve4.60 muttiptieativo de la clase
[(an)] .

El cuerpo ordenado moo/~ se denota por m~
el cual se llama "et eue4po de nume40~ no- e~-
ta.nda4"( 1) Y los elementos de m~':, 0 sea, las

00clases de equivalencia en m , se llaman "nume
40.6 no- est dnd an>,

La clase representada por la sucesion
constante de valor real c , [(e)] = [(e,e, ... ,
e,...)] se denota nuevamente por e; de esta
manera podemos considerar a m como un subcuer

*po ordenado de lR •

*Sea a -= lR ; se define "et vat.o« ab.6otuto
de a" por:

si a ~ 0

si a < 0

( 1 ) Todos los cuerpos ordenados as! obtenidos son iso-
morfos, suponiendo la hipotesis del continuo. (ver Cap.
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trDeeimos que E £ ~ es un ~n6~n~te~~mal si
lal < ~ para todo ~eal c > O. Deci.mos que

* 'A E~ es un ~n6~n~to si iAI ~ ~ para todo ~eal
. it

C > 0. Si E £~ es un infinitesimal, entonees
l/E es un infinito. Un numero no-estandar a es
6.in.ito si a no e~ infinito, est o es, si a e: ~;'f

es finito entonees existe un numero real posi-
tivo M tal que lal < M •

...
Sean a, S e:~"; si a-S es un infinitesimal,

deeimos que a es infinitamente proximo a S, y
se denota por a = S. Con esta notaeion, se ti~

'#',ne que £ e: ~ es un infinitesimal si y solo si
£ ~ o.

...
Si a e: m" es finito, entonees se puede d~

mostrar que existe un unieo numero real a tal
que a 'l;l a; deeimos que a es "la pa~te e.6tanda~

(2)de a" y se denota por a = Est a.

13, p.184, Gillman y Jerison. Anillos de funeiones eon-
t1nuas, Van Nostrand, 1960).
(~) A partir de un filtro de Freeh~t.f~, hay varias ma-
neras de llegar a un ultrafiltro f~.Par ejemplo si.a
F~ se agrega Sl = {2m/m£lli} se obtiene uno de tales ul
trafiltros y si se agrega S = {2m-1Im£lli} se obtiene-
ptro. De la eonstrueeion def ultrafiltro, depende la
asignacion de la parte estandar de a. Por ejemplo, si
se ha agregado Sl tenemos que

(1,0,1,0,1,0,...) ~ (0,0,0,0,...) = °
y si se ha agregado S2 obtenemos

(1,0,1,0,1,0, ...) ~ (1,1,1,1,...) = 1.
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Es bien conocido el siguiente hecho:
[ (an) ]

s,

Sea ex = e:JR", si a -+ L (n -+ 00) entonn
ces:

L = Est ex ( 0 , L ~ ex) ,

As!, toda sucesion que tiende a cero re-
presenta un infinitesimal en ~*,

*§1. TOPOLOGIA DE ORDEN EN ~ .
Como el cuerpo lR* es un conjunto ordena-

s,

do, esta propiedad nospermite trabajar en JRft

con intervalos abiertos, cerrados y semi-abie~
tos; gracias a esta util herramienta podemos

~t:dotar a JR de una estructura topologica, simi
lar a la que trabajamos para JR.

Primero se definen los intervalos no-es-
tandar:

(intervalo no-estandar abierto).

(intervalo no-estandar cerrado).

Tambien a veces es conveniente emplear
los ~...[mbofo~ ± 00 para denotar los intervalos
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no-estandar no-acotado~:

No ~e debe confundir los ~~mbolo~ too con los
nmme~os ho-estandar in6inito~.

':1':Dado a ~~ , el intervalo (0.-£,0.+£) con
~',e > 0, E: ~ JR , es "la v e.ecn da d" de 0. de radio

£, y se ~enota por:

V(o.;£),

o simplemente una vecindad de c., V(o.).

Sea S un conjunto de numeros no-estandar;
decimos que S es "abieJLto" si para todo T e: S
existe una vecindad V(T) contenida en S. Evi-

dentemente, los intervalos no-estandar abier-
s;

tos son conjuntos abiertos en mft•
Se ve facilmente que la union de cualquier

numero de conjuntos abiertos es abie~t~, y la
interseccion de un numero finito de conjuntos
abiertos es abierta.

Consideremos ~ la familia de todos los can
juntos abiertos de JR*, entonces ~ es una topo-
logia para B* (TORoLogla de o~den).



apoY'tes 43

Ejemplo 1. Intervalos no-estandar abiertos,
s,

(a,S), (a, +00), (-00,13) son abiertos en R".
~ (el conjunto vacio) y R* tambien son abier-
tos.

Ejemplo 2. Sea E el conjunto de todos los nuo
meros infinitesimales:

entonces E es abierto. En efecto, tenemos:a

E o (-E,E) (union de intervalos abiertos).

Eiemplo 3. El conjunto A de todos los numeros
no infinitesimales es abierto en W*. En efec-
to:

A = {TE: JR~':/T1: O} = U (-r-E,T+E)
T*o

donde E es un infinitesimal positivo.

Ejemplo 4. El conjunto B de todos los numeros
no-estandar 6inito~ es abierto. En efecto:

B = {T e: JR~':/Tes finito} = U (T-E ,T+E).
Tfinito

(E :::: 0).

Ejemplo ~. El conjunto V de todos lo~ numeros
no-estandar in6inito~ es abierto. En efecto:
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v = Lr e: ]\1'/'[ es infinito} = U ('[-1,'[+1).
'[infinito

Decimos que F( S~*) es "c.elLlLado" si su
complemento J~*~F es abierto. Evidentemente,
los intervalos cerrados na-estandar son conju~
tos cerrados.

Dado un conjunto S(S~*), un numero no-
-J:estandar a e: ~ es un punto de ac.umulae.~6n de

S si toda vecindad de a cantiene, por 10 menos,
un punto de S diferente de a. Un conjunto
F(S~*) es cerrado si y solo si todos los pun-
tas de acumulaci6n de F pertenecen a F.

Ejemplo 6. <1>, ~1', [a,S], [a,+oo), (_oo,S] son ce
rrados.

:':
EJemplo 7. ]\, como un subconjunta de ~ , es ce
rrado.

Es suficiente mostrar que V OR) = cP.

En efecto: i) Sea X e:~, si e > 0, c ::::°
entonces la vecindad V(X;£) contiene como un~-
e.o numelLo ILeal a x:

V(x;d n ~ = Lx l ,

e s decir, todos los puntas X e: ~ son "a~.6tado.6"
':I'een ~ .
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ii) Si T es infinito~ y E > O~ E ~ 0, enton-
ces V(T,E) n JR = ¢.

,-,

iii)· Si T e: JR"-JR y es finito, para
a = IT-Est TI, se tiene que VeT, %) n JR = ¢.

Mas generalmente, cualquier conjunto de
numeros reales es c errado en JR •

"'Ejemplo 8. Sean E ,A,B, V los conjuntos no-eso
tandar dados en los ejemplos 2,3,4 y 5, enton

s,

ces estos conjuntos son cerrados en JR". En
efecto:

E
o

s,

= JR<t"_A, ~';

A = JR -E
o '

~t:
= JR -B,

luego estos conjuntos son cerrados ya que A,
E ,V, B son abiertos.o

Tambien, podemos observar directamente
asl:

00

E =
o n

n=l
~Jn

siendo E la interseccion de intervalos cerra
o

dos no-estandar, este debe ser cerrado.

Notese que E no tiene pun~o~ de 6~onte-
o

~a.
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Ejemplo 9. Sea E~ = {T E

Ea es abierto y cerrado.
front era de E. Ademasa

.,~
F' IT ~ a}; entonces
No existen punt os de

a+E o = {a + E/.E E E l.o

La presencia de subconjuntos cerrados y a la
1~vez abiertos (diferentes a ~ yam ), como se

muestra en los ejemplos anteriores, nos dice
que: ''JR~'c no es conexo".

1~Sea S (s:m ); un nfime ro n o e est Sn dar- a se
llama "el ex.tILemo .6upeIL,[oIL de S" (a = sup S)
si a es la m~n,[ma cota .6upeIL,[o~ de S. Por ejem
plo, si S = (a,.i3) (un intervalo no ve st Sn da r-)
entonces S = Sup S.

De la misma forma, se define el extremo
inferior de S, Inf S.

Un conjunto acotado no siempre posee Sup
ni Inf.

Ejemplo 10. E = {E/E ~ O} es acotado superio~o
mente ya que cualquier numero,positivo no-in-
finitesimal es una cota superior de E • Se veo
que no existe Sup E . En efecto, supongamoso
que a > 0 es una cota superior de E • S1 a ~ 0o
entonces 2a > a,
ta superior de E

o

2a E E , 1uego a no es una co
o

(ab.6uILdo:). Por 10 tanto,
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a ~ O. Entonces tenemos:

~af-O, ~ a < a ,

esto es, ~Ct es una cota superior de E , e.-6.:tJr.A..c.
o

£ame.nte. me.no~ que a, 1uego no existe 1a mini-
ma cota superior de E .o

£1 Ejemp10 10 nos muestra que:

§2. SUCESIONES DE NUMEROS NO-ESTANDAR.
Sea (Ctn)11 una

t~ d (#) .an ar declmos
sucesion de numeros no-es

con-
verge) a 8 si

s,

dado e > 0, e e:::ffi." cua1quiera, existe N e:: IN
o

tal que

Ian- B I < e: para todo n e:: ill con n > N •o

Los siguientes teoremas cuyas demostraciones
aparecen en e1 libro "Teoria de Funciones No-
est tin dar, Y. T akeuchi", son sum amen te imp 0rtaE:.
tes.

(#) Una sucesi.Snde nUmeros no-sestandar'es una "fun-
cion": (a ):INn n

~ JR~-:
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TEOREMA 1. Toda sucesion de numeros no-estan-
dar es ac..o-tada. (ver p.83 del libro citado).

,

TEOREMA 2. Ninguna sucesion no-constante de
oJ,numeros no-estandar converge en ~ . (ver p.86

del libro citado).

Nota. Decimos que una sucesLSn (a) es "c..on.6n n -
-tan-te" si a = a para -todo n a partir de al-. n
gun sublndice.

Sean s(S~*} un conjunto no-estandar y

un punto de acumulacion de S. Segun el
Teorema 2, "no ex-i.6-te. una sucesion de puntos
de S, dos ados distintos, que converge a a".
Esto es, el concepto de "pun-to de. ac..umu!ac..-i6n"
es diferente al concepto de "pun-to .tlm-i-te.",
por esta razon los metodos de estudio de suc~
siones en ~ son sustancialmente diferentes a
los de ~.

Ejempto 11. Sea (a) una sucesion de numerosn n
no-estandar, estrictamente creciente; entonces
el conjunto:

00

T = n (a n ' +oo) = Ir e: JN~';/L > an para todo n e::lli}
n=1

es a.b-ie.~o y c..e.~~ado.

Demo e ti raa idn , Como (an) n es as t r Lc t ame'nt e cre
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ciente, se tiene que

oo oo

n {TE:n/IT ~ a}nn=l
T = n [a ,+<Xl ) =nn=l

por 10 tanto, T es cerrado. (intersecci6n de
intervalos cerrados).

Por otra parte, sea T E: T, entonces
T > an para todo n e: IN. Por el Teorema 2, T no
e~ lZmite de la sucesion (a ) , par 10 tanto

~': n n
existe E > 0, E e: lli tal que T-E > an para to
do n e::rn, 0 sea

(T-E, T+E) c T,

luego, T es un conjunto abierto.

De la misma manera, tenemos:

Ejemplo 12. Sean (an)n' (Sn)n sucesiones es-
trictamente creciente y estrictamente decre-
ciente respectivamente; entonces los conjun-
tos: oo

n
n=l

(_00 S ), n

son abiertos y cerrados.

Ejemplo 13. Sean (an)n' (Sn)n sucesiones es-
trictamente decreciente y estrictamente cre-
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ciente respectivamente~ entonces los conjun-
tos:

00 00 00 ,

son abiertos y cerrados.

§3. EXTENSION ELEMENTAL DE CONJUNTOS REAlES.

Sea S(S;:R) un conjunto de nfim eros reales.",
£1 conjunto no-estandar S* definido Dor:

--'~S = {T = [( X ) ] / X e: S oar-a C.M..t todo n ln n. n

se llama lila exten..6..t6n. elemental del con i unt o
SI'.

TEOREMA 3. (i) Si SST entonces S~':S
s;t .......

... S<:": .'.
(ii) (S U T) " = U T" .

(iii) (S n T) ~', S~', n t" .=
.'. ':,t, .'.

(iv) (lR-S)" = :R - S"''' •

DemoBtracion. (i) Evidente.

(ii) Como S c (S U T) entonces S* S (S U T)*
(por (i) ), Dor 10 tanto:
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S* U T* s (S U T)*.

ces

X e:: S U T = S U (T - S) paraC.CL6--i.todo 11.
11

Por 10 tanto:

x
l1

e:: S para c.a.6--i. t.o do 11, 6

X e:: T-S c T para c.a.6--i.todo 11.
11

esto es,

T = = [(x) ] e::
11 11

t" ,

luego

esto es, (SUT)~':c S ~':U .'.T"'~ •

(iii) y (iv) se prueban similarmente a (ii).

Como una consecuencia inmediata del Teo-
rema 3, tenemos:

Dada una fa~ilia finita de subconjuntos de m,
{Sk; k = 1,2, ... ,m}, se tiene:

m( U S )~': =
k=l k

m .'.
= n (S )".

k=l k

Sin embargo, est a "--i.l1te/tc.amb--i.ab--i.t--i.dad" entre
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"la extension elemental (1:)" y "la union" 0
"la interseccion" n.o se puede generalizar pa-
ra el caso de la "union infinita", 0 '~la in-
terseccion infinita". En general, se cumplen
solamente las siguientes contenencias:

Sea {S 1<.; I<. e: 1N} una coLeccLon infin ita
de subconjuntos de JR., entonces:

ex> ex>

( i)
J# .'.

( US)":2 U (S )" ,
1<.=1 I<. 1<.=1 I<.

00

(ii) ( n S ) ;': S
1<.=1 I<.

En efecto se tiene que:
ex>

para todo I<. e: 1N •

Por el Teorema 3 se obtiene:
00( U S~)* 2 (S~)* para todo 1<.,

1<.=1 It. It.

por 10 tanto:
00

U (SI<.)*'·
1<.=1

De la misma manera, se obtiene la contenencia
(i L) •

Supongamos ahora que la coleccion {SI<.;
I<. e:m} satisface la condicion:
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n- 1
S n ¢:. U Sk. para todo n e:: ill,

k.=1

ent0nee s ex is tea tal que a e:: S , a.n n n n
Consideremos e1 numero no-estandar

00

a = [Ca )J. Como a e:: U Sk. para t.od o n ,
n n k.=1

n-1
¢ U Sk.'

k.=1

00

a = [C a ) J e:: C US) ~':.
n k.=1 k.

Por otra parte, para cad a k. fijo se tiene:

an ej:. S k. para n > k. C 0 sea, para c.as.i. todo n )

esto es:

para cada k.e:: IN

y por 10 tanto:

De 10 anterior se tiene que:
00 00

Del ami sma man era, si 1a col eccion {Sk.; k.E: :w}
n-1satisface la condie ion Sn?n Sk. para todo

. 12=1n e:: ill, entonces se t aene que:
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EjempZo 14. Dados a,b Em con a < b, el Ln t er
s:

valo no-eest and a r- (a,b) = {T Em"/a < T < b} es
la extension elemental del intervalo real
(a,b) = {x E mla < X < b}.

En efecto, si a < Xn < b para ea~i todo
n , entonces:

o sea:

con

,',Ejelllplo 1:>. Sean a.,8 e: JR con a.. < 8, a.,13 f. JR.
El intervalo no estandar (a.,13) no es extension
elemental deningfin conjunto real.

Demo8traci6n. Supongamos que existe S E m tal ~e

(a.,8) = S~·'.

Si a = Est a., b = Est 13, entonces podemos consi
derar los siguientes 4 casos:

(i) a > a., b < 13, (ii) a > a., b > 13,

(iii) a < o, b < 13, (iv) a < a., b > 13.

Supongamos el primer caso (i): a > a., b < 13.
Como S''c = (a.,13) ~ [a,b] = {Te:m;"/a ~ T ~ b l = [a,b]'"

(.) (a)n' (b)n son sucesiones constantes de valor a, b
respectivame~te, que representan a los numeros rea-
les a,b en IR •
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entonces
S :? [a,b] = {X e:IR/a ~ X ~ b I .

t S ~ [a,b] entonces existe XES tal que
• > b, 0, X < a.

Pero como XES entonces X = [( X) n] E: S~" ,

liego a < X < S y en consecuencia X = a 0 X = b;
e to contradice a: a > box < a (ab~u~do!).
~, r 10 tanto se debe tener que S = [a,b], lue-

S* = [a,b]* = [a,b] = (a,S).
E to es impos ible. (ab~ u~do!

De manera similar, podemos llegar a un
abaurdo en los casas (ii), (iii) y (iv).

~MEROS NATURALES NO-ESTANDAR m*r
Si A =

~t:
[ ( I<. ) ] e: ThT (\ esun nurneron 0 -n n -'" 1\

standar representado por una sucesion de nu-
met-os naturales), decimas que A es "un nu.me~o
I a:tu~af no- e~t:anda~". A cont inuac ion veremos
Iss propiedades de m".

til (Evidente) .

En efecto, si A =
.s,

[(I<.n)n] e: nr ", entonces
n , luego I<.n+1E rn paraI<. e: m para c.a.6..t to don .

c.a.6.tt.o do n , por 10 tanto:

1..+1 = =
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* *3Q Sea A ~ m . No existe a E m tal que
A < a < A+ 1.

En efecto, si A = [CRI1)I1]' a = [CXI1)I1] en
tonces A < a < A+1 implica que

para ea~i todo 11,

luego:
para ea~i todo 11,

o sea

4 Q. Sea A ~ m ~':, Si A es 6i I1Lt 0, enton ces A E: m
Cesto es, un numero natural no-estandar finito
es un numero natural).

En efecto, si A ~ m* es finito entonces
existe 11~ ill tal que

11~ A < 11+1.

De la propiedad 3Q se tiene que A = 11Em.
5Q. Sea T e:: JR1: CT > 0)
tal que

~':entonces existe A ~ m

A-1 ~ T < T.

En efecto, si T = [CXI1)I1] entonces se define
RI1 E: m como sigue:

RI1 = Cla parte entera de xl1) + 1 Cpara todo 11)

tenemos
R - 1 ~ x < R para todo 11,11 11 11

luego: A-1 ~ T = [CX11)I1J < A , donde
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Notese que esta es la ve~~i6n no-e~t~nda~ de
la p~opiedad a~qu.imediana de IR;·:.

6Q Si A,~ ~lli* con A > ~ entonces
s,

A-~ ~lli".

Como un caso particular,
to entonces A±n ~lli* para todo n ~m.

10 Sea A ~m*, A un numero natural no-estan-
dar in6inito, se define:

~A = {T ~ m;':/T = A±n, n e: IN}
s,

entonces: (a) ~A C IN''. (b) £A. es isomorfo a z .
(c) Si A-~ es in6inito entonces zA.nz~ = 0.
80 Sean A,~ Em;': con u > A. Si ]l-A. es in6ini-
to, entonces existe V e:lli* tal que A. < V < ~,

v-A es infinito, ]l-V es infinito.
":i':En efecto, por la propiedad 5Q existe a E m

tal que a-1 ~ ~(]l-A) < a.
a es fin ito ya que u - A. esin fin ito. Si V = A.+a

s,

entonces V e: ni", adernas v-X, ~-V son infinitos.

En la siguiente figura se muestra la es-
tructura de m;·:.
a A V u
1"1 N~"I 1111/"" Illljflli

'------Y--" ~ ~ ~
m ~A. ~v ,£~.. III II

E ~ ~

Figura
s,

1 Estructura de IN''
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*gQ. :IN no es contable.

Demostraci6n. ~',
Supongamos que:IN es contable:

sea:

,'~:IN = {A./ i = 1,2,3, ... } .
.{.

Sean Ai = [(ki1 ,ki2,··· ,kin"")] = [(kin)nJ
(i = 1,2,3, ... ).

Sin perdida de generalidad, podemos suponer que

a . E: IN para todo i, para todo n. Se define h'li.{.n ,.
como sigue:

hi = k11 + 1

h2 = k12 + k22 + 1

... ...
hn = kin + k2n+···+knn+ 1

Tenemos:

(para todo n)

(para todo n >,.. 2)

en general:

h > k.n .{.n (para todo n ~i).

Por 10 tanto

para todo ,,(E: :IN ,
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o sea que
a ¢:.:IN ~':

PerO como h e:::IN para todo n , entonces a e::IN~':n
(ab.6 u!l.do : ) .

~'=Si A,~ e:JN con A ,~entonces, de la pr~
piedad 3Q se tiene:

(1..,1..+1) n (~,~+1) = 0.

De la propiedad 9Q se desprende que
';,';

''IR no es .6 e.pa!l.able." j

puesto que existe una colee cion no Qon~able. de
intervalos abiertos, dos ados disyuntos, por
e-jemp I0, {( A , A + 1 ) / A e::IN ~':} .

*NUMEROS RAtIONALES NO-ESTANDAR, ~ .
Si a = [(fL ) ] e: co~': (a es un nu m ero no-n n

estandar represent ado por una sucesion de nu-
meros racionales), decimos que a es un nume.!l.O
!l.aQionaf no-e..6~anda!l.. A continuacion daremos

.'.
algunas propiedades de m".
lQ•

:': un QUe.!l.pO (evidente).co es

es
.-,

denso en JR".
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En efecto, sea T = [< Xn) n] E: IRl", dado
e = [<en)nl > 0 cualquiera, existe ILn racional
tal que

x - e < IL < Xn + enn n n para cada n .

[<Xn)n]-[<en)n1 = [<xn-en)n] < [<ILn)n]

< [<xn+en)n] = [<Xn)n]+[<en)n]

o sea
T - E < a < T + E.

#t~

3Q m no es contable.

En efecto, #': #':como :IN c m entonces:W em,
pOI' 10 tanto m no es contable.

#':Nota. A pesar de que m no es equipotente a m,
#':

:ill. s1 es equipotente a IR, ya que
x

:ill. tV fI, :ill.l" tV ~ tV < iN)1N tV tN 1N tV iN tV:ill..

§4. EXTENSION ELEMENTAL DE CONJUNTOS ABIERTOS.
En IR, todo conjunto abierto A es la union

contable de intervalos abiertos, dos a dos dis
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yuntos. Esta propiedad no se tiene para conju~
"i'~tos abiertos de m

los numeros
como el caso de E

o
infinitesimales. Sin embargo, pa-

de todos

ra las extensiones elementales de conjuntos
abiertos reales se tiene u~a ve~~i6~ ~o-e~ta~

da~ de esta propiedad.

TEOREMA 4. Sea A un conjunto abierto en JR, en
tonces A* (la extension elemental de A) es la
union de intervalos no-estandar abiertos, dos
ados disyuntos. El numero de intervalos que

~ *componen a A" es igual al de m

Demostracibw. Como A es abierto en m, entonces

00

A = U
~=1

(a , b )~ ~

donde los intervalos (a~,b~), ~ = 1,2,3, ...

son dos ados disyuntos. Vamos a demostrar que

donde

x = [(fl ) ]e::n/' Ci.", = [(alz~)J' SA = [ ( b fl
VI

) VI] .
~ ~

[(xH)nJ
.'.

En efecto, (i ) seJ T = e:: A" (' n t I .n c c ';

00

X e:: A =
~
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o sea:

"n E: (ak.' bk.) para aLgfink., para c.a.6..t. «ado a.

Notemos (ak. ,bk. ) el intervalo que contiene an n

para c.a.6..t. todo n,

es decir, T E: (aA,BA). Esto nos muestra que

(ii) Rec!procamente, supongamos que

con

para c.a4..t. todo n,

as!:
00

" E:n para c.a.6..t. todo n.

POI' 10 tanto, se tiene que T ~ o sea:

,',. U (a"B,) SA.
~~* 1\ 1\
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Ahora solamente hace falta demostrar que
los intervalos (aA,BA) son disyuntos dos a do~

.-.
En efecto, sean A,p ~llin tales que A I peon
A = [("n)n1, P = [(hn)n]' entonces

"n I hn para c.o s L todo n, y

esto qui ere decir que

(d" ,b" ) n (ah ,bh ) = 0 para c..Mitodo n,n n n n

por 10 tanto se tiene que

Con esto queda demostrado el Teorema 4.

*§5. CONJUNTOS COMPACT OS EN R .
En ~ un conjunto compacto es ac..otado y c..~

~~ado_ Esta propiedad no
~'(

se tiene en ~ ; ten~
mos el siguiente teorema bastante extrano:

TEOREMA ~. Sea S c ~*. S es compacta si y solo
si S es "6inito".

Nota. S es 6inito quiere decir que el conjunto
S posee un numero finito de elementos.
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DemoBtracion. Evidentemente, un conjunto fin~
to es compacto. Procedemos a demostrar el re-
ciproco por reduccion al absurdo.

~':Sea 5 un conjunto compacto en ill supong~
mos que 5 es infinito (0 sea, 5 posee un nume-
ro infinito de elementos), y consideremos los
siguientes dos casos; llegaremos a un absurdo
para cada caso.

(i) 5 contiene un intervalo no-estandar,
(ii) 5 no contiene intervalos no-estandar.

(i) Supongamos que 5 contiene un intervalo no-
estandar. Como cualquier intervalo no-estandar
contiene intervalos no-estandar de loV!gitud i~
6inite~imaf, supongamos, sin perdida de gene-
ralidad, que

5 ::) [a,S] tal que B-a = E > 0, E ::::O.

La coleccion de intervalos {(T-E2,T+E2)/T E 5}
es un recubrimiento abierto del conjunto com-
pacta 5:

[a,S] c 5 c U
TE5

2 2
(1-[ ,1+[ ).

Como S es comp~cto, existen 11'[2'.
con 11 < 12 < ... < 1V! tales que

, T E: S
VI
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[c .s] c: S c:

Entonces:

22 E: ,
. )

)

1uego
Figura 2

o sea
E < 22(n+1)E,

por 10 tanto:

1 < s2(n+1)

10 cua1 es ab~u~do, puesto que E ~ o.

(ii) Supongamos que S es infinito, pero S no
contiene .in t er-va Lo s no est2mdar.

Como S es infinito, existe una sucesion
de puntos de S estrictamente monotona, digamos
estrietamente creciente (#):

e: S para b = 1,2,3, ...

(#) ~,i eJ. c o n j un t o S 11,' 1 icene: ,'ll:'mel't,~) rnC1Xlm<" e~; ev i

dente que podemos extrapr una suces ion estrictamente ere
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Tl T2 Tk._l Tk. Tk.+l
," X I ~ :f , , ) t
al a2 ak_l ak.

Figura J

Como S no contiene intervalos, entonces para
cada k. Em entre Tk. Y Tk.+l existe, por 10 me-
nos, un punta que no pertenece a S, digamos
ak. ¢ S. Tenemos el siguiente recubrimiento
abierto de S:

00

para t odo k. Em}

N~tese que ir E .IR~':IT > ak. para todo k. EJN} =

n (Uk.,+oo) es abierto segnn el ejempl0 11.
k.=1

ciente de puntos de S.
Si $ tiene maximo, sea 11 = Maximo de S.

Aho.ra,consideremos el conjunto infinito $1 = $-hl}·Si $1 no tiene maximo, ento.ncesexiste una sucesi.Sne~
trictamente creciente de puntas de Sl. Si Sl tiene m~
mo, sea T2 = Maximo de $1.

As! sucesivamente. Si este procedimiento termina en
algnn momento, en tal caso existe una sucesion estric-
tamente creciente de puntos de $; si el procedimiento
~igue~in te~n~ nunca,entonces la sucesion (Tl,T2,
T3,...) es estrictamente decreciente.
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Los intervalos (Clk,Clk.+1) k = 1,2,3, ... son di~
yuntos, y cada uno contiene par 10 menos, un
punt~ de S, par 10 tanto no existe un ~ubhe-
eubh~m~ento 6~n~to de S, esto contradice a la
compacidad del conjunto S (ab~uhdo~).

Por 10 tanto,
finito.

S debe ser un conjunto

APE N DIe E.
ALGUNAS OTRAS PROPIEDADES TOPOLOGICAS DE m*.

~'~En efecto, sean a,S E: JR , a t- f3, si
cS = I a-S I > 0 entonces tenemos:

V(a, ~cS) n VCS, ~cS) = 0.
~':

2Q JR es regular (T 3)'

En efecto, sean F un conjunto cerrado en
.'. i.FO, a E: JRo, a ¢ F, entonces a no es punta de

~';

acum uLa c i on de F, luega existe 0 E: JR , 0 > 0
tal que

V(a,cS) n F = 0.

Consideremas dos con j unt os .sb iert os A, B:
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( • ) [1111111, rT, rTI

F

Figur'a 4

B = U VCT,YzO)
T€F

entonces se tiene que

a e::::: A, F c: B, y, A n B = 0.

30.

Demostraci6n. Sean F, G dos conjuntos ~errados
disyuntos.
tal que

Dad 0 T e:::: F exis teO €: JR ~':, 0 > 0T T

it':Dado OE:G exis teE e: JRa E > 0 tal quea

V(O,E ) n F = 0a

Considerernos dos conjuntos abiertos A, B defi-
nidos por:

B = U V(O,YzEO)'
OE:G

Evidentemente tenernos:

F ~ A, G c: B.
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Ademas, se tiene que A n B = 0; en efecto, si
existiera A ~ A n B entonces existiria T ~ F
con IT-AI < ~aT' y tambien existiria a ~ G con
la-AI < ~Ea. Entonces se tendria:

IT-al ~ IT-~I+IA-al < ~(aT+Ea)·

Si a ~ E entonces aT < I T -rr I < !z(o +E ) ~ °T a T a T
(a b.6UJL do! ) .

Si Ea ~ a entonces Ea < I T- a I < !z( 0T+Ea) ~ EaT
(ab.6 uftdo! ) .

Par 10 tanto, se tiene que A n B = 0.

* ~El [O~PLEIADO DE R , R .

Como m* es un conjunto ordenado, pbdemos
it: *construir el completado de m , ~ , agregando

':it;a ~ el extrema superior y el extrema inferior
':J':

de todo subconjunto acotado de ~ (ver: Vic
tor Mejia, Conjunto Ordenado sin Estructura
Algebraicct, Rev.Matematica, Ensenanza Unive~
sitaria, NQ 23,Junio de 1982, pp.23-53).
F~ es nuevamente un conjunto ordenado, sin em
bargo .6e pieftde la e.6tftuQtufta algebftaiQa en
F":. v e a mo s Lo .
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Consideremos el conjunto A de todos los
numeros no-estandar po~i~ivo~, no in6ini~e~ima
le~: A = {T e: JR~':/T> 0, T 1- o} , seaa el e xoie.

rna in6e~ion de A en JR*, entonces

° < a < T para todo T > 0, T ~ 0.

Si JR* (el completado del cuerpo F*) fuera un
g~upo adi~ivo, ~on~i~~en~e can la desigualdad
(el orden en JR*) entonces se deberia tener:

a+a < a+T < T+T para todo T > 0, T ~ °
Como {T+T/T e: T t: 0, T > o} = A entonces
a+a deberia ser una ~o~a in6e~io~ del conjun-
to A, perc

a = O+a < a+a

entonces a no ~en~a la maxima ~o~a in6enion de
A (ab~ undo: ).
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Pi.qura 5.

GENERALIZACION DE LOS NUMEROS
s,

:IN c: Z c: CO c: :ffi c: :ffi" c: :ffi~':

Orden < < < < < <(Desigualdad)
Operaciones no ~ay ope-

+ • {~' . {~': r: {~': raClones al
algebraicas , gebraicas,. -, . ,.
Propiedad ana ~o ~o ~o
l1tica (exis=- ~ 'lJ 'lJ o ~o 'lJ;;: ;;: ~'::Y'lJ ;;:
tencia de 11- o~ o~

~
o~

mites) 0 0 0
00

Numeros infi- si Sl
nitesimales. hay hay

.,,'; 'iI':
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