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El problema de encontrar un invariante
que caracterice el conjunto de grafos isomor-
fos a un grafo dado, es un problema cldsico
en teoria de grafos. No se conoce un conjunto
completo de invariantes para un grafo [1,p.1ﬂ.
En esta nota presentamos, de manera intuitiva,

una solucidn de este problema.

Un grafo dirigido es una tripla G = (V;E;¥)
donde V y E son conjuntos finitos y ? es una
funcidn uno a uno que hace corresponder a ca-
da elemento de E una pareja ordenada de ele-

mentos de Geométricamente, E es el conjun-
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to de lados (flechas), V es el conjunto de vér
tices (nodos) y la aplicacidn ¥ asigna a cada
lado sus vértices de acuerdo con la orienta-
cidn del lado. Para el grafo dirigido de 1la

Figura 1, tenemos:

"

v = {1,2,3,4,5}, E {a,b,c,d,e, §,9,h,4},

Y(a) = (1,2), (b)) = (2,1), $() = (2,2),

P(d) = (3,2), $le) = (2,4), Y(4) = (3,u4),

$(g) = (5,3), $(h) = (3,5), P(L) = (5,5).
a
1

Figura 1

Un grafo G puede también representarse
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por medio de una matriz, llamada matriz de ad
yacenci{a. Para obtener esta matriz numeramos
los vértices del grafo empezando en 1. Si

V. =-§1,2, 300}, cdefindnds

1 , si existe una flecha que va del vértice
A4 al vértice f.

aij =
0, en caso contrario.

La matriz de adyacencia correspondiente al

grafo de la Figura 1 es

V1 V2 V3 Vu U5

vy o 1. 0 0° 0
v, 1 1 0 1 0
Uy 0 "1 0" ¥4 ik
v, o o} 0~ 0 0
Ve o o 1 o0 1

Es claro que la matriz de adyacencia de
un grafo dado depende de la manera como se
numeren los vértices del grafo (desdignacibn
de véntices); por ejemplo, si numeramos los
vértices del grafo de la Figura 1 como en la
Figura 2, obtenemos la siguiente matriz de ad

yacencia:
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V1 1 1 1 0 0
V2 0 0 0 0 0
Vs 17950 5@ 0 0@ (2)
VL+ 0 0 0 1 1
VS 1 1 0 1 0
n
1
5
3
e
2 Figura 2

Dos grafos 61 y 62 son isomorfos si exis
te una permutacidn de la designacidn de vérti
ces de uno de ellos tal que, cuando renumera-

mos sus veértices de acuerdo con esta permuta-
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cidn, su nueva matriz de adyacencia coincide
con la matriz de adyacencia del otro grafo.
Por ejemplo, los grafos G1 y G3 de las Figu-
ras 1 y 3 respectivamente, cuyas matrices de
adyacencia son las matrices (1) y (2), son
isomorfos. En efecto, si redesignamos los vér

tices de G1 de acuerdo con la permutacidn

(é f g ; 2 , entonces su matriz de adyacencia
es (2).
2
[
5
n
3
Figura 3

El problema que estamos estudiando puede

reformularse como sigue: se trata de encontrar

un algoritmo por medio del cual podamos obte-
ner, para cualquier grafo dado, una entidad
(el {nvandiante) que permanece constante cuan-

do se hacen variaciones en la designacidn de
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vértices del grafo. En otras palabras, dado
un par de grafos, un tal algoritmo asignaa am

bos grafos el mismo invariante si y sdlo si

los dos grafos son isomorfos.

Read y Corneil [2] enunciaron el proble
ma de la siguiente manera: "se trata de encon
trar un buen algoritmo para determinar cuéndo
dos grafos dados son isomorfos. Un problema
muy relacionado con éste es el de codifica-
cidn, que consiste en encontrar un buen algo
ritmo que asigne a cada grafo un cbddigo o ca-
dena de simbolos, de tal manera que a dos gra
fos se les asigna el mismo cddigo si y sdlo
si son isomorfos". Por esta razdn, algunos
autores se refieren a este problema como el

"problema de codificacidn".

Procedemos ahora a construlir un algorit-
mo del tipo mencionado utilizando el grafo 61
de la Figura 1, cuya matriz de adyacencia es
la matriz (1). Definimos la funcidn caracte-
ristica del grafo G1 como sigue: asignamos a
los vértices 1,2,3,4 y 5 las variables reales
Xl,X2,X3,XL+ y XS’ respectivamente; si la 4-&
sima fila de (1) tiene unos en las columnas
j1""’jn asignamos a esta fila la funcidn

ot X ighe s eXiy
AL

. En nuestro caso, a la pri-
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mera fila de la matriz (1) le corresponde la

funcidn X1x2; a la segunda fila le correspon-
de X2X1X2x”; a la tercera X3X2X4X
X3Xs
ta X .

5
de unos, como ocurre con la cuarta fila de (1),

5 y.'a. la quin

En el caso en que una fila carezca

le asignamos la variable correspondiente con
exponente uno: a la cuarta fila le correspon-

. -~ 1 3
de la funcidn Xu = Xu.

La funcidn caracteristica del grafo G es

el producto de las funciones asignadas a cada
una de las filas de su matriz de adyacencia.
Para el grafo G1 es ;
% X2-X X1X2X4.X XQX”XS.X ) X3X5
1 2 3 4 5

Finalmente exigimos que nuestras varia-

bles satisfagan la siguiente condicidn:

2 2 2 2 2
(X =2) 72 (X;=2) "0 (X5-2) "+ (X, -2) " (Xg-2)

2 2 2 2 2
+ (X1-3) -(x2-3) -(x3-3) -(xu-a) -(xs—a)

2 2 3 2 2
+ (x1-5) -(xz-s) -(xa-s) -(xu-s) -(xs-s)

2 2 3 2 2
+ (x1-7) -(X2-7) -(x3-7) ¥ (X1 -(X5—7)

+

2 2 2 2 2
(x1-11) (X2—19 (X§41) (qu11) (X5-11)

= 0. (3)
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También podriamos considerar el conjunto
X ={X1,X2,X3,XQ,X5} como un subconjunto de los
nimeros naturales y en este caso la condicidn

(3) vendria dada por

X X XX Xg - 203257+11 = 0 (4)
Es fdcil ver que el hecho esencial consis

te en que las variables toman valores en el
conjunto de los nlmeros primos y que variables

diferentes deben tomar valores diferentes.

La funcidn caracteristica de un grafo di
rigido con n vértices puede escribirse en for

ma general asi:

n a4
qTTx )
n j=1j
C, = ] b X,
G p i

donde a;; es el elemento (£,§) de la matriz

de adyacencia.

Cuando consideramos X = {Xl’XQ""’Xn}
como un subconjunto de los reales la restric-

cidén se expresa por la condicidn

ok i (X;-p)° = 0

pep 1=1
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donde & = {2,3,...,pn} es el conjunto de los
primeros n numeros primos. Si X se considera
como un subconjunto de los nlimeros naturales

la condicidn se transforma en:

2
]

ped

E1l invariante que estamos buscando es el
méximo de la funcidn caracteristica sujeta a
la correspondiente restriccidn. La demostra-
cidn de esta invarianza se explica en [3], pe
ro es tan directa y sencilla que el lector
puede hacerla por si mismo. En nuestro ejem-

plo, este invariante es

Xo . X1XoX3 XX Xg X3Xs
Max CGl = Max X1 X, X5 °Xu' 5
con la condicidn (3) si las variables toman
valores reales o con la condicidn (4) si to-

man valores en el conjunto de los nlmeros na-

turales.

Para el grafo 62 obtenemos como invarian-

te

Max C62 = Max X1 X2°X3 'Xu X5

con la condicidn (3) o con la condicidn (U4);
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como se sefiald antes, Max CGl = Max CGQ'

Resumiendo, los mdximos de las funciones
caracteristicas de dos grafos coinciden si y
sdlo si los grafos correspondientes son iso-
morfos. Sin embargo este invariante no es el
inico que caracteriza el conjunto de grafos
que son isomorfos a un grafo dado. E1 minimo
de la funcidn caracteristica es también un
invariante en el mismo sentido, lo cual sig-
nifica que los minimos de las funciones carac
teristicas de dos grafos dados coinciden si
y s6lo si los grafos son isomorfos. Es eviden
te que para un grafo completamente simétrico
Gb’

triz de adyacencia permanece invariante cuan

es decir, para cualquier grafo cuya ma-

do se hacen permutaciones de la designacidn

de vértices, se cumple que Max CGA = Min CGA’

La funcidn caracteristica no es la Uni-
ca herramienta que sirve para construir inva
riantes del conjunto de grafos isomorfos a
un grafo dado. Como ejemplo de un método di-
ferente consideremos los n2 elementos de la
matriz de adyacencia de un grafo dirigido.
Escribdmoslos en una fila segln un orden pre-
viamente establecido en los elementos de la
matriz; obtendremos asi un nimero en expre-

$idn binaria. Ahora a cada una de las n! per
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mutaciones de la designacidn de vértices corres
ponde un nfimero binario y la correspondencia
estd bien definida. Este conjunto de n! ntme-
ros tiene un mé@ximo y un minimo los cuales
son invariantes del tipo que estamos buscan-

do.

Siguiendo estas ideas el lector podrd en
contrar otros invariantes que caractericen el

conjunto de grafos isomorfos a un grafo dado.

Ademds del interés tedrico del problema
de encontrar invariantes del tipo mencionado,
el calculo de ellos utilizando un algoritmo
ligado a un polinomio , constituiria una ma-
nera de resolver el problema de isomorfismo
entre grafos, a saber, encontrar un métado
eficiente para determinar si dos grafos son
isomorfos. Trataremos estos problemas en un

prdximo articulo.

La solucidn del problema de isomorfismo
entre grafos no solo tiene un interés acadé-
mico sino que también tiene importancia prac
tica en cuestiones como: a) el establecimien
to de una nomenclatura unificada en quimica
orgénica, b) la aplicabilidad del andlisis
hecho en ciertos sistemas a otros del mismo

tipo (circuitos electrdnicos) y c¢) la medi-
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da del grado de complejidad de una variedad

de sistemas.

Finalmente observamos que los métodos que
hemos aplicado a grafos dirigidos pueden exten
derse de una manera natural a otras clases de
grafos, por ejemplo a los grafos no dirigidos,
a los grafos ponderados y a los grafos rotula
dos. Consideremos por ejemplo el caso de los
grafos no dirigidos. Se cambia cada arco que
une vértices distintos por un par de flechas
dirigidas en direcciones opuestas y se cambia
cada arco cerrado por una flecha simple. Ob-
tenemos asi un grafo dirigido tal que cualquier
invariante (con respecto a la designacidn de
vértices) para este grafo es tambié&n un inva-
riante del mismo tipo para el grafo no dirigi
do. Siguiendo este criterio, el grafo no diri
gido de la Figura 4 puede considerarse como el
grafo dirigido de la Figura 5. Cuando esta-
mos trabajando en un "universo" de grafos no
dirigidos, no hay problema en considerar como
invariante de un grafo dado al invariante del

correspondiente grafo dirigido.
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' 2
5

Figura 4

2

8

Figura o
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