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CUERPOS CUADRATICOS EUCLIDIANOS

Tvdn Castrno Chadid

DEFINICION. Sea m un entero distinto de 1 y
exento de factores cuadrados.

Diremos que el cuerpo cuadratico Q[/ﬁ] es eu
clidiano, si el anillo H[/mj de los enteros

de m[/ﬁﬂ es un anillo euclidiano.

El problema de determinar para qué va-
lores de m, es Q[ﬁ?} euclidiano no ha sido
resuelto afin en su totalidad, aunque si se
ha podido determinar en forma precisa cudles
son los enteros m tales que, el valor absolu
to de la norma es un algoritmo euclidiano

asociado a H[v/m].

Esta prueba no es elemental y por el con

trario en ella participaron haciendo impor-
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tantes aportes durante ma@s de medio siglo mu-
chos matem&ticos cuya lista parcial puede en-
contrarse en el articulo titulado "E1l algorit
mo euclidiano en cuerpo cuadrdticos de nime-
ros", escrito por H. Chatland y publicado en
el Bulletin Amer. Math. Soc. 55(1949), (pp.9us-
953), en donde se dan ademds las referencias
de dichos resultados. Vale la pena recordar
que Chatland creyd haber probado que m[/§7j
era euclidiano para el valor absoluto de 1la
norma como algoritmo euclidiano, pero Barbes
y Swinnerton-Dyer [Acta Math. 87(1952) 259-
323] probaron que Q[/§7] no es euclidiano pa-

ra esta funcidn.

Para m < 0 L.E. Dickson, demostrd [L.E.
Dickson, Algebren und ihre Zahlentheorie, Zu-
rich and Leipzig 1927, pp.150—151] que el va-
lor absoluto de la norma es un algoritmo eu-
clidiano si y sdlo sim = -1, -2, -3, -7y
-11.

Finalmente Chatland y Davenport partien
do de todos estos resultados demostraron [Ca-
nadian Journal of Math. 2(1950), 289-296] el

siguiente teorema:

"El valor absoluto de la norma es ua
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algoritmo euclidiano asociado a H[/ﬁ], 81 s1%
m=-11, -7, -3, -2, -1, 2, 3, 5, 6, 7, 11,
13, 17. 19, .21 2 29, @43, 37, 41, 57, 73",

Como puede verse,llegar a este resulta-
do implicd un gran esfuerzo, pero sdlo signifi

cd una solucidn particular del mismo.

En el presente articulo pretendemos di-
fundir la prueba de que para m < 0, H[/m] es
un dominio euclidiano., si si, m = -11, -7, -3,
-2 y -1 siendo ésta una solucidn general del
problema para valores negativos de m, resulta
do que como hemos visto va a coincidir con el
obtenido para el caso particular del valor ab

soluto de la norma.

LEMA 1. Si m = -3, -7 y -11, H[/ﬁ] es un domi-

nio euclidiano.

Demostracidn. Veamos que el valor absoluto de
la norma es un algoritmo euclidiano asociado
a H[/Wﬂ.

Debido a las propiedades de la norma y
del valor absoluto, bastaria sdlo demostrar
que si B = H[/ﬁ] con B # 0, existen q,n €
H[/m] tales que o = @B+4 con |[N(n)]| < fN(B)I#

* En el presente articulo notaremo: la norma de

Z = atb /m como N(Z) = a?-mb?.
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En efecto -1
aB = u+v/m en donde u,v € Q.

Tomemos R €2 tal que |2v-R| € %.

como [2u] € 2u < [2u] + 1, tomamos
S « {[2u}, -[2u} + 2},
Tal que tenga la misma paridad que R. Luego

2|R-S| y |2u-S| <1

Al tener R y S la misma paridad ¢ =
S+RvVm

€ H[/m] ya que para estos valores

N

m 1 mod 4.

Por otra parte:

(aB™1-q)8

a-qB

S+RVm
2

8 ((2u-3) + (2v-R)/m)

lﬂ%ﬁll | (2u-8)2-m(2v-R)?|
N(B) _m
L3} TS

)B

(u+v vVm -

n

Luego |N(a-gB)|

<
S lﬂéﬁlL (1+-%%)
< 12 N8|

< |N(B)]
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De donde, si llamamos 4 = 0-¢B tenemos que

o = qB+n con |[N(n)| < |N(B)]
que es lo que queriamos demostrar.

LEMA 2. Sim = -1y —2sH[/mj es un dominio

euclidiano.

Demostracion. En una forma similar a la dada
en la prueba del Lema 1, vamos a demostrar
que si a y BEH[/M] con B # 0, existen

q,n € H[V/m] tales que

o = Bg+r con |N(n)| < |N(B)].

En efecto

aB-i = u+v/m en donde u,veq.

Tomemos X,Y € Z tales que

1 1
lu-x] €3y lv-yl <%

Si R=u-x y S = v-y , entonces

aB ! = (R+X) + (S+V)/m .

Luego

B(R+S/m) = a-B(X+Y/m) < H[/m)].
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Si & = B(R+SVm), entonces,
INC)| = [N(B)Y| |R2-mS2?].
2 i3

Pero |R2—mS2| 3 % tr<sg -
De donde |[N(n)| < |N(B)]| % < |N(B)| 1o cual

completa la demostracidn.

OBSERVACION 1. Recordemos que si D es un domi
nio entero con unidad y S8 un subconjunto de D,
el conjunto derivado S' de S, se define como

S' = SNB en donde
B={be?D/3a=Dy a+hD = S}.

Ademids si DO = DP-{0} entonces Dn % Dn—l ¥n > 1.

Se sabe (ver [5] observacidn 3) que una condi
cidn necesaria y suficiente para la existencia

de alglin algoritmo euclidiano asociado a D es
: oo

que la N Dn = f.
n=0

Vamos a apoyarnos en este hecho para po

der cumplir con el objetivo que nos hemos pro
puesto.

Veamos el siguiente lema en donde se da

una definicidn alternativa de conjunto deriva

do.
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LEMA 3. S' = {b =S /3a D, Yeo=0 - 8§,
at+e & <b>}

Demostracidn. Sea

T={beS/3acD, Ve =D-S, a+c & <b>}

1) Si b =T, entonces, b €S y existe a =0
tal que ¥c = D-S, at+c ¢ <b>. Por lo tanto,
Vee D-S y Va =D, ¢ # -a+ab. De donde

Vo= D, -a+ab € D-S, luego -a+ab = S, V¥a €7D,
De lo anterior se desprende que -a+bD =S y

por consiguiente b & SNB = S'.

2) Sea be SNB, entonces, b € S y existe

a < D tal que a+bD = S. Si existiera ¢ = D-S
tal que -a+c € <b>, entonces, ¢ = a+ob para

algin a € D. Pero a+ob € a+bD < S, entonces,

¢ = 8S. Lo cual es una contradiccidn.

Luego Ve D-S, -a+c & <b>. Por lo tanto
beT,

EJERCICIO.
§i 0 = P-{0}, entonces D, = P - D—(D*U {o})
o 1 )

en donde D* es el conjunto de unidades de D.
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Desarrollo. Sea b =« Ui, entonces, existe a €0
tal que a ¢ <b>. Luego b ¥ D* y como b # 0,
entonces b € D-(D*IJ{O}). ;

Por otra parte, si d EID—(D* U{o}), en-
tonces d ¢ D" U{0}. Por lo tanto d no divide
a 1. De donde 1 ¢ <d> y por lo tanto d <?,.

DEFINICIONES.
1) Sea b = D-(D¥ U{0}), b se denomina un divi
s0n de Lado de a e D, si existe e =p* U {0}

tal que bla + e.

2) Sea b eID—(D*U{O]’), b se denomina un divi
son univernsal de Lado de D, si b es un divisor
de lado de a, Va €07.

OBSERVACION 2.

02 = {bEZU-(D*lJ{O})/ b no es divisor univer-
sal de lado de D}

LEMA 4. Si D no es un cuerpo y no tiene divi-

sores universales de lado, entonces, no es

euclidiano.

Demostracién. Si D no tiene divisores universa
*

les de lado, entonces 02 = 0-(D U{o0}) = 01

de donde Dn = Dl, ¥n €« N,
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(o]
Luego ] Dn = 01 # 9. (Si D fuese un cuerpo
n=0 .
01 = @) de donde se tiene que D no es eucli-
diano.

LEMA §. *2 y *3 son irreducibles en H[/-m],
(m > 0), si si, m # 1,2,3,7 y 11.

Demostracidén. =) Si *2 y *3 son irreducibles

en H[V—mlentonces:

a) m # 1 ya que 2 = (1+4)(1-4) y ninguno de

estos valores es una unidad de H[/—l].

b) m # 2 por que 3 = (14V720) (1-V/Z%) y ninguno
de estos factores es una unidad de H[/-Q].

c) m # 3 debido a que 3 = (0+/3%)(0-V3L) y
estos dos elementos no son unidades de

H[/=3].

d) m # 7, ya que 2 = (1/2+(1/2)/-711/2-(1/2/=D y

estos factores no son unidades de H[/=7].

e) m # 11, por que 3 = (1/2+(V11/2)4)(1/2 -
(/Y11/2)4) y estos factores no son unidades

de H[/-1T].

%) 1) Supongamos que 2 es reducible en
H[/-m] para algn m # 1,2,3,7,11 entonces -2
tambi&n lo es.
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Luego existen Z, W CZH[/?E] ninguna de las dos
unidades, tales que 2 = ZW. Entonces N(2) =
N(Z)N(W). De donde & = N(Z)N(W). como N(Z) # 1

y N(W) # 1 por no ser unidades entonces N(Z) =2.

Se presentan las siguientes posibilidades.

1. Que Z = a+biv/m con a,b = 2.

En este caso la ecuacidn N(Z) = 2 se transfor-
ma en a’+b%m = 2.

.) Si b = 0, entonces a2 = 2 lo cual im
plica que x2 -2 es reducible sobre 0 pero este

hecho contradice el criterio de Eisenstein
para p = 2.
.) Si b # 0, entonces b2 m > 5 y por

lo tanto a2+b2 m > 2 1lo cual tambié&n es una

contradiccidn.

2. Que Z = (a+1/2)+(b+1/2)/mi, con a,b € Z.

En este caso la ecuacidn N(Z) = 2 se transfor
ma en (a+1/2)2+(b+1/2)21n= 2 y ademas -m = 1
mod 4 (ver [1] Teorema 238), como en particu-
lar m # 3, 7 y 11, entonces m > 11. Luego
(b+1/2)%2m » (b+1/2)%2 11 » 1L > 2. Lo cual

nos conduce a una contradiccidn.

2) Supongamos que 3 es reducible en H[V—m] pa
ra algn m # 1,2,3,7 y 11 entonces -3 tambi@n

lo es.
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Luego existen Z,W « H[V-m] ninguna de las dos
unidades,tales que 3 = ZW,
Entonces N(3) = N(Z)N(W). De donde

9 = N(Z)N(W).

Como N(Z) # 1 y N(W) # 1, entonces
N(Z) = 3. Se presentan las siguientes posibi

lidades.

1. Que Z = a+b4iv/m, con a,b = Z.

En este caso la ecuacidn N(Z) = 3 se transfor
ma en a2+b2m = 3. ,
.) Si b = 0, entonces a? = 3 1o cual

implica que X2-3 es reducible sobre @ pero es
te hecho contradice el criterio de Eisenstein
para p = 3.

.) Si b # 0, entonces b2m 2 5 y por 1lo
tanto a2+b2m > 3, lo cual también es una con-

tradiccidn.

2. Que Z = (a+1/2)+(b+1/2)4Vm, con a,b = Z.

En este caso la ecuacidn N(Z) 3 se transfor

ma en

H
w

(a+1/2)2 + (b+1/2)°m

y adem8s -m = 1 mod 4. Comom # 3, 7 y 11,

entonces m > 15. Luego (b+1/2)2m > (b+1/2)2

183 3] > 3, lo cual nos conduce a una contra

m
diccidn.



18 aportes

LEMA 6. Los Ginicos divisores de lado de 2 en
H[V/=m] (m > 0), m # 1,2,3,7 y 11 son *2 y *3.
Demostracion. *2|2 + 0 y *3|2 + 1. Ademéds si
b = H[/:R] - {0,+1} es tal que b | 2 + ¢ para
algin ¢ ={0,1,-1} y b # £2, £3, entonces exis
te a & H[/=n] tal que ab = 2 + e. Se presentan

las siguientes posibilidades:

1) Que ¢ = 0. Entonces ab = 2 y por lo tanto
2 es reducible en H[V—m] lo cual contradice el

Lema 5.

2) Que ¢ = 1. Entonces ab = 3 y por lo tanto
3 es reducible en H[/-mM] lo cual también con

tradice el Lema 5.

3) Que ¢ = -1. Entonces ab = 1, luego b es una
unidad de H[/-mM] pero para m > 0, m # 1,3,
las unidades de H[/=m] son 1 y -1 (ver [1]
Teorema 9.22) lo cual también es una contra-

diccidn.

LEMA 7. Si -m # 1 mod 4, entonces %2 no es un
divisor de lado de Lvm.

Demostracibn. Es suficiente el demostrar que
2 no es un divisor de lado de {/m. Suponga-
mos que 2 es divisor de lado de {/m, entonces

existe ¢ « {0,+1} , tal que 2 |4 Vm+e .
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Luego existe a « H[/-m] tal que 2 = e+i/m.
o = a+bivm con a,b Z, entonces 2a = ¢ y

2b = 1 lo cual es absurdo.

LEMA 8. Si -m Z 1 mod 4, entonces *3 no es

divisor de lado de AvVm.

Demostracidn. Si 3|ivYm+e para algin ¢ « {0,1,
-1}, existe a « H[/-m] tal que 30 = i/m+e.
o = a+biv/m con a,b € 7, entonces 3a = e y

3b = 1 lo cual es absurdo.

LEMA 9. Si -m = 1 mod 4, entonces *2 no es

divisor de lado de 1/2 + £/2 V/m.

Demostracidén. Si 2|1/2 + 4/2/ m+ e para algin
e = {0,1,-1}, existe o = H[/-m] tal que
20 = 1/2 +e+ L/2/m.

o debe ser de la forma (a+1/2)+(b+1/2)4¥Ym pa-
ra algunos a4,b € Z. Luego 2a+1 = 1/2+e¢ y
2b+1 = 1/2, 1o cual es absurdo.

LEMA 10, Si -m = 1 mod 4, entonces *3 no es
divisor de lado de 1/2 + A/2 Vm.

Demostracidn. Supongamos que 3|1/2 + £/2/m+e
para algin ¢ € {0,1,-1}, existe a € H[V—m]
tal que 3a = 1/2 +e+ £/2 /m .
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a debe ser de la forma (a+1/2)+(b+1/2)4i/m para
algunos, a,b &€ Z. Luego 3a+3/2 = 1/2 +e¢ y
3b+3/2 = 1/2 lo cual es absurdo.

LEMA 11, Sim > 0, m # 1,2,3,7,11, H[/=m] no

tiene divisores universales de lado.

Demostracidn. Si o fuese un divisor universal
de lado de H[/-m], entonces a seria en parti-

cular divisor de lado de 2.

Pero los finicos divisores de lado de 2 en
H[/=m] son 2 y *3 (Lema 6). De los Lemas 7,
8, 9 y 10 se desprende que %2 y *3 no son divi
sores universales de lado de H[V/-m], m # 1,2,
3,7 y 11. Luego H[ -m| no tiene divisores uni-

versales de lado para estos valores de m.

LEMA 12. Sim > 0, m # 1,2,3,7 y 11, H[/-m]
no es un dominio euclidiano.

Demostracién. H[/-m] no es un cuerpo y tampo-
co tiene divisores universales de lado (Lema

11) por lo tanto no es un dominio euclidiano

(Lema 4).

TEOREMA. H[/m ] para m < 0 es un dominio eucli
diano, si si, m = -1, -2, -3, -7 y -11.
Demogtracidn. Consecuencia inmediata de los le

mas 1,2 y 12,
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