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CUERPOS CUADRATICOS EUCLIDIANOS

Ivan CCU>:Oto Chadcd

DEFINICION. Sea m un entero distinto de 1 y

exento de factores euadrados.
Dir emo s que el euerpo cuadrat ico (ij [lmj es e~
clidiano, si el anillo H[~] de los enteros
de lQ [1m) esun ani 110 eueli dian 0 .

El problema de determinar para que va-
lor es dem, es (ij [1m] eueli d ian 0 no has id0
resuelto aun en su totalidad, aunque s1 se
ha podido determinar en forma preeisa euales
son los enteros m tales que, el valor absolu
to de la norma es un algoritmo euelidiano
asociado a H [1m] •

Esta prueba no es elemental y par e1 eo~
trario en ella participaran hacienda impor-
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tantes aportes durante mas de medio siglo mu-
ehos matematieos cuya lista parcial puede en-
contrarse en el articulo titulado "El algori!
mo euclidiano en cuerpo euadraticos de nume-
ros", escrito por H. Chatland y publicado en
e1 Bull etin Am er-, Mat h. Soc. 55(194 9 ), (pp .948-
953), en donde se dan ademas las referencias
de dichos resultados. Vale la pena reeordar
que Chatland creyo haber probado que m[l9f]
era euclidiano para el valor absoluto de la
norma como algoritmo euclidiano, perc Barbes
y Swinnerton-Dyer [Acta Math ..87(1952) 259-
323] probaron que m[l9T] no es euclidiano pa-
ra esta funcion.

Para m < 0 L.E. Dickson, demostro [L.E.
Dickson, Algebren und ihre Zahlentheorie, Zu-
rich and Leipzig 1927, pp.150-151] que el va-
lor absoluto de la norma es un algoritmo eu-
clidiano si y solo si m = -1, -2, -3, -7 Y
-11.

Finalmente Chatland y Davenport partie~
do de todos estos resultados demostraron [Ca-
nadian Journal of Math. 2(1950), 289-296] el
siguiente teorema:

"El valor absoluto de la norma es
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algoritmo euclidiano asociado a H[IimJ, si si,
m = -11, -7, -3, -2, -1, 2, 3, 5, 6, 7, 11,
13, 17. 19, 21, 29, 33, 37,41,57,73".

Como puede verse,llegar a este resulta-
do implico un gran esfuerzo,pero solo signif~
co una solucion particular del mismo.

En el pr~sente art!culo pretendemos di-
fundir la prueba de que pard m < 0, H[Im] es
un dominio euclidiano, si si, m = -11, -7, -3,
-2 Y -1 siendo esta una solucion general del
problema para valores negativos de m, result~
do que como hemos visto va a coincidir con el
obtenido para el caso particular del valor ab
soluto de la norma.

LENIR 1. Si m = -3, -7 Y -11, H[lmJ es un domi-
nio euclidiano.

Demostraaion. Veamos que el valor absoluto de
la norma es un algoritmo euclidiano asociado
a H [1m] .

Debido a las propiedades de la norma y

del valor absoluto, bastarla solo demostrar
que si a.S e:: H [1m] con S I 0,
H[Im] tales que a = qB+~ con

existen q ,»: E:

IN(/t)1 < IN(B)I~"·

..t: En el presente artlculo no t ar emc»
Z = a+b 1m como N( Z) = a2-mb2.

La :lormd de
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En efecto -1 /7'as = u+vvm en donde u,v E m.
memos R e: Z tal que /2V-R I
omo [2uJ ~ 2u < [2uJ + 1, tomamos

S e: {[2u], [2u] + 1}.

Tal que tenga la misma paridad que R. Luego

21 R-S I y 12U-S I < 1 •

Al tener R y S la misma pari dad q =
S+R

2
1m e: H [ r.::::om'l. IVfflj ya que para estos va ores

m :: 1 mod 4.

Por otra parte:

a-qS = (a(3-1_qb(3

= (u+v 1m' - S+RIm) (3
2

= ~ « 2u- S) + (2 V - R ) 1m)

Luego IN(a-q(3)/ = .IN(S)L 1(2U-S)2_m(2V-R)21
4

IN(8)L m
~ (1 - -)

4 4

~
J N( 8) L (1 +!!.)
4 4

~ ~~ IN«(3)1

< IN(8)1
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De donde, si llamamos ~ = a-qS tenemos que

a = qBt~ con IN(~)I < IN(B)/

que es 10 que querlamos demostrar.

LEMA 2. Si m = -1 Y -2, H[Im] es un dominio
euclidiano.

Demostracion. En una forma similar a la dada
en la prueba del Lema 1, vamos a demostrar
que si a y S e: H [1m] con 8 "I 0, exis ten
q,~ e: H[Im] tales que

a = SqtJt con

En efecto

- 1 r:»as = utvv'm en donde U,ve:{ij.

Tomemos x,y e: ~ tales que

I u-xi 1
~ '2 y Iv-yl 1

~ '2

Si R = u-x y s = v-y entonces

-1 (R+X) (StY)1m •as = t

Luego
B(RtS/m) = a -8 (XtYIm) e::: H [1m] .
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Silt = S CR +s1m) ,
!NCIt)/

Pero IR2_m$2/

entonces,
= INCS)I
1 2

~ 4" + '4 ~

De donde /NCIt)j ~ INCS)/ ~ < INCB)/
completa la demostracion.

10 cual

OBSERVACION 1. Recordemos que si V es un domi
nio enter0 con unidad y $ un subconjunto de V,
el conjunto derivado $' de $, se define como
$' = $ n B en donde

B = {b e:: V / 3 a e:: V y a+bV S $} .

Ad ema s si Vo = V-{o} entonces Vn = V~_l IJn ~ 1.

Se sabe Cver [5J observacion 3) que una condi
cIon necesaria y suficiente para la existencia
de algun algoritmo euclidiano asociado a V es

. CXl

que la n V n = 0.
n=O

Vamos a apoyarnos en este hecho para p~
der cumplir con el objetivo que nos hemos pr~
puesto.

Veamos el siguiente lema en donde se da
una definicion alternativa de conjunto deriva
do.
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LENAJ. S' = {b &: S / 3 a Ii:: V, Vc. e: V - S,

a+c. ¢ <b>}

Demo8t~aci6n. Sea

T = {b e: S l"3 a c V, Vc. e: V-S, a+c. fj::. <b>}

1) Si b e: T, entonees, b e: S y existe a e: V

tal que \Jc. e: V-S, a+c. ¢ <b>. POI" 10 tanto,

\Jc. e: V-S y Va e: V, c. t -a+ab. De donde

\Ja e: V, -a+ab tf= V-S, luego -a+ab e: S, Va e:: V.

De 10 anterior se desprende que -a+bV sS y

pOI" eonsiguiente b E: S n B = S'.

2) Sea be: S n B, entonees, b e: S y existe

a e: V tal que a+bV ~ S. Si existiera c. e: V-S

tal que -a+c. E: <b>, entonces, C. = a+ab para

algun a ~ V. Pero a+ab e:a+bV £ S, entonees,

C. e: S. Lo eual es una eontradiecion.

Luego 'lJ,!e: V-S,

b c:: T.
-a+c. ~ <b>. POI' 10 tanto

BrTBRCICIO.
.'.

s r V = V-{O}, entonees V1 = Vo = V-(V" U {o})
o *en donde V' es el eonjunto de unidades de V.
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Desarrollo. Sea b E V1' entonces, existe a EV

tal que a ¢ <b>. Luego b 'FV* y como b ., 0,
o ",entonces b e:: v-ev u f o l).

Por otra parte, si d e:: V- ev~" u {O}), en-

tonces d 1= V~" u {o } • Por 10 tanto d no divide

a 1. De donde 1 ~ <d> y por 10 tanto d e:: V
1

.

DEFINICIONES.

1) Sea b e:: V - e V ~', U {o } ), b sed enomina un d-i v-i
-6OJt de La do de a e:: V, si existe e e:: V'" U {oJ

tal que b/a + e.

2) Sea b e:: V - e V"' U {o} ), b sed enomina un d-i v-i
-6OJt un-iveJt-6al de lado de V, si b es un divisor

de lado de a, \Ja e:: V.

OBSERVACION 2.

V = {b £v-ev~" U {O})/ b no es divisor univer-2
sal de lado de V}

Demostraai6n. Si V no tiene divisores universa

Les de lado, entonces V2 = v-ev* U ( o l i = V1
de donde Vn = V1, Vn em.
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00

Luego n Vn = V1 "10. r s ; V fuese un cuerpo
n=oV1 = 0) de donde se tiene que V no es eucli-

diano.

LEMA [j. ±2 Y ±3 son irreducibles en H[/-m],

(m > 0), si si, m"l 1,2,3,7 y 11.

Demostraci6n. ~) Si ±2 Y ±3 son irreducibles
en H[1=mj entonce,s:

a) m , 1 ya que 2 = (1+~)(1-~) Y ninguno de
estos valores es una unidad de H[~J.

b) m "I 2 por que 3 = (l+~i)(l-I2~) Y ninguno
de estos factores es una unidad de H[~].

c) m , 3 debido a que 3 = (O+IY~)(O-IY~) y
estos dos elementos no son unidades de
H[~J .

d) m"l 7, ya que 2 = (1/2+(1/2)1=7')(1/2-0/20)y
estos factores no son unidades de H[~].

e) m ~ 11, par que 3 = (1/2+(;rr/2)~)(1/2 -
(1fr/2)~) y estos factores no son unidades
de HI!="IT].

~) 1) Supongamos que 2 es reducible en
H[/-mJ para algun m I 1,2,3,7,11 entonces -2
tambi'n 10 es.
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Luego exist en Z, W E: H[/-mJ ninguna de las dos
unidades, tales que 2 = ZW. Entonces N(2) =
N(Z)N(W). De donde 4 = N(Z)N(W). Como N(Z) 'f 1

y N( W) 1 1 par no ser unidades entonces N( Z) = 2.

Se presentan las siguientes posibilidades.

1. Que Z = a+bilim con a,b E~.

En este caso la ecuacion N(Z) = 2 se transfor-
rna en a2+b2 m = 2 •

•) Si b = 0, entonces a2 = 2 10 cual im
2plica que X -2 es reducible sobre (J) perc este

hecho contradice el criterio de Eisenstein

para p = 2 .
.) Si b 1 0, entonces b2 m ~ 5 Y por

10 tanto a2+b2 m > 2 10 cual tambien es una
contradiccion.

2. Que Z = ( a+ 1/2 ) + ( b + 1/ 2 ) Imi, con a, b E: Z •

En este caso la ecuacion N(Z) = 2 se trans for
rna en (a+l/2)2+(b+l/2)2m= 2 y adema s -m == 1
mod 4 (ver [lJ Teorema 238), como en particu-
lar m 'f 3, 7 Y 11, entonces m > 11. Luego

2 2 11(b+l/2) m ~ (b+l/2) 11 ~ 4"" > 2. Lo cual
nos conduce a una contradiccion.

2} Supongamos que 3 es reducible en H[/-mj p~
ra algun m 1 1,2,3,7 y 11 entonces -3 tambien
10 ea.
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Luego exist en Z,W £ H[/-mJ ninguna de las dos
unidades,tales que 3 = ZW.

Entonces ~(3) = ~(Z)~(W). De donde
9 = N(Z)~(W).

Como ~(Z) 1 1 Y N(W) ~ 1, entonces
~(Z) = 3. Se presentan las siguientes posib~
lidades.

1. Que Z = a+b~~, con a,b ~ z.
En este caso la ecuacion N(Z) = 3 se transfor

2 2
rna en a +b m ~ 3 •

.) Si b = 0, entonces a2 = 3 10 cual
2implica que X -3 es reducible sobre m perc es

te hecho contradice el criterio de Eisenstein
para p = 3 .

.) Si b ~ 0, entonces b2m ~ 5 Y por 10
tanto a2+b2m > 3, 10 cual tambien es una con-
tradiccion.

2. Que Z = (a+l/2)+(b+l/2)~~, con a,b ~ z.
En este caso la ecuacion ~(Z) = 3 se transfor
rna en'

y ademas -m = 1 mod 4. Como m F 3, 7 Y 11,
entonces m >;. 15. Luego (b+l/2)2m ~ (b+l/2)2

15 ~ ~5 > 3, 10 cual nos conduce a una contra
diccion.
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LE~A 6. Los unicos divisores de lado de 2 en
H[/-mj (m > 0), m '! 1,2,3,7 Y 11 son ±2 y ±3.

Demoatracion. ±~12 + 0 Y ±312 + 1. Ademas si
b E: H[/-mJ - {0,±1} es tal que b 12 + e. para
aLgfin e. e:: {0,1,-1} y b -;. ±2, ±3, entonces exis
te a e: H[/-mj tal que ab = 2 + e.. Se present an
las siguientes posibilidades:

1) Que e. = O. Entonces ab = 2 Y por 10 tanto
2 es red ucib1e en H [ I-m'J 10 cua1 con trad ice el
Lema 5.

2) Que e. = 1. Entonces ab = 3 Y ~or 10 tanto
3 es reducible en H[/-m'] 10 cual t emb Le n con
tradice el Lema 5.

3) Que e. = -1. Entonces ab = 1, luego b es una
unidad de H [vern] perc para m > 0, m t- 1,3,

las unidades de H[/-mJ son 1 y -1 (ver [r]
Teorema 9.22) 10 cual tambien es una contra-
diccion.

LEMA 7. Si ~m ; 1 mod 4, entonces ±2 no es un
divisor de lade de l~.

Demostraci6n. Es suficiente el demostrar que
2 no es un divisor de lado de lim, Suponga-
mos que 2 es divisor de lado de i~, entonces
existe e. &::: {0,±1} , tal que 2 IiIm+e.
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Luego exis tea E: H [I=YnJ tal que 2 = e+-i 1m.
a = a+b-ilm con a,b e::Z, entonces 2a = e y

2b = 1 10 cual es absurdo.

LEMA 8. Si -m t. 1 mod 4, entonces ±3 no es
divisor de lado de -ilm.

tremo e trao ion , S i 31-i1m+ e para aLg fin e e::{O, 1,
-1}, ex i stea e:: J( [ 1-m'J tal que 3a = -i Im'+ e .
a = a+b-ilm con a,b e::~, entonces 3a = e y
3b = 1 10 cual es absurdo.

LEMA 9. Si -m - 1 mod 4, entonces ±2 no es
divisor de lado de 1/2 + -i/2 1m.

Demo e t rac i.on , Si 2/1/2 + -if 21»1 + e para aLgun
e e:: {O,l,-l}, existe a e::H[/-m] tal que
20. = 1/2 + e + -i/21m.

a debe ser de la forma (a+l/2)+(b+l/2)ilim pa-
ra algunos a, b E: :;Z. Luego 2a+1 = 1/2 + e y

2b + 1 = 1/2, 10 cual es absurdo.

LEMA 10. Si -rn == 1 mod 4~ entonces ±3 no es
divisor de lado de 1/2 + i/2 1m.

Demostracibn. Supongamos que 311/2 + i/21tn+e
para algun e e:: {O,l,-l}, existe a E: H[~J
tal que 30. = 1/2 + e + i/2 1m .
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a debe ser de la forma (a+l/2)+(b+l/2)~1im para
algunos, a,b «: 7. Luego 3a+3/2 = 1/2 + e. y

36+3/2 = 1/2 10 cual es absurdo.

LEMA11.Sim>0.m..1.2.3.7.11 , H [v'-m:J no
tiene divisores universales de lado.

DemoBtl'aci6n. Si a fuese un divisor universal
de lado de H[v'-mj, entonces a seria en parti-
cular divisor de lado de 2.

Pero los unicos divisores de lado de 2 en
H [v'-mJ son ±2 y ±3 (Lema 6) • De los Lemas 7,
8 , 9 Y 10 se desprende que ±2 v ±3 no son divi
sores universal.es de lado de H [v'-mJ , m t- 1,2,
3,7 Y 11- Luego H [;:m'] no tiene divisores uni-
versales de lado para estos valores de m.

LENA 12. Si m > 0, m t- 1,2,3,7 Y 11, H[v'-m1
no es un dominio euclidiano.

DemoBtl'(Jai6n. H [/-m] no es un cuer-po y tampo-
co tiene divisores universales' de lado (Lema
11) pOI' 10 tanto no es un dominio euclidiano
(Lema 4).

T80REMA. H[~J para m < 0 es un dominio eucl!
diano, si si, m = -1, -2, -3, -7 Y -11.

DemoBtraai6n. Consecuencia inmediata de los Ie
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