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ALGUNOS RESULTADOS SOBRE LA GEOMETRIA
DE UN DOMINIO CONVEXO DEL PLANO

Maria Viotoria GUTIERREZ
INTRODUCCION

Dado un domino D del plano, oonvexo para

una metrica riemanniana dada (en el sentido de qua entre

dOB puntos oualesquiera de D exista una y solo una geod!

sioa oontenida en D)', nos proponemos en e1 presente tr~

bajo por una parte dar una descripoion de 1a varie-

dad de las geod~BicaB de D y, por otra, usar oata va

riedad para dar una estimaoi6n de 1a metrioa, bajo 180

forma de una desigualdad, en termino6 de 1a longitud de

las geod~sioas entre 108 puntos del borde de D.

La primera parte oontiene los preliminaree neoesa-

rios para e1 desarrollo del trabajo 80bre los fibradOB ta~

gente ~),.,ootangente y unitario asooia.dos a una.variedad

riemanniana , ~s{ oomo sobre la forma de Liouville defini-

da sobre d.Lohce espaoios •

La segunda parte oontiene 1& desoripoi6n de 1s va-

71



.
riedad de las geodesicas sobre D y finaliza Con una ex-

presion para el volumen del fibrado unitario de D en tar

minos de la longitud de las geod~sioaa entre 108 puntos

del borde, olave en la demostracion de la estimaoion que

oonstituye la tercera parte del presente articulo.

r., PRELIMINARES

-n.i . EL FIBRADO TANGENTE TM Y su Dual T M •
I

Sea M una variedad de dimension n, TM

au f'brado tangente , esto as ,

TM ...U
x E M

T Mx

donde T M es el espaoio veotorial de veotores tangentesx
a M en el punto x. Notaremos PM la proyeooion

PM • TM ....M •

TM est! provieto de una estruotura natural de dl-

mansion 2n • En efeoto , sea (~1) un lIistema de ooorda

nad as del punta x en M • Y sea (.: 'i~l) 1a base oanonioa
(xi)

ex
de T M asooiada a . Todo v l! T M puede eeoribirx x
se como una oombinaoion lineal de los



v ..

donde Xi • Dxi (v) i oonaiderada la i-esima, x oomo pr£

yeocion i M :JR. Otra notacion Clue lOBx I .... usaremOB para
Xi sara d~ i (x i xi) llamado el sistema de• , as ooor-

denadas oan6nioas •

PodemoB oonsidarar , entonc~B, a1 fibrado tange~

te a 1a variedad TM, as decir, el doble fibrado tan-

genta TTM. TTM esta fibrado de dos maneras diferentes

sobra TM, aeta dob1e fibraoion verifioa e1 siguiente

diagrama conmutativo I

TPM
TTM ... TM

PTM f" PM

TM ... M
PM

donde TPX e8 1& aplicaoi6n tangente de PM.

En ooordenadas looales oan6nic&s un elemento
X'( e TT(TM) 8e esoribe • (xi, Xi, yi ,~i.)

P.r. (ll). (x1~ Xi)

donde



Para oada x eM, oonsideremos -T Mx el espaoio

TPM (XlC) .. (xi', yi)

~ • DXi (JX) 6 bien ,

y

idTMX •

dual de T M • Sea
x

- UTN .. T M •
xeM x

-T M es llamado el fibrado ootangente de M •

Sea (xi) t . t d d dcomo an es, un SlB ema e ooor ena as

del punto x EM. y (~) la base oan6nioa de TxM.
ax -la base dual de T M,x i.e.

Todo el~mento ~: de se asoribe entonoes oomo una

oombinaoi6n lineal de lOB dX! as deoir ,

J; • t/Jf dX!
i

De la.definlo!6n de 1a base dual tenemos que ./)11./J ( ~).
IX

De manera semejante &1 flbrada tan~ent., .1 f1-

brado ootangent. estA provisto de una e8truotura natural



de variedad de dimensi6n 2n. Un sistema de coordenadas

6 . ~ d d (xi, ~i) donde rd ssta'def i.>oan nleaa ser~ a 0 par : J~ J~ ~

nido como antes •

Su fibrado tangente TT M verifica el siguie~
te diagrama conmutativo I

-ItT M TM

-T M M

P M

La exp resi Sn local de un elemento 1\ E TT M en

ooordenadaa can6nicas aa entoneea: i ,i i i(x ,fj , X , Y ) ,

donda
P'l'-M (1\" ). (xi,.!3)

Tp-
M

(1\) '" (xi, Xi)

-FORMA DE LIOUVILLE SOBRE T M Y TM.

-Sabre e1 f1brado ootangents T M existe u

na l-form& 0&n6n10a def1nida par I
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La expresion de d en ooordenadas looales 8S I

-Sea 1\ e T T M

d.. .. r.j3j dxj
j

( i ,.i Xi yi):x ,J~\, , .q~ooordenadas 100a18s.

Por definicion

eX (~' ) I: ( t j3,j d:xj) ( r. Xi ~)
j i ex

En efecto, en coordenadas locales ,

y

10 cua1 escri to como oombi nac i Sn lineal de las bases respe,2,

tivas noe da I

8
iex

eX es llamada la forma de Liouville sobre ...
T M • Su 8sori-

tura local mueetra que d.. es no-degenerada. Su diferen-



oial, d q, ea una forma cerrada no-degenerada. En e-

feoto, en coordenadaa locales d q S8 esoribe I

d q "" t dfli " dxi
i

d q define entonoee una estructura simplactioa sobre -T M

y, en oonseouenoia, una forma volumen - (d q )n. (ver

Godbillon (4)) •

Consideremos ahora (M, g) una variedad

riemanniana. Puest6 que g es una 2-forma no-degener~

da, g induoe un ieomorfismo de fibrados entre TM y au
dual T"'M I

TM
p... N

T M

id
M .M

definido por I

p (v) • g(v, .)

Notaremos , e1 isomorfismo inverso •

Estos isomorfismos parrniten transportar 108 obje-

toa definidoB naturalmente aobre T""M en partioular ,

1& forma de Liouville d I Sea d • p-d, .1 pull-baok,g
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de q por p. (1) Entonoes , por definioion de pull-bao ,

para JJ: e 'r (TN) Entonoes Iv

d:g (v)(JI[). «(p(T» (T p(.»
• p'l-.(T p(l[» (TP; ('r p(.» (def. de «)

(PT- •• T p) C1[) (T(P;. p) ()[» •

Las ap1ioaoiones p y T p verifioan 81 sigufente diagr~

11& cOnJIutativo I

T p -T'l'NTTM

PTX J. PT-J(

P -TN -+ T.
-

PI( PI(

id
I( .. J(

En particular ,

Entono8S



De acuerdo a la def~nicion de p tenemos finalmente I

Expresion local en ooordenadas canonicas

n
g ~ t gij dxi ~ dxj

i,j=l

y sea v E Tx M v""
e
i'ax

Entonces ,

n
d. (v). t
g i, j-l

Su diferencial , d eX ,
g

se escribe en coordenadaa looa-

les I

Como en el oaso del fibrado ootangente , d d de
g -

fine una estruotura simpl~otioa sobre TM y, en oonae-

ouencia , (d d. )n es una. forma volumen •g

:V:.3. EL FIBRADO UNITARIO UN

Sea (M,g) una variedad
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riemanniana. A 1a'metrica g 'se aaocia 1a funci6n de

energla Eg aobre TM definida por :

E (v) • g(v,v)g

E1 fibrado unitario m~ est~ definido por I

UM tiene entonces una estructura de variedad de dimensi6n

2n 1 encajada en

El espaoio vectorial tangente a UM en un punta

u es e1 nuc1eo de 1a diferencial de E en e1 punto u.
g

Es decir ,

TUM· Ker (d E (u))u g

En coordenadas locales, un veator

ea tangente a UM a1 y aolamente sil
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1.3.4.
D .g n

d Kg(,ll) - J: ~ Xl Xj yk + 2 t 8i j Xi ~j - 0
l,j,k-l ex i,j-l

lotare.oe tambi'n c(g 1a r88triooi6n de La fornaa

d. Liouvill. & tJII. Adenaae, 00.0 la forlBa

,.L' A (4 c( ,)It-I .e no-de-nerada define - , t t'"' g; I g- por an 0 , !!

na :foraa Yolumen eobre UJ(.

Por otra parte, la _trioag induoe un,- na4tri-

ca, g 80bre TIl -'7, pus8to que UK eet' enoa.jado en

'fI(, 80bre UJI. En ~oordenadas 100al.. (xi, Xi) ,

... eoribe I

1·)·5·
g- i j i jI gij dx • dx + t 81j dX • dX

i,j ij

J. •• ta _trio& lJ ee pu.de asooiar de manera oan6

Id,o'&,UD& 2D-l tora& 'Yo1waell.obre UN. Se d.llueetra

que lIi,oha torma Yo1U118fte. ilJUa1 & I

., 1&_dicla &8001ad&•••
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1\ (d d. 1'-11
g

(n-l) ! (Ver Berger

1;'.4. VOLUMEN DE UM

Consideremos la fibraoion 1t
tIM ... M •

La fibra .,-l() .U M1f\ x = x es isomorfa a la asfara n-lS •

Sea ~ la medida canonioa de la eafera. Entonces

f f d ~ • f f arr ~ d ~g
UM UM

donde ~g es La forma volumen de (M, g) y f E COO(UM) •

En particular, a1 M es una variedad oompaota

UM ea tambi~n una variedad oompaota y de acuerdo al Teor~

rna de Fub1ni tenemos I

Vol (UM, ~ ). f ( f dO ) dPaM Sn-l

• Vol (Sn-l) Vol (M, g) .

1) Dada una aplicaci6n f 1M'" N , M Y N
variadadee diferenoiables, y d una n-forma diferen-

oiable aobr-e N, eL IpUll..,baokde d por t 0 imagen
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reciproca de q par f es la n-farma diferenciable

f-q Bobre M definida par :

f-q (x)(X1, X2,··., Xn)

q (f(x))(Tf(Xl) , Tf(X2),···, Tf(Xn))

p~ra x E M

2) Sa dice que una variedad M aeta encajada en

una variadad N si existe una aplicacion ~ : M ~ N

(encajamiento), tal que :

i) ~ es diferenciable y su diferencial es inyec-

tiva •

ii) ~ es un homeomorfismo de M en ~(M) •

II. LA VARIEDAD DE LAS GEODESICAS SOBRE UN ABIERTO CONVEXO
D DEL PLANO •

11.1. DESCRIPCION DE LA VARIEDAD DE GEODESICAS •

11.1.1.
Sea D un dominio acotado del plano, tal

~ue eu frontera r as una ourva regular, parametrizada

por 1a longitud de aroo euolidiana •

BupongamoB qu~ existe un abierto V que oontiene
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D y una metrioa riemanniana g definida sobre V tal

que D es estriotamente oonvexo oon relacion a dicha me-

trica, es decir, que dos puntos cualesquiera de D
pueden ser unidos par una y solo una geod~sica oontenida

en D. En partioular, ai los dos puntos pertenecen a

La frontera T, digamos :iC:G (a), 'l(s)) y (E!(t),'l'(t))~

con (a,t) E ~O, L-7 x ~O, L-7, donde L es 1a longi

tud de r, existe una y solo una geodasioa K(s, t) que

pasa por estos dos puntas y ningli.notro punto de ',r per-

tenece a K(s, t) •

II.l.2.

Llamemos C e1 conjunto de geodesioas 0-

rientadas de D. Debido a las propiedades de convexidad

de D, C se reduoe a1 conjunto de geodeaicas orienta-

daa entre los puntos del borde, es decir, toda geode-

sica r de C puede ~er proplongada de manera unioa a

una geod~sica que oorta e1 borde de D. Admitimos las

geod~sioa8 reduoidas a un punto del borde •

El oonjunto C tiene una estruotura de variedad

de dimension 2 • En efeoto , la aplioaoi6n ,. C ... r x r
que a oads. r e C a800ia la pareja de puntos (Pr, q'~)

en lOB ouales r oorta e1 borde de D es una blyeoo16n.



Basta considerar Bobre C la estructura de variedad pro-

ducto inducida par ,. Entoncee, 6i e, t, son las co

ordenadas de y q'
r

respectivamente la pareja

(s, t) da las ooordenadae de r.

II.l.3.

Una segunda parametrizacion de C eeta da-

da de la siguiente manera I Sea re C. Puesto que r

e s una geodesica, r esta completamente do t ermi nada par

sus condiciones inioiales, esto es 81 punto de parti-

da p y el vector v tangente a la geod~sica en dicho

punto. Sea s la coordenuda de p en la parametriza-

cion de It y sea -Et al angulo entre v y la tangente a

T en e1 punta p.

fig. 1
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Entonces, (s, &) es un sistema de ooordenadas de la ge-

odesica r E C, & E (0, n), salvo para las geodesioas

oonatantes En oonssouenoia, exists un difeomorfismo &

T x (0, n) Diagonal

Sea C la subvatieaad de un 'definida de

la manera aiguiante para cada p E Ir, oonsidaramos

los vaotores unitarios tangentes en el punto p y dirigi-

dos hacia r .

r

fig. 2

De aouerdo oon 11.1.3., C pueda ser identlfioa-

da oon 1& variedad C de las geodABioas, exoepto por

las geod&sioas oonstantss, e8 deolr ,
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- -.c r x 'r - Diagonal

-La Pz-oye oof Sn n I UD -+ C •

-Dado v E un , sea r la geodesioa orientada quev
pasa por v, aato as, la unioa geod~sioa que tiene a v
oomo oondioion inioial. Entonoes, la aplioaoi6n

....
n I un -+ C que a v haoe corresponder el veotor tange~

te a -perteneoiente a C , as una submersion •

fig. 3

En efeotO' , sean v fijo ,
0

... (vo) U Dv eUD y u • n , u e .
0 D 0 0 m

Sea x • cl(lIl, n) 1e. distanoia de m a n • Entonoes ,
0

de ... tal queI I exiete una veoindad V u en 0 I
0



1\ • 0>.. ... IdV
0

donde 0>.. estd definida por r
0

0>..(u) ... esp' x u •0
0

Aqu! exp' >..uo signifioa e1 veotor tangente a 1a geod~sl

ca con condioion inicia1 u para el valor >.. del para.m!.o
tro , i~e., r (>" ) •

U 0

Es evidente que r

... v
o

ii) dn (vo) • dO>..(uo) ... Id
o

La segunda oondicion implioa la Buryeotividad de dn(v ) •o

Tenemos ~ntonoes, u~a aplicaoion suryeotiva oon diferen-

cial Buryeotiva, es deoir, una submersion suryeotiva •

De ahi e1 nornbre de proyeocion que hernos dado a 1a aplioa-

oion· n •

11.2. CALCULO DE LA FORMA DE LIOUVILLE SOBRE
..o •

11.1.2.

Sea v e tiD en e1 punto x de D. L1&-
memos como antes, rv 1a geod~sioa ouyo veotor tange~



te en e1 punta x es v. Entonces, de acuerdo con

1.2.5., 1a expresion en coordenadas canonicas de 1a di-

ferencial de 1a forma de Liouville para el valor do v es:

11.2.2.

2
d d. (v) • 1:

g ij ,k=l

k) i . 2egkj X (v dx ~ dxJ + E
i i,j-lax

Consideremos un sistema de coordenadas ortogonales

(xi) en una veoindad de x de tal Buerte qU8 S8 tenga

gij ...0 , i r j. Sea d.i el angulo entre v y el vec-

tor tangente a la ix -curva en 91 punto x. Entonces v

tiena par ooordenadas

II:(xl, x2, (gll)- 2 (x) cos

y elvalor de d d.g (v) sera,

I1.2.3.

008

]
12

008 d.1 dx "dx.
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igualdad que se obtiene a partir de
(g )_1/2 cos d..i, Y dXiii

aambiando

por por

a(gu)_1/2
h cos
9X

Ahora bien, de aouerdo al Teorema de Liouville ,

(Ver Besse , (1» , la forma d d.. es invatiante a 10g

largo de una geodesioa. Esto implica que

dd.. (v). d d.. (n (v» para todo v e UD •g g

Supongamos que r, el borde de D est! param!.

trizado por la longitud de aroo s y que (x1(s» son

las coordenadas de 1 punto p e '11 tal que n(v) e U D .
p

Entonces, pU8stO que 01 campo de veotores a 10 largo de

una geod~sioa as paralelo y a1 transporte para1e10 prese£

va lOB 'ngulos, tenemos I

. ~ d~
d c(i (x(V» .... (gIl) 2 8en 01 d" d c(1 1\ dB .-

(g22)
1
/2 sen a.2 dx

2
d eX 1\ d.

ds 2

[
- )1/2 dxl ()1/2 '" d~ N L,.. (gll sena.l d'BdeXl+ 822 .en\..\2cr;4~2J~~J

Sea & e1 Angulo formado por 81 veotor un1tar10 tangent.
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al borda r, da coordenadas

y n(v) •

fig. 4

Entonces ,

y

11.2.6.
1

dx d a
1

+dB

Reamp1azando 11.2.6. an 11.2.4. se obtiena la

expresi6n de 1a forma de Liouville sobre C y, por 1-

dentifioaoi6n de 0 oon C, sobre la variedad de las
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geodesioa.s *

f ~ d qg (n (v)) • - sen & de-A ds, y

f~r .• sen e- de-" da, e- E (O,n) , s E LO,LJ

es la forma voluman correspondiante •

II.3.! VOLUMEN DE UD

11.3.1.

Ya en la seccion 1.4. hab1amos encontrado

una expresion para el voluman del fibrado unitario en tar-

minos del volumen de la variedad y del volumen de la fibra
n-ls , aiendo n la dimension de la variedad •

Un argumanto similar, an eI oaao de D nos

da otra formula para a1 volwnen de UD utilizando ahora. ,

no la fibraci6n de tiD sabre D, sino la proyecoion del

fibrado unitario sobre 1a variedad de las geod&sioaa ,
.... 7t ...
UJJ":' C.

1\De acuerdo a1 teorema de Fubini para las aubme~~

siones (ver Dieudonn& (3)) tenemoe'



Vol (uD). f <X 1\ d <Xun g g • f ( f CXg)I~1
c 1t-l(r)

f ( f dt ) ae n e- 1\ de
C r

• f A(e-,s) sen e-d e- 1\ de
C

'" donda A(e-,s) es la longitud de la'geodesiaa r

III. UNA ESTI~~CION DE LA flliTRICASOBRE D •

III .1.
Sean D, r,~, oon las mismas oondioiones

(((de convexidad dadas en la eecaion 11.1.1. Sa trata a~ui

(((de dar una eatimaoi6n de la metrica sabre D, oonooidae
>:::las distanoias entre los puntos de f r el borde de D ~

]]]Praoisemos un poco •

Supongamos ~ue r aeta parametrizada por la long!

111tud dearoo s y que L as au longitud. Sea K(s, t)

JJJla geod~sioa ~ue una los dOB puntas del borde

1111a diBtanoia entre estos puntos. Podemos suponer, sin

]]]p~rd1da de generalidad, que 1a m&trioa -g es oonform.



a la metrioa canonica es decir , Clueexiata una
funcien positiva ¢ de clasa COO tal Clue

g = ¢ 2 g
o

y en eate oaso Xes, t) as igual a I

rIL2.

f¢ da
K(s, t)

2 . 2 1/2de • (dx + dy) ,(x,Y)e D

trioa euolidiana ,

Sea g una m~trica conforme a la m~-

g = ¢ 2 g definida sobre una par~:eD
a '

Conocida ent onces La f'uno i Sn "I 'l' x r -+ R, se

pretende estimar la m~triea g sabre D, '0, 10 Cluees e-

Cluivalente, la funei6n ¢. Un primer resultado BS el a1

guiente

III.3. Lema.

del plano. Bntoncea,

para cualCluier funoi6n diferenoiable f definida sabre D.

Verificaoi6n I

Puesto Clue g es no-degenerada, in
duee un iaomorfiamo entre T Dm y -T D para todom m e D •
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Existe entonces un campo de vectores , grad f,. g tal que

para todo m ED.

g( grad f)(m) • df'{m) •g

(dx , dy) , ""Sea la base canonica de '1' D . En(x,y)
e at a ba.ae , df y g se escriben respectivamente :

df =
af dx af dy+-
9X ey

III·4 •
2 i dxj 1 2g 0:: 1: gif dx , x '"' x, x • Y

i,j=l

gn ... ¢2", g22' g • 0 c g21 .12donde

Sea (__9_ __9_) la base dual de (dx, dy) an-
ex 'ay

tonces I

g(grad r, _9_). df ( _9_) 0::

g ex ax
af
ex

g(grad f,~). df ( _8_) 0::

g ay $y
af
8Y

grad f • ~l
e

~2
93i ponamos --+g ax 9Y

ouaoiones Ill·5 se convierten en I

~l + g21 ~2 •
af

gIl ex

laa e-



III. 6.
af
ay

o bien ,
af.. -ex
af
ey

Par otra parte ,

IIL1·

II gradg f 112g a gIl ~~

1+--
~2

da donde al resultado se obtiene inmediatamanta •

En particular, eeta relacion aa cierta para la fun

cion longHud de las geodesicaa , ~(s, t).. f .~dB •
K(B,t)

Si la funci6n A(S, t) as conocida, podemos es-

tablecer una estimaci6n de la m~trica g sabre D en t&r

minoa del gradiente de A, dada por el teorama siguientel

111.8. Teorema.

Bajo las mismas oondioiones 'de

oonvexidad dadas en 11.1.1. a D, r, y g, tenemo8 I



Area ( D) <.-L J J "grad X "2 d(j
- 4n fxl' g g g

dO es la medida correspondiente a la m~trica g.gdonde

Demostracian r

En eecciones anteriores hemos enoon-

trado expresiones para el volumen del fibrado unitario ,

las formulas 11.3.3. y 1.4.2. , utilizando 1a submer-

sian un .... C y la fibracion UM ....M, respectivamente.

A partir de astas dos-formulas obtenemos I

Area (n) - 2; J X(6o, B) Ben & d60 " da
C

donde 2n as 01 volumen de 1a esfera Sl.

EntonceB, si L e s La longitud de 180 ourva ~r,

III.10.

L n
2 'It Area (D) • f f ~(&, e) sen & d60 " dso 0

Una integraci6n por partee juega un papal detarmi-

nante r

L
211 Area (D) • J X(&, .) (-008 e-) I~+

o
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L 1t
f f ~ A(e-, e) oos e- de- deo 0 au-

El primer termino de la integral es nulo pues A(e-, s) ~ 0

ouando e-~ 1t, e-~ 0 •

Por otra parte, puesto que (Ver Helgasson (5))

9A (e-, a) a: OOB e-98

para e- y 8 oomo se mueatran en la figura 5, la ecua

cion 111.11

fig. 5

Be traneforma en I

III.12

L 1t
21t Area CD) J J 9A (&, 8) d& d a

o 0 Ie:

Volvemos ahora a la otra parametr1zao16n d.
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descrita en 11.1.2.', es J.ecir, cada geo-

deaica r eeta ueterminada POE una pareja (s, t) en

r x r. Entonoes, si hacemoB el oambio de variable

a = a, e- - e-( t) ,

9A a A de---98 se- d t

de-y dt es e1 jaoobiapo de la transformacion III.12 se

oonvierte en r

III.13 •
L L SA ~(t21l Area (D) - J J at (t, a) 6) dt dso 0 ss '

1 L L
< JJ SA )2 + ( sA ) 2 dt ds •- 2 o 0 at Sa

de donde ,

III·14·
L L

Area (D) <~ J J II grad
- 4n 0 0 0

dt ds

o bien, de aouardo con e1 lema 111.3.

III.15·

Area.
L L

(D) < -.L J! "grad A" ~ ¢ 2 dt da
- 4'" g g.. 0 0

81 ponemos d<1"- ¢ 2 dt ds, d(j as praeisamante La medi-
g - g

da &so01ada a 1a m~tr1ea g, 10 eua1 fina1iza. 1a dam08-

99



tracion del teorema ~

III.16.

Ee bueno notar el car~oter geometrico e in-

tr1naeco de la estimacion dada por el teorerna, ya que

los elementoa que intervienen: drea, gradiente, nor-

rna, rnedida, no dependen sino de la metrica g.

Desafortunadarnente, esta estimacion no puede aer

generalizada para n > 2. En efecto, aupongamos que

sea cierta para una metrica g sobre un dominio D de

JRl'l acot ado por una hipersuperficie regular '1'. Es decir,

Vol (D, g) < 21 JJ" grad- nn rxl' g
ds 1\ dt

donde da 1\ dt es la forma volumen sobre rxl' asociada a

la metrioa g. Sea g'. kg. Entonces,

Vol (D,g') = kn/2 Vol (D,g)

" gradg'
A' II ." gradg' g

n-1
de • kT de

n-ldt' • k -2- dt

JJlI grad A'
"

dB' 1\ dt' a

1.':1.1' g' g'
n-l
k 2 JJ "grad X II de 1\ dt

Tx'l' g g

).00



Luego la formula es homoeenea unica~ente en 81 ca~o

n2 c n-1, i.e. n = 2

Para finalizar, 8i recordamos ~ue

Area (D) .. JJ ¢2 dD
D

La formula 111.8 puede ser escrita

1

-V4n
" II grad A II 0 II L ( r:x.r )o 2

10 eual noe da de manera exp1icita 1a estimacion de la~me-

trica en ,erminos de la funcion A.
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