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ALGUNOS RESULTADOS SOBRE LA GEOMETRIA
DE UN DOMINIO CONVEXO DEL PLANO
Maria Viotoria GUTIERREZ

INTRODUCCION

Dado un domino D del plano , convexo para
una métrica riemanniana dada (en el sentido de gque entre
dos puntos cualesguiera de D existe una ¥y solo una geodé
sica contenida en D), nos proponemos en el presente tra
bajo , por una parte , dar una descripcidn de la varie-
dad de las geodésicas de D y , por otra , usar esta va
riedad para dar una estimacidén de la métrica , ‘tajo la
forma de una desigualdad , en términos de la longitud de

las geodésicas entre los puntos del borde de D ,

La primera parte contiane los preliminares necesa-—
rios para el desarrollo del trabajo sobre los fibrados tan
gente ', - cotangentes y unitario asociados a una variedad
riemanniana , &«sf{ como sobre la forma de Liouville defini-

da sobre dichos espaciom .

Lae segunda parte contiene la desoripcidn de la va~-
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riedad de las geodesic'as sobre D vy finaliza Con una ex-
presion para el volumen del fibrado unitario de D en tar
minos de la longitud de las geod~sioaa entre 108 puntos

del borde, olave en la demostracion de la estimaoion que

oonstituye la tercera parte del presente articulo.

I., PRELIMINARES

nl EL FIBRADO TANGENTE TM Y su Dual T M -

Sea M wuna variedad de dimension n, ™

au f"brado tangente , esto as ,

donde TxM es el espaoio veotorial de veotores tangentes
a M en el punto X. Notaremos PM la proyeooion
PM « TM ..M. =
TM est! provieto de una estruotura natural de dlI-
mansion 2n < En efeoto , sea (~1) wun llistema de ooorda
nadas del punta x en M « Y sea (.:l=l) 1a base oanonioa
ex

de T.M asooiada a (Xi) . Todo v 1 T M puede eeoribir

se como una oombinaoion Ulineal de los



n .
v= 1 KJ 9
1 53
i i i . ;g
donde X = Dx (v) y X considerada como la i-ésima pro
yeoccibn xi t M » R. Otra notacién que usaremos para los

Xi seré dei . (xi, Xi) es llamado el sistema de ocoor—

denadas canbnicas .

Podemos considerar , entonces , el fibrado tangen
te a la variedad TM , es decir , el doble fibrado tan-
gente TIM . TTM estd fibrado de dos maneras diferentes
gobre TM ; esta dobie fibracidn verifica el siguiente

diagrama conmutativo s

donde Tpu es la aplicacibn tangente de Py *

En ocoordenadas locales canbnicas un elemento

Bl § i)
’

X, & donde

X e T'('I'H) se escribe t (x', X

nl'ﬂ (I) - (!11 xi)



TPH (X) = (xi-r Yi) b 4

% = DX'(X) & bien , dmxi :

I.1.2.

Para cada x € M , oonsideremos 'I';H el espacio

dual de 'l‘x)[ « Sea
TM= U Tx M.
xgM
T"M es llamado el fibrado cotangante de M .

Sea (x') oomo antes , un sistema de coordenadas

del punto x e M . Y ( -—E-'—i-) la base canbnioca de TxM .
ex

Llamaremos (dx®) 1la base dual de T; M, i.e.

i, e
Aty » ¢
e iJ

Todo elemento 3 de T; M se esoribe entonces oomo una

combinacién lineal de los dx™ y o8 decir ,
B-ht ad
i

De la definiocién de la base dual tenemos que ,Di- B -.—’—').
ex

Notaremos p; 14 proyetoidn p; tTHNM .,

De manera seme jante al fibrado tangente , el fi-

brado ootangente estf provisto de una estructura natural



de variedad de dimensién 2n . Un sistema de coordenadas
ocanbnicas seri dado por : (1i,f3i) donde JBi estd defi-

nido como antes .

Su fibrado tangente , TT M , verifica el eiguien

te diagrama conmutativo 1

La expresién local de un elemento o € TT M  en
coordenadas canénicas es entonces : (xi,JBi, Xi, Yi) ;
donde

i
pT~M (A)- (xl-B)
= i i
B (a) = (b, xY)

i i i i
-d"'I,Y-dT"Mﬁc

R T

T.2. FORMA DE LIOUVILLE SOBRE T M Y TM .

l.2.1.

Sobre el fibrado cotangente T M existe u

na l-forma canbnica definida por 1
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oA (A)=opg=(a) (Toy (A)) .
La expresidén de O en coordenadas locales es i

d-Iﬁsdﬂ
J

Sea A €T TM, (1, xt

A Yi) suéd coordenadas loocales.

Por definicibn ,

a(a)=(zpdaxd) (zxt -2
J i ex

J

En efecto , en coordenadas locales ,

by (A ) = 457

e 1,44
TPM (A) = (x y X )
lo cual escrito como combinacidén lineal de las bases respeg

tivas nos da

p:r"m ( A ) 2] §ﬂa dxd

Tp; (A)e gxt _gT ‘
i ex

o es llamada la forma de Liouville sobre ™™ . Su esori-

tura local muestra que O es no-degenerada . Su diferen-
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oial , 4 A, es una forma cerrada no-degenerada . Ln e-

fecto , en coordenadas locales d O se escribe 1

do= zapt . add
i

d of define entonces una estructura simpléctica sobre ™M
1 n
¥y » en congecuencia , una forma volumen (d O )" . (ver

Godbillon (4)) .

1.2.2.
Consideremos ahora (M, g) una variedad
riemanniana . Puestd que g es una 2-forma no-degenera
da , g induce un isomorfismo de fibrados entre TM y su

dual T M 13

definido por 1

P (V) - S(Vi 0)
Notaremos # el isomorfismo inverso .

Estos isomorfismos permiten transportar los obje-—
tos definidos naturalmente sobre ™My en partioular ,

la forma de Liouville O ¢ Sea ds- p o sy ©l1l pull-back,

M



(1)

de O por p . Entonces , por definicidén de pull-bao ,

para Xe T (TN) Entonces s
o (v) () = o (e(v)) (T p(x))
= ppy (T ¢(X) (Tpy (T o(X)) (dof. do o)
(pgye T #) (X) (T(py- #) (X)) -

Las aplicaciones ¢ y T p verifican el siguiente diagra

ma conmutativo 1

T p re
TTM - TT M
Prg 4 L Py
p i~
™ - TX
Pu 4 4 pl
id
M - .|

En particular ,
Ppye TP = P Ppy
pl' P=- pl

Entonces

g (v) () = (p* ppy) () (Tpyg())



De acuerdo a la definicidn de p tenemos finalmente 1

102-31

Uy (v) () = alapy(X) , Tpy (X))

Expresién local en coordenadas candnicas

(xi, Xi) : Sea
n
g= 1 8 dxi & d:s:j
i,j=1 1

o i e
y séa Vv € 'I'x M, v= L X —3. [Entonces ,

i=1 ox

10204~

i

. J
dg(v)' L gijx dx

i'j-l

Su diferencial , d (fg sy 8e escribe en coordenadas loca-

les 1
102450
n | B n
X < Gy Faxtaaxd+ £ g, axt A ad
4 1,3,k=1 —_1 g3

ex

Como en el caso del fibrado cotangente , d dg de
fine una estructura simpléctica sobre TM y , en conse-

cuencia , (d{Xg)n es una forma volumen .

L.3. EL FIBRADO UNITARIO UM

Sea (M,g) una variedad
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riemanniana « A la métrica g ‘'se asocia la funcidn de

energia Eg sobre TM definida por

i.3lll

Eg(v) = g(vyv)
El fibrado unitario UM est4 definido por s

f.3.2.

-1
w=E" (1
g (1)

UM tiene entonces una estructura de variedad de dimensién

2n~-1 encajada en TM .(2)
21 espacio vectorial tangente a UM en un punto
u es el nicleo de la diferencial de Eg en el punto u .
ES LleGiI“ ']
I'.3l3.
T, UM = Ker (d Eg(u))

En coordenadas locales , un veotor

i i i)

m-(x’“,x.y,x

es tangente a UM si y solamente si 1
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I.3.4.

n og n
dﬂs(l)- L -—%-111131"+2 L & b Gl LI
1,j,k=1 ox 1,31

Notaremos también (I‘ la restriocoién de la forma
de Liouville a UM . Ademéds , oomo la forma
d‘ a(d d‘ )n-l. es no—-degenerada define , por tanto , u

na forma volumen sobre UM .

Por otra parte , la métrica ‘g induce una métri-
ca g sobre TM "y , puesto que UM estd encajado en

™ , sobre UM . En coordenadas locales (xi, Ii) ’ [

se escribe @

1.3.5

AR ‘ijdxildxd-rlg ax' @ ax?

1,3 1y

A esta métrica g se puede asociar de manera oand
nica una 2n-1 forma volumen sobre UN . Se demuestra
que dicha forma volumen es igual a ¢

I.3.6. .

n-
P y E(_L A (a {Ql
(n-1)

Y la medida asocociada es 1@
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L.347.
-1
Ic:_(‘ir A @l |
(n-1) |

(Ver Berger (2)) .

I.4. VOLUMEN DE UM
n

Consideremos la fibracién UM - M .

sn—l

La fibra grl(x) B UiM es isomorfa a la esfera .

Sea O 1la medida candnica de la esfera . Entonces ,

I.4 .ll

uﬂ fd'.]-mj:l de"md’JS

donde }Jg es la forma volumen de (M, g) y f e CP(M).

En particular , i M es una variedad compacta ,
UM es también una variedad compacta y de acuerdo al Teore

ma de Fubini tenemos 1

Te4420

Vol (UM, g ) = ad”
0 €) {Icsn{l ) al,g

« Vol (8™1) vo1 (M, &) .

1) Dada una aplicacién £ ¢+ M = N, M y XN
variedades diferenciables , y O una n-forma diferen-

ciable sobre N , el pull-back de O por f o imagen
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recfproca de A por f es la n-forma diferenciable

£ ol sobre M definida por

fﬁd (I) (xl’ x.z,---, Xn) =

o (£(x))(7e(x)) TE(X,) g 00y TE(X))
para X EM y Xl, Xz,..., Xn € TM .

2) Se dice que una variedad M estd encajada en
una variedad N s8i existe una aplicacidn ? t M = N
(encajamiento) s tal que :

i) Q es diferenciable y su diferencial es inyec-

tiva .

ii) ¢ es un homeomorfismo de M en Q(M) »

IT. LA VARIEDAD DE LAS GEODESICAS SOBRE UN ABIERTO CONVEXO

D DEL PLANO .

IT.l1. DESCRIPCION DE LA VARIEDAD DE GEODESICAS .

IT.1l.1.

Sea D un dominio acotado del plano , tal
que eu frontera I es una ourva regular , parametrizada

por la longitud de arco euclidiana .

Supongamos que existe un abierto V que contiene
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D y una métrica riemanniana g ﬁefinida sobre V tal

que D es estriotamente convexo con relacidn a dicha mé-
trica , es decir , que dos puntos cualesquiera de D
pueden ser unidos por una y solo una geodésica contenida
en D . En particular , si los dos puntos pertenecen a
la frontera T , digamos e (s), 1(s)) y (e (t),1(%)),
oon (s,t) € /0,1 /x/0,L/, donde L es la longi
tud de I , existe una y solo una geodésica K(s, t) que
pasa por estos dos puntos y ningin otro punto de T per-

tenece a K(s, t) .

II.1l.2.

Llamemos C el conjunto de geodésicas o-
rientadas de D . Debido a las propiedades de convexidad
de 5-, C se reduce al conjunto de geodésicas orienta-
das entre los puntos del borde , es decir , toda geodé-
sica r de C puede #er proplongada de manera f(inica a

una geoddsica que corta el borde de D . Admitimos las

geodésicas reducidas & un punto del borde .

El oconjunto C +tiene una estructura de variedad
de dimensién 2 . En efecto , la aplicacién Je C»0xl
que a cada r € C asocia la pareja de puntos (pr, qr)

en los cuales r ocorta el borde de D , es una biyecoidn.
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Basta considerar sobre C 1la estructura de variedad pro-
ducto inducida por W + Entonces , si s, t, son las co
ordenadas de P, ¥ qi respectivamente , 1la pareja

(a, t) da las ooordenadas de r .

IT.1.3.

Una segunda parametrizacidén de C estd da-
da de la siguiente manera t Sea r e C . Puesto qus r
es una geodésica , r estid completamente determinada por
sus condiciones inioi?les y ©os8to es , el punto de parti-
da p y el vector v tangente a la geoddsica en dicho
punto « Sea 8 la coordenada de p en la parametriza-—
cibn de T y sea © el &ngulo entre v y la tangente a

T en el punto p .

fig. 1
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Entonces , (a,'G) es un sistema de coordenadas de la ge-
odésica re C, €€ (0, n) , salvo para las geodésicas

constantes « En oconsecuencia , existe un difeomorfismo @

rx (0, n) ~ Tx T - Diagonal

IT.1le4e
Sea ( la subvariedad de UD definida de

la manera siguiente : para cada p e T , consideramos
los vecotores unitarios tangentes en el punto p y dirigi-

dos hacia T .

fist 2
De acuerdo con II.l.3., C puede ser identifioca-

da con la variedad C de las geodSeicas , exocepto por

las geodSsiocas constantes , es deoir ,
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¢ — Tx1D - Diagonal

II'lls.

La Proyeccién = ¢ UD = g

[

Dado v € UD , sea T, la geodésica orientada que
pasa por v , esto es , 1la lnica geodfsica que tiene a v

como condicidn inicial « Entonces , la apliocacién

ntUD - C que a v hace corresponder el vector tangen

-~

te a T, perteneciente a C , es una submersidn .

i g

fi.gl 3

En efectc , sean L e fijo ,
v,eUD y u == (vo) y u,€UD.
Sea Ao = d(n, n) 1la distanoia de m a n . Entonces ,

existe una veoindad V de u, en ¢ tal que @
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R e Gl - Idv

o]

donde G estd definida por

A
o

= P
Glo(u) esp’ A u .

Aqui exp? Ao u signifioca el vector tangente a la geoddsi
ca con condicidn inicial u para el valor Ao del paréme

tro ’ i.a-, ru(lo) .
Es evidente que

i) q, (uo) -,
o
ii) an (vo) . deo(uo) = Id
La segunda condicidn implica la suryectividad de dn(vo) ’
Tenemos entonces , una aplicacidn suryeotiva ocon diferen—
oial suryeotiva , es decir , una submersibén suryectiva .
De ah{ el nombre de proyeccién que hemos dado a la aplica-

oién = .

II.2. CALCULO DE LA FORMA DE LIOUVILLE SOBRE { .

II.1.2.
Sea veUD enel punto x de D . Lla-

memos , como antes , T, la geodésica ouyo veotor tangen
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te en el punto x es v . Entonces , de acuerdo con
I.2+5+« , la expresién en coordenadas candnicas de la di-

ferencial de la forma de Liouville para el valor de v es:

i ¢
2 og k i j 2 i j
ad (v) = &£ kj X (v) dx” A dx’ + I ax* A dx
g 1j,k=1 i i,j=1

ex

Consideremos un sistema de coordenadas ortogonales
(xl) en una veoindad de x , de tal suerte que se tenga

gij =0, 1 ;‘ J e+ BSea C(i el &ngulo entre v y el vec-
tor tangente a la xi-curva en 21 punto x . Entonces v
tiene por coordenadas
R 1
1 2 -2 -/2
(x", x%, (8,) (x) cos Ay . (g,,) (x)cos A, )

y ol valor de d CIS (v) serd s

II.2.3.

1
ad,(v) = ~(a;,) /2 qon ofja oy A axt -

\ ;
(522) /2 gen dz d G(2 A ax?

1
0(322) /2

'xl

_oley

oo8 <.‘.(2
ex
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igualdad que se obtiene a partir de II.2.2. cambiando

1
x! por (gii) /2 cos di’ y ax®  por

2

2 olg,. )" 7 1

L 1111 cos C(idxh— (gii) /2 sen did C(i
h=1 ex

Ahora bien , de acuerdo al Teorema de Liouville ,
(Ver Besse , (1)) , 1la forma 4 C(g es invariante a lo

largo de una geodésica . Esto implica que
d dg (v) = a dg (n (v)) para todo v € UD .

Supongamos que I , el borde de D , esté parame
trizado por la longitud de arco 8 y que (11(5)) son
las coordenadas del punto p & T tal que n(v) € Up'f .
Entonces , puesto que el campo de vectores & lo largo de
una geodésioca es paralelo y el transporte paralelo preser

va los éngulos , tenemos
CEidshs

. 1 1

A (x(n) == (g,) /2 womdl; & adf, Ado-
1

(822) /2 sen C(2 %—:f'ddz A

1
- (sn) /2 sandl d' dd *(822) /2 sen O —led Ads

Sea © el &ngulo formado por el vector unitario tangente
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dll d12)
]

al borde I , de coordenadas (11(3), 12(3), R T

¥y a(v)

(.

fig. 4

Entonces ,
IT.2.5.

1/ 1 1
2 dx /2 dx
0o © = (gll) cos C(l —dg + (g22) cos d2 v ¥

II.2.6.

1/2 dxl
gen 6 4 © = (gu) gen 0(1 Ei_ddl +

y 2
2 dx
(gyy) /= sen o, G- 4 d,

Reemplazando II.2.6. en II.2.4. se obtiene la
expresién de la forma de Liouville sobre ¢ Y , Dpor i-

dentificacién de 0 -oon C , sobre la variedad de las

9



geodésicas t

IT.2e7e
?:ddg(n(v))--son&d& Adey ¥

l¢g] ~senedae n as, € (0,x) , 8 € [0,LT

es la forma volumen correspondiente .

IT.3. VOLUMEN DE TUD

I1.3.1.
Ya en la seccién TI.4. habfamos encontrado
una expresién para el volumen del fibrado unitario en tér-
minos del volumen de la variedad y del volumen de la fidbra

gl ; ®iendo n 1la dimensién de la variedad .

Un argumento similar , en el caso de D y hnos
da otra férmula para el volumen de UD utilizando ahora ,
no la fibracidn de UD sobre D , sino la proyeccidn del
fibrado unitario sobre la variedad de las geodésicas ¢
wi G,

De acusrdo al teorema de Fubini para las submer-

siones (ver Dieudonné (3)) tenemos
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IT.3.2.

Vol (U'ﬁ)-U%dg Add, = f(—-]_{ )dg)[q;l

Q

(fdt ) sen & A ds
r

f
C

= [ A©, 8) sen© d e A ds
c

donde \(e, s) es la longitud de la geoddsica r

JII. UNA ESTIMACION DE LA METRICA SOBRE D .

III.1.
Sean D, I', g, oon las mismas condiciones
(ttde convexidad dadas en la seccidén II.l.l. Se trata aqui
(«(de dar una estimacidén de la métrica sobre D , oconocidas

...las distancias entre los puntos de ! ¥ el borde de D .

111Precisemos un poco .

Supongamos que I estd parametrizada por la longi
““‘4ud de arc0 s y que L es su longitud . Sea K(s, t)

1l11la geoddsica que une los dos puntos del borde

[.m.(l)ﬂ-(ﬂ)’} Y(.B (t)' qlft)) s Y BE&E X(B’ t)
ii.la distanoia entre °BEPB puntos . Podemos suponer , sin

111pérdida de generalidad , que la métrica g es conforme
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a la métrica candnica go y s decir , que existe una

funcién positiva @ de clase C® tal que
2
g=9%¢g,
vy en este caso A(s, t) es igual a 1

IIT.2.

=1

1
¢ de ga = (05" & 87%) 2. (rtie
K(s, t)

Conocida entonces la funcién A ¢t ¥ x P - R, se
pretende egtimar la métrica g sobre D, e, lo que 88 e-
quivalente , 1la funcién @ . Un primer resultado es el si
guiente @

III.3. Lema .

Sea g una métrica conforme a la mé-
trica euolidiana , g = ;&fzgo , definida sobre una parte D

del plano . LUntonces ,
Il graa_ 2112 = g2 |l graa 212
grad, fII0 - g< 1l g e T
para cualquier funoibén diferenciable f definida sobre D .

Verificacién 3
Puesto que g es no-degenerada , in

duce un isomorfismo entre TmD Y T;D para todo me D .
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Existe entonces un campo de vectores , gradg £f , tal que

para todo me D .
gl gradg £)(m) = df(m)

Sea (dx, dy) 1la base candnica de T? En

D
x,y)
eata base , df y g se escriben respectivamente :

of ef
df = oo dx ;-; dy
I11.4.
2 i :
g= 1 g. dxi dx']’ xl = 12 =y
: : %
i,J=1

2
donde @), = §°= gy &, = 0= £y -

Sea (Eg"" "“) la base dual de (dx, dy) 3 en-

oy
tonces 1@
S(S’I‘adg f, ;E-—). df(_e_%_,)g %
III.5.
g(grad, £, 33_) « ag,( E%“) s §§ :
3i ponemos grad f = ?1 - ?2 ey ingllh 7+

cuaciones III.5 se convierten en 1

of
81 91 * 81 92" ox
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III.6.

of
8, 1t &5 %" oy

o bien ,
2 of
¢ = ox
2 ef
759, = oy

For otra parte ,

ITI.]a
2 2 2
“gradg f |’g = gll ?1 + g22 ?2
1 af\2 1 ef\2
g () v

?2 2

?

de donde el resultado se obtiene inmediatamente .

En particular , esta relacidén es cierta para la fun

cidn longitud de las geodésicas , A(s, t) = [ g ds .
K(s,t)

Si la funcién A(s, t) es conocida , podemos es-
tablecer una estimacién de la métrica g sobre D en tér

minos del gradiente de A , dada por el teorema siguiente:

I1I.8. Teorema .

Bajo las mismas condiciones de

convexidad dadas en II.l.1. a D, I, y g, tenemos t



1 2
A D) ¢ —= | graa » 12 4o
rea (D)< rim I":{{ grad g 40,

donde dd; es la medida correspondiente a la métrica g .

Demostracibn s
En secciones anteriores hemos enoon-
trado expresiones para el volumen del fibrado unitario ,
las férmulas II.3.3¢ y I.4+2. , utilizando la submer—
gién UD - C y la fibracién UM - M , respectivamente.

A partir de estas dos férmulas obtenemos @

I1T.9.
Area (D) = E%_ J Ae, 8) sen & 4@ A ds
C

donde 2n es el volumen de la esfera S:L .

Entonces , 81 L es la longitud de la ourva T ,

ITI.1O0.

L
2x Area (D) = [ A, 8) sen & d& A ds

0

O “—=a

Una integracién por partes juega un papel determi-

nante 1

III.1l1. -
L

2% Area (D) = [ A(e, 8)(-cos &) I; +
0
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n
f% A(&, 8) cos & 4O ds
0

Ot

El primer término de la integral es nulo pues A(€, 8) =0

cuando € -+ 1ny, & 20 .

Por otra parte , puesto que (Ver Helgasson (5))

8A
= (8, 8) = cos &
para & y 8 como se muestran en la figura 5 , 1la ecua

cién ITT.ll

fige §

ge transforma en ¢t

IT1I.12
Ln ol
2n Area (D) ffﬁ (e, 8) d0 ds
00

Volvemos ahora a la otra parametrizacifn de
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E modft 3 E
désica

L L

8 = 8,

ae
AT

descrita en Il.l.2. ,

r estd determinada por una pare ja
ntonces , si hacemos el cambio de
& = e(t) ,
oh _ o) g6
8s 88 dt

es el jacobiano de la transformacidn .

es decir ,

(8, t)

variable

ITT.12

en

cada geo-

se

convierte en 1

ITI.13.
= M A 8\
2n Area (D) = [ [ = (t, 8) —(t, s) dt ds
00 ag
T
< = [ ol 2 8l 2
2195 ( S ¥Sa { o= TS 4t Aa i
de donde ,
ITI.14.
LL
g X 2
Area (D)fﬂ ‘é‘é I grad X ”0 dt ds
o bien , de acuerdo con el lema III.3.
III.15.
\ LL
- |l graa_ Al12 g2
A D o ad A dt ds
res D) < 43 é'g grad, Mig ¢

Si ponemos d.U"s - ¢2dt ds, d.O'S es precisamente la medi-

da asociada a la m8trica g , lo cual finaliza la demos-

9



tracién del teorema .

I1I.16.

Es bueno notar el carfoter geométrico e in-
trinseco de la estimacién dada por el teorema , ya que
los elementos que intervienen : 4rea , gradiente , nor-

ma , medida , no dependen sino de la métrica g .

Desafortunadamente , esta estimacién no puede ser
generalizada para n > 2 . En efecto , supongamos que
sea cierta para una métrica g sobre un dominio D de

R acotalo por una hipersuperfioie regular I . Es decir,

vol (D, )<2n ff ”grad xll ds A d¢

donde ds A dt es la forma volumen sobre DIxI asociada a

la métrica g « Sea g' = kg . Entonces ,
n
Vol (D,g") = k /2 Vol (D,g)

| grad A | So | gradg A"S
g’ g’
n-1 n-1
ds = k "2 ds , dt’ = k "5 at

ff graa 2 Il as’ A at? =
fap g’ g’

n-1

K 2 Sf ”g::'a.d‘g A ”G ds A 4t
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Luego la férmula es homogénea lnicamente en el caso

E': n-l’ ioeo n = 2

2

II1.17.

Para finalizar , si recordamos gue
Area (D) = 1]';62 dD
D
La férmula III.8 puede ser escrita :
l¢ L2( ) I I grd.d.o Il o” 1'2 (PxI)
lo cuel nos da de manera explicita la estimacidn de la mé-—
trica en términos de la funcidén A .
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