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CIERTOS TOPICOS DE LA TOPOLOGIA DEL ORDEN

Viotor MEJIA B.

Introduooi6n

En la tesis que presente, para obt~

ner el titulo de Magister Soientiae, estudie las pro-

piedades que cumplia cualquier conjunto totalmente ordena

do F sin estruotura algebraic a • Obtuve resultados re-

laoionadosante todo con el anAlisis real, oomo la com-

pletez y muohas propiedades deducibles de ella, tambien

obtuve oiertoa resultados sobre convergeneia de sueesio-

nes en eate oonjunto •

Un tiempo despu~a tuve la siguiente inquietud :

eual topologia eeria mAe util para F ? Creo que 01

lector coineida conmigo al responder que dieha topologia

es la topologia del orden 0 del intervalo, puesto que

10 unieo que sa tiene a mano as un conjunto totalmente or

denado sin estructura algebraica. Es asi como tome un

tal oonjunto F (oon dOB elementos por 10 menos), 10
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dot~ de la topologia del orden, y estudi~ en 1a forma

mAs oompleta posible las propiedades que satiafacia esta

topologia. Este es el tema del trabajo que expongo a co~

tinuaoion, el cual creo que sea de mucho interes para

los top61ogos y, para los estudiantes que ae inician en

el estudio de la Topologia, puesto que eate es un tema

muy poco tratado por los diferentes text'os:de est a rama de

las matematicas. Reitero que este trabajo va dirigido en

especial a los estud i-antes de pregr-ado de la carrera de rna

tematicas, y mas concretamente, a los que estan toman-

do La asignatura de Topologia. A' eet os eatudiantea Te s

podria ser-vi r como' lectura comp Lemerrba'r i a de su ourso ,

puesto que constituye un ejemplo de como pueden aplicar

los conocimientos adquiridos , para definir una topologia,

deducir la naturaleza de sus conjuntos abiertos, y, en

fin, ir e s.t ud i ando las propiedades que cumple 0 no cier-

ta topologia •

Bs posible que para los especialistas en topologia,

el trabajo parezca elemental, y que seria deseable pro-

fundizar mas. 3i este es el caso, los remito al libro

I' Topology and order II de L. Nachbin , LllJ, en eL

cual pueden encontrar un estudio muy avanzado y profundo
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sobre e1 tema •

En e1 pr6ximo ndmaro de este Boletin, publioar~

un artioulo , oomo oontinuaoi6n del presenta trabajo, 1

que se titular! "E1 oompletado de un oonjunto ordenado ".

En dicho artioulo, que es un brave resuman de mi tesis ,

con algunas peque~as variaciones, se mostraran ciertas

propiedades anal!tioaa de un conjunto totalmante ordenado

F sin estruetura algebraioa. Se puede entonces, pan~

sar an dotar a eate oonjunto F de la topologia del or-

den, y automaticamente se tendra un astudio de buena pa£

te da las propiedades analitioas y topo16gioaa de tal oon-

junto F f y de paso ver, per medioda este ejemplo (al

conjunto F), la estrecha ralaci6n que existe entre la

Topologia y el Analisis. Por esta razon, espero que e~

te trabajo y el que aparecera proximamente sean de inte~es,
tambien, para los aficionados al estudio del Analisis

Real •
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CAPITULO I'"
CONCEPTOS GENERALES

1. OHDEN
Sea X un conjunto abierto. Un orden paroial

en X ea una relacion ~ en X tal que para todo x,

y, z en X ae tiene :

i) x < x-
ii) Si x < Y , y , y < x entoncea x • y- -
iii) Si x < y , y , y < 2', entonces x < z- -
Si para todo par de elementos x, y en X, se

tiene que x < yay 5 x, entonces < se llama orden

total. Si < es un ord· total en X, entonces se di-

ce que X es totalrnente (0 linealmente) ordenado. Si

para x, y E X se tiene que x < y perc x f Y, enton

ces escribiremos x < Y •

...
Consideramos que la primera parte del presente articulo
aunque de un nive1 bast ante elemental, 1e proporciona
una completez y coherencia interna que facilita su 1ectura
sin necesidad de referencias externas •

12



Sea X unc~njunto parcialmente ordenado y sea
E c X Un elemento : a en X se dice una cota superior
de E en caso de que x < a, para todo x en E •

Similarmente, a en X as una cota inferior de E si

a < x, para todo x en E •

Sea X ~n conjunto parcialmente ordenado y sea

E eX. Un elemento c en X se llama el extremo supe-

rior de E si:o

i) c es una cota superior de E , y

ii) Si b es cualquier cota superior de E , en-
tonces 0 < b •-

Si c es e1 extrema superior de E , 10 notare-

mos c • Sup E • De manera ana l oga se define el extremo

inferior de E y si d es el extremo Lnf'e r-i or de E ,
10 notaremos, d Inf E

,Sea X un conjunto totalmente ordenado. Dire-

mos que X' .ti~ne La propiedad del extrema superior , si

todo subconjunto E de X, no vacio y acotado superio~

mente tiene extremo superior. Analogamente, X tiene

la propiedad del extremo inferior si todo 8ubconjunto

E de X, no vacio y acotado inferiormente tiene extre-

rnainferior. En el siguiente teorema demostraremos que
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una de estas propiedades imp1ica 1a otra, para para 1a

demostraci6n de este teorema, necesitamos e1 siguiente

lema I

LEMA 1.1

Sea X un conjunto tota1mente ordenado y

S c X S , acotado superiorme nte sea, no vaClO y y

c(= Sup S . Si b en X es tal que b< eX , existe

a en S tal que b < a < eX.-
Demostraci6n

Si para todo a en S, se tiene

que a < b, entonces b es cot a superior de S y

b < d., 10 eual cantradice e1 hecho de que d.. Sup S •

T[~onEN!A 1.2

Si todo subconjunto A de X, ,no vaCIO Y

acotado superiormente tiene extreme superior, entonces

todo subconjunto B de X, no vacio y acotado inferior

mente tiene extremo inferior, y reciprocamente •

Demostraci6n

'I'omarno s B e x ,- , no vacio y acotado

inferiormente Sea A = a E xla es cota inferior de

B f; se tiene que A ~ ¢ Y A es acotado superiormente ,



entonces por hip6tesis, Sup A existe. Llamemos

Sup A - d. Afirmamos que d,. Inf B. En efeoto I Su-

pongamos que d no es cota inferior de B, entonces

existe b E B tal que b < d Y por el Lema 1.1 existe

a E A tal que b < a < d • Pero a es ootainferior de B

y b E B, por tanto a < b (absurdo) • Luego d es co

ta inferior de B •

Ahora ai 0 es cota inferior de B, entonces

c E A luego 0 < q. Por 10 tanto concluimos que

d"" Inf B •

Bxisten muchos conjuntos que poseen la propiedad

del extrema superior como el conjunto de los nUmeros rea-

les y el conjunto de los numeros enteros, mientras que

el conjunto de los numeros racionales no posee esta pro-

piedad •

Ahora sea X parcialmente ordenado y a,b E X

con a < b. Definimos el intervalo oerrado con extre-

mos a y b, como el conjunto

La,bJ = I x E X I a 5 x 5 b I
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(a, b) = I x E X I a < x < b I

El intervalo semiabierto por la derecha es 01 con-

junto

El intervalo aemiabierto por 1& izquierda as el

conjunto

, (a,bJ = I x E X I a < X ~ b I

x < a I "se denot a.rapor

De manera an~log& definimos La, <D) Y (a, <D).

A los Uinterva10slI (- <D, aJ Y La, CD) los denomi-

naremos intervalos cerrados impropioe y a 108 "interva-

10S,1I (- <D, a) y (a, CD) 10e llamaremos intervaloe a-

biertos impropios •

Se dice que en un conjunto totalmente cerrado X

poeee un orden oompleto si y 8010 ei todo subconjunto S

no vacio de X tiene extremo superior y extremo inferior.

Si el suboonjunto S de X ee aootado, existir~n

a y b en X tal que Sup S = a y Inf S - b. Si
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el subconjunto S de X no es acotado, escribiremos

Sup S - CD e lnf S = - CD •

2. ESPAClOS TOPOLOGlCUS

Un espacio topologico ea un par

(X, T) que conata de un oonjunto X y de una oolecoion

T de subconjuntos de X llamados conjuntos abiertos ,

que satisfacen los siguientes axiomas :

°1: La union de conjuntos abiertoses un conjun-

to abierto •

°2: La interseccion finita de conjuntos abiertos

es un conjunto abierto •

03 El conjunto X y el conjunto vacio ¢ son

conjuntos abiertos •

La ooleccion T se llama una topologia para X.

~l espacio topologico (A,T) se 1e denota sencillamente

como X si se sobreentiende cual es la topologia que po-

see •

Si Tl Y T2 son topologias para un conjunto X,

se dice que Tl es mas debil que T2 si T1 ~ T2 . Tam

bien se dioe que T2" es mas fina que T1 y esta rela-

17



oi6n Be La nota oomo Tl ~ T2• El orden < es Bolamente

un orden paroial, puesto que dos topolog!as pueden Ber

no-comparables •

En un espaoio topologico (X,T), se dice que un

subconjunto de X es cerrado si es el complemento de un

conjunto abierto de X. Es posible que un subconjunto de,

X, sea a la vez abierto y cerrado 0 que un subconjunto

de X no sea ni abierto ni cerrado •

En un espacio topologico (X, T) se llama conjun.

to F(j a un conjunto que puede escribirse como la union

de una coleccion contable de conjuntos cerrados; y se

llama conjunto 06 a un conjunto que puede escribirse co

mo la interseccion de una coleccion contable de conjuntos

abiertos. El complemento de todo conjunto F~

conjunto 06 y reclprocamente. Como un conjunto de un

es un

solo elemento es, trivialmente, una coleccion contable

de conjuntos, todo conjunto cerrado es un conjunto R(j " I I

perc no reciprocamente • Ademas, los conjuntos cerra-

dos no necesariamente son conjuntos °6, Utilizando el

complemento se muestra que afirmaciones analogas se sostie

nen para los conjuntos abiertos •

En un espacio topologico (X, T), una vecindad
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NA de un oonjunto A donde A puede ser un conjunto

que oonsta de un Bolo punto, es cualquier subconjunto de

X que contiene un conjunto abierto que contiene a A •

31 NA es abierto, 10 llamarernosvecindad abierta. Un

oonjunto que ea una vecindad de cada uno de sus puntos as

abierto, PU8stO que puede expresarse como la union de

loa conjuntos abiertos que contienen cada uno de sus purr-

toa •

Cualquier coleccion 3 de subconjuntos de X,

puede ser usada como una subbase que genera una topolo-

gia para X. lBsto se logra tomando como conjuntos abier

tOB de T todos los conjuntos que pueuen obtenerse por

medio de la union de intersecciones finitas de conjuntos

de 3 agreg'ndoles ¢ y X. Si 1a union de Bubcon-

juntos de una subbase 3 es e1 conjunto X y si cada

punta que est' en la interseccion de dos elementos de la

subbase pertenece tambien a un elemento de la subbase

contenido en la interseccion, 3 se llama una base p~

ra T. En este caso, T es la coleccion de todos los

conjuntos que pueden escribirse como una union de elemen-

tos de 3. Si dos bases (0 subbases) generan la misma

topologia se dice que elIas son equivalentes. Una base
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local en el punto x EXes una coleccion de vecindades

abiertas de x con la propiedad de que todo abierto que

contiene a x, contiene a.Lgiinconjunto de La coIecoi Sn •

Dado un espacio topologico (X, T), una topolo-

gia Ty puede ser definida para cualquier suboonjunto Y

de X, tomando como abierto de Ty' todo conjunto que

sea la intersecoion de Y con un abierto de T. La du-

pLa (r , Ty) se llama un subespacio de (X, T) Y Ty
se llama La topologia inducida (0 relativa) para Y.

Un conjunto U So y, tiene,ma propiedad particular reLa

tiva ~ Y (como ser abierto r'e Lat ivo a Y) si U tiene

La propiedad en el su.bespacio (y, Ty) • Se dice que un

conjunto Y tiene una propiedad que se ha definido soIa-

mente para es~acios topologicos si Y tiene La propi~

dad cuando se 10 considera como un subespacio ~ Sidada

una propiedad particular, todo subespacio tiene la pro-

piedad, siempre que el espacio la tenga, la propiedad

se llama heredi taria. Si todo subconjunto cerrado ,

considerado como un subespacio, tiona una propiedad
.li:

siempre que 81 espacio tenga esa propiedad, la propie-

dad se llama debilmente hereditaria

Un ejemplo importante de una propiedad debilmente
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hereditaria es 1& oompaoidad. Un eBpaeio X S8 dice ~

paeto B1 de todo oubrimiento ab18rto, este 8S, una 00

1eco16n de oonjuntos abiertos ouya uni6n oontiene a X,

88 puede se1eoo1onar una 8uboo1eooi6n flnita ouya uni6n

tamb16n oontiene a X. Todo suboonjunto oerrado Y de

un espaoio oompaoto es oompacto, puesto que a1 I ° I e8
p ''''\

un oubr1miento ab1erto para Y, entono8s I Opl U IX - Y f

es un oubrimiento abierto para X. De j~ Op \~ U I X y I 8e

puede esooger una auboo1eoo16n finita que oubre a X J Y

de 'eta, se puede esooger un oubr1miento aprop1ado para

y que oontenga solamente eLernentos de I Op I , Bimplemente

omitiendo X - Y. Sin embargo un subconjunto oompaoto de

un espaoio oompaoto no eB necesariamente oerrado •

Un punto p es un punto limite de un oonjunto A

Bi todo abierto que contiene a p, contiene al menos un

punto de A distinto de p. (Si se suprime el requisi-
.to de que el punta de A sea distinto de p, entonces

p se llama un pun~o de adherenoia ) •

El oonoepto de punto limite puede tambi~n definir-

se para sucesiones. Un punta p es un punta limite de

~ aucesi6n ,xn I si, todo abierto que contiene a. p,

oontiene todos, salvo un nUmero finito, de lOB t~rmi-
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nos de la sucesi6n. Si I x I tiene un punta limite p,
n

entonces se dice que ella converge al punta p. Si se

pone una condicion mas debil sobre p, que todo abierta

que contenga a p, contenga infinitos terminos de la su

cesion, p se llama un punto de acumulaci6n de la ~-

sion. Es posible que una sucesion tenga un nlimero no-oon

table de puntos limite que tonga un solo punto limite

y un punto de acumulacion que no es un punto limite a

que tenga un solo punto de acumulacion que no es un punta

limite •

3i A es un subconjunto de un espacio topologico

X, el conjunto derivado de A es la coleccion de to-

dos los puntas limites de A y se denota por A' • Ge-

neralmente A' esta formada por algunos puntos de A y

par algunos pun tos de su complemento. Cualquier punta

de A que no esta en A' se llama un punto aislado ,

puesto que debe estar contenido en un abierto que no oon-

tiene ningun otro punto de A. 8i A no contiene pun-

tos aislados , se dice que A es denso en si mismo •

8i ademas A es cerrado, entonces se dice que A es

perfecto •

La clausura de un conjunto A es el conjunta
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A U A' que se denota por A. Dado que todo conjunto que

oontiene BUS puntos 1{mites es oerrado, 1a olauaura de

un oonjunto puede definirae equivalentemente como el m!a
-pequeno oonjunto oerrado que oontiene a A. El interior

de un oonjunto A se define oomo la uni6n de todos los

oonjuntos abiertos oontenidoB .en A y sa denota por AO•
Sa puede definir el interior de A como el mayor conjun-

to abierto oontenido en A. El interior de A es igual

al oomplemento de 1a olauBura del oomplemento de A.

El oonjunto de los puntos que eBt~n en la olausura

de un conjunto A, perc no en e1 interior de A se

llama 1a frontera de A y Be denota por Ab• es

tambien igua1 a A n ( X - A ), pueato que

Un conjunto es cerrado si y solo Bi contiene a su

frontera y es abierto si y Bolo si es diayunto de au

frontera. Por 10 tanto, un oonjunto es abierto y ce-

r~ado ai y solo ai su frontera es vacia. Una frontera

as aiempre oerrada pueato que ella es la interseocion de

dos conjuntoB cerrados •
·1

El exterior AS de un conjunto A es el comple-



mento de la olausura de A 6 equivalentemente, eli,n-

terior del oomplemento de A.

Dos oonjuntos A y Boon la propiedad de que

A n B • A n B - ¢, se llaman separados. Un oonjunto

A en un espaoio topo16gioo X es oonexo si no puede ex-

presarse oomo la uni6n de dos oonjuntos separadoB •

Un oonjunto A se dioe dense en unespaoio X 8i

todo punto de X ~s un punto de A o.un punto limdte de

A, esto es, ai X - A. Un subconjunto A de X se

dice denso ~ ninguna parte (0 magro) en X si ningUn

oonjunto abierto no vacio de X eata oontenido an A •

En otraa palabras, el interior de la olausura de un oon

junto magro es vaoio. Un conjunto se dice de primera ~

tegoria en X 8i es la union de una colecci6n oontable

de subconjuntos magros de X. 'Cualquier otro oonjunto ,

se 'llama de segunda categoria •

Un espacio se dice separable si contiene un suboon

junto dense y contable. Se dice que es oompletamente ~

parable si tiene una base contable. Por otra parte ,

un espacio as l-contab1e si en cada punto p del espa-

cio hay una baae looal oontable, eato es, una 001eo-
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oion oontable de veoindades abiertas de P, tal que oada

abierto que oontiene a p, oontiene a un miembro de la

ooleooion. Todo espaoio completamente separable es 1-

oontable y separable. El heoho de ser oompletamente sep~

rable implica la l-contabilidad, mientras que la separ.!!.

bilidad se sigue de la observacion de que la union formada

por un punto de cada elemento de la base forma un subcon-

junto dense contable •

La propiedad de ser l-contabla y La propiedad de '~
....-r---,._--_ ....-

sar oompletamente separable son hereditarias, perc la de

ser separable no es ni debilmente hereditaria

O (X, T'l';Una funci n f de un espacio en un espa-

oio (Y, T2) se dice continua si la imagen inversa de to

do conjunto abierto es abierta. Esto es equivalente a re

querir que la imagen inversa de un corijunto cerrado sea ce

rrada 0 que para oada 'subconjunto A de X, fCA) S f(A).

Otra condicion equivalente es que para oada x en X y

para toda vecindad N de rex) , existe una veoindad

M de x tal que f(M) = N. 8i esta ultima oondicion se

cumple para un punto particular p, se dice que la fun-

oion es oontinua ~ ~ punto p.

Una runoion f de se dioe
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abierta si la imagen bajo f de cada oonjunto abierto ea

abierta y cerrada si la imagen bajo f de todo oonjun

to oerrado es cerrada. Si la funcion es'biyectiva las

condiciones de ser abierta y de ser cerrada son equivalen-

tes, pero en general, no 10 son. No es dif!oi1 ver

que f es una funcion biyectiva abierta si y solo si -1s
es una funci6n biyectiva y continua •

Una funcion biyectiva f de X en Y es un homeD

morfismo si f y f-1 son continuas o equivalenteme~

te si f as continua y abierta , a si f(A) a flAT p~

ra todo A eX. Si una tal funcien f existe, se dice

que X Y Y son homeomorficos 0 topo1egicamente equiva-

1entes. Una propiedad e:..;una propiedad topo1ogica 0 un

invariante topo1ogico si siempre que un espacio posee una

propiedad dada, cua1quier espacio homeomorfico, tam-

bien posee 1a misma propiedad •

3. AXIO~~S DE S0PARACION

Es deseab1e para un topologo po-

der asignar a un con junto de objetos, una topologia ,

grah parte de cuyas propiedaJes se conocen de antemano •

8sto se puede hacer exigiendo que 1a topo1ogia satisfaga
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oiert08 ax10ma8 ad10ionale8 da aquellos que genera1mente

ae requieren para espaoi08 top016gio08 •

Una oierta OOl800i6n de oondioiones esta dada por

medio de 108 ax10mas 11amados Ti 0 axiomas de separaoi6n.

Estoa estipu1an e1 grade por 81 oual puntos distintos 0

oonjuntos oerrados pueden separarse por oonjuntos abier-

~.
Sea (X, T) un espaoio topo16gioo •

Axioma To
existe un oonjunto abierto

Para dos puntos distintos a, b en

x , ° E T tal que

a E ° Y b ~ 0, 6 b E ° Y a ~ ° .
Axioma Tl I Para dos puntos distintos a ,b en

X, existen oonjuntos abiertos 0a 0b E T que oontie

nen a a y b respeotivamente, y tales que

b ~ °a y

Axioma T2 I Para dos puntos distintos a, b en

X, existen oonjlxotos abiertos disYuntos 0a y 0b que

oontienen a a y b respeotivamente •

Axioma T) I Si A es un oonjunto oerrado y b

no perteneoe a A existen oonjuntos abiertos disyuntos
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0A Y 0b que contienen a A y b respeotivamente.

Axioma Si A y 13 son conjuntos oerrados

disyuntos en X, existen conjuntos abiertos diayuntos

0A Y 013 que contienen a A y 13 respectivamente.

Axioma Si A Y 13 son conjuntos separados

existen conjuntos abiertos disyuntos 0A y 013

que contienen a A y B respectivamente.

en X

(x, T), satisface un axioma T.
1

X se llama

T.
1

Un espacio To se llama a veces un es-un espacio

pacio de Kolmogorov un espacio Tl se llama un espa-

cio de Frechet, y es comun llamar a un espacio T2,

espaoio de Hausdorff •

Observamos que los espaoios se oaraoterizanTo
par el hecho de que, para oualquier par de puntos , uno

de ellos no puede ser punto limite del otro. Similarmen

te los espacios Tl estan caracterizadoB porque sus

puntas son conjuntos cerrados, y los espaoios T2 por-

que SUB puntas son 1a intersecci6n de las veoindades oe-

'rradas de dichas puntas. Los espacios T) pueden oarao

terizarse par el hecho de que cada oonjunto abierto con-

tiena una veoindad cerrada alredador de oada uno de sus
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puntos, 0 por la propiedad de que cada conjunto cerrado

es la intersec6i6n de sus vecindades cerradas. Un espa-

cio es T4 ai y solo si todo conjunto abierto 0 contie-

ne una vecindad cerrada de cada conjunto cerrado contenido

en o. Un espacio es T5 si y solo ai todo sUbconjunto
y contiene una vecindad cerrada de cada conjunto A c yO- ,
donde A c Y •

Cada uno de estos axiomas as independienta de los

axiomas para un eapacio topo16gico. En efecto, existen

ejemplos de espacios topo16gicos que no satisfacen ningun

axioma Ti• Sin embargo no Bon independientes entre si,

puesto que, por ejemplo, el axioma T2 implica e1

axioma T1 y ~ste a au vez implica al axioma To Exis

ten, por otro lado e apac Lo a To que no satiafacen

ningUn otro axioma de separacion y espacios Tl que

no satisfaoen ningtin otro axioma de Beparaci6n, salvo

el axioma T • Similarmente , hay espacios T2 que no
0

satisfacen los axiomas T3 T4 6 T5 Mas .. ni, • aun ,
el axioma T3 ni el axioma T4 implican otro axioma de

Beparaci6n y en general, tampooo son implioados por 0-:

tro axioma de separaoi6n, aunque para espaoios oompao-

tos implica T4 perc no T5 El axioma
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implioa T4, aunque es independiente de los otros axio-

mas de separaoi6n. M~s importante que los axiomas de s~

paracion, es el hecho de que ~stos pueden emplearse pa-

ra definir, sucesivamente, propiedades mas fuertes •

Par ejemplo , notamos que si un espacio es y T ,o
entonces es T2 •

Definimos a continuacion ciertas propiedades utili

zando los axiomas de separacion. Un espaoio X se dioe

regular ai y solo si es un espacio To se dioe

pacio T1 Y T5 •
te sucesion de implicaciones I.

De e,ta manera tenemos la siguien-

que es normal si y solo si es un espacio Tl Y T4 Y

se dice que es completamente normal si y solo si es un es

Completamente normal:~ Normal :~Regular =. T =. T =. T2 1 a

El uso de los terminos "regular" y "normal" no

es uniforme en los textos matem~ticos. Algunos autores u

san estos t~rminos para designar a lOB espaoioB T3 y T
4

respeotivamente •

Ahara introducimos dos variaciones de las propieda-

des de ssparaoion. En la primera utilizamos veoindades

oerradas en lugar de conjuntos abiertos en los axiomas T2,
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Como en los espaoios normales todo conjunto abierto

o contiene una veoindad cerrada de cada conjunto oerrado

oontenido en 0 observamos que si X es un espaoio nor

mal y a1 A y B son Bubconjuntos cerrados disyuntos ,

existen abiertos 0A Y 0B que oontienen a A y B res

peotivamente, tales que 0A n DB a ¢. As! e1 uso de ve

cindadea cerradas en lugar de oonjuntos abiertoa en la de-

finicion de un espaoio normal, nos conduce a 1a misma

clase de espacios •

Similarmente, a1 X es un espacio regular, A

un subconjunto oerrado y b E X - A entonces existen

abiertos 0A Y 0b que contienen a A y b respectiva-

mente tales que 0A n Db a ¢. Sin embargo, existen es-

pacios de Hausdorff que tienen dos puntoa los ouales no

tienen vecindadea cerradaa disyuntas. Por esta razon da-

moa el siguiente nuevo axioma I

Axioma Tc..1/2 I
51 a y b son doa puntas de un

espacio topologico X existen abiertos oa
oont1enen a a y b rsapeotivamente, tales que
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a n 0b· ¢ •a

Bs claro que todo espacio regular 8S T2 1/2 Y to-

do 8spacio T2 1/2 es de Hausdorff •

La segunda variacion de los axiomas de separaci6n

tiene que ver con la exiatencia de ciertas funciones con-

tinuas de valor real. Sean A y B subconjuntos diayun

tos de un espacio X Una funcion de Urysohn para A y

B as una funcion continua f: X ~ ~O, 1-7 tal que

y

El famoso lema de Urysohn afirma que ai A y B
son subconjuntos oerrados disyuntos de un eapacio T4
antonces existe una funcion de Urysohn para A y B. Re

ciprocamanta, si hay una funcion de Urysohn para cua1-

quier par de conjuntos A y B cerrados y disyuntoB en

un espacio X entonces X es un espacio T4 • Pero la

existenoia de una tal funci6n no garantiza que el espacio

X sea Tl y par 10 tanto tampooo garantiz& qua Bea nor

mal •

Sin embargo, la afirmacion an£loga a1 Lema de

urysohn, para aspacios regulares es falBa aSl que da-

remos un nuevo axioma de saparacion :
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Axioma

3i A es un su.bconjunto cerra.do de

Ltn espaoio X y b es un punta que no esta en A en-

onoes hay una f'unc iSn de Urysohn para A y Ib I.

De esta manera, todo espaoio T3 1/2 es un espa.-

nos que sea un e apacio To
Un espacio que sea y

aunque no necesariamente un espacio a me-

['3 1/2 se llama completarnente re6'1J.lar0 de Tychonoff •

Por 10 tanto los espacios completamente regulares son

regulares, de Hausdorff y per consiguiente Tl• Como

los puntos son cerrados en los espacios norrnales sa si-

gue del Lema de Urysohn que los espacios normales son com-

pletamente regulares •

Todas las propiedades de separacion son propiadades

tepologioas, esto es, elIas se consarvan bajo homaomor

fismos •

Un espaoio oon una funcion de Uryaohn para cualquier

par de puntos se llama un espacio de Urysohn

Un eapaoio T4 en el oual tedo conjunto cerrado as

un amenudo se llama perfeotamente Un espacio

perfeotamente T4 que es tambien Tl se llama perfeotamen
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te normal •

4. COMPACIDAD

Un espacio puede satisfacer un cierto axio-

rnade separaoi6n solamente si la topologia oontiene sufi-

oientes oonjuntos abiertos para proveer de veoindades dis-

yuntas a ciertos conjuntos disyuntos. La oompaoidad , en

oambio limita el nUmero de conjuntos abiertoB en una to

pologia porque todo oubrimiento de un espaoio topoJ,.ogioo

oompacta debe contener un subrecubrimiento finito •

Un espacio topologico X es oompaoto a1 todo ou-

brim1ento abierto oorrti.en-, un subreoubrimiento fini to , ~

quivalentemente, X es compacta ai aatisface la propia-

dad de la interseccion finita, asto es, a1 toda fami-

lia de subconjuntos oarrados ouya interseocion as vaoia

contiane una subfamilia cuya interseccion es vac!a. Es-

to se verifio puesto que 8i , A).. , es oualquiar familia
de oonjuntos oarrados tal que n A).. = ¢ entono8S

f X - A f as un oubrimiento abierto que tiene un subreou-x
brimiento fini to IX - x I1-:- ~ n!. Par las leyes de Mor

K
gan, X - U (X A~) = ¢ si Y Bolo ai n A~ • ¢. Rs
o!prooamente, ai la familia ! 0)..I ss un oubrimiento
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abiarto de X, entonces como n (X - 0A) • ¢, existe
n

una subfamilia finita tal que n (X - 0\ ) • ¢. Par las
K=l K

layea de Morgan ,
n
U ° D X. Una condici6n equivalents
K-l AK
relacionada can la subbase esta.dadapara la compacidad

por e1 Taorema de Compacidad de Alexander que afirma: 3i

un espacio topologico X tisne una subbase S tal que de

oada cubrimiento de X por elementos de 3 se puede se

leccionar un subrecubrimiento finito, entonces X as

oompacto •

Sa pueden obtener dos generalizaciones de compaoi-

dad debilitando las exigenoias de que los recubrimientos

sean finitos. Un espacio topologico se llama ~-oompac-

to ai ea la union de un numero contable de conjuntos oom-

paotos, mientraa que un espacio se llama da Lindel~f si

todo oubrimianto abierto tiene un subcubrimiento contable.

I I Claramente, todo espacio compacta es ~ -compacta y todo

I I espaoio (j -oompacto es de Li.ndeLof •

Un espaoio topologico se llama contablement~ oompao-

!£. s1 satisfaoe cualquiera de las siguientes condiciones

I I equivalente. I

a) Todo oubrim1ento abiarto oontable ua X tiene



un subrecubrimiento finito •

b) Toda sucesion tiene un punto de acumulacion en

X •

0) Toda coleocion contable de conjuntos oerrados

ouya intersaccion es vac1a, tiena una subfa-

milia finita cuya interseocion as vac1a •

Aunque las anteriores propiedades de compaoidad

implican indireotamente limitaciones sobre ~l nUmero de

oonjuntos abiertos en una topolog1a, los axiomas de oon

tabilidad introducidos anteriormanta limitan directamente

el nUmero de conjuntos abiertos por restriooion sobre el

nUmero de elementos de la base. Hay tres propiedades

principales de contabilidad I

Gl) Un espacio topologico as separable ai contie-

ne un auboonjunto dense contable ,

(2) Un espacio topologioo aa completamente separa

ble (6 2-00ntable) ai tiene una base oontable

(3) Un espacio topo16gico es l-contable s1 el

sistema de veoindades de todo punto tiena una base looal

contable •

Claramente todo espacio completamente separable 88
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l-oontable, separable 1de Lindelo!, aunque ninguna de

las implioaoiones inversas 8e cumple. Una propiedad esp~

oial estriotamente m's debil que 1a separabilidad 8S 1a

oondici6n~!! oadena oontab1e, laoual requiere que to

da familia di8runta de oonj~tos abiertos Bea oontable •

Un oubrimiento 'V I de un espaoio X es un re!i-p

namiento de unoubri¢iento IU).I si para oada vp hay un

U). tal que v c U, •
p - 1\

s. dioe 'que un oubrimiento es de

punt0 finito si oada punto perteneoe solamente a un nUmero

finito de o6njuntoB ertcel oubrimiento J 1que 88 looalrnen

ta finito 8i oada punto tiene alguna vecindad que interseoa
1-
Bola-inenteunnUmerofinito de rniembros del oubrimiento •

.Un eapacio se llama metacompacto (0 a veoas para-

compacto puntualmente) si todo oubrimiento abierto tiene

un refinamiento abierto d8 punto finito J y Se llama ~-

racompacto ai todo oubrimiento abierto tiene un refinarnien

to abierto looalrnente finito •

5. CONEXIDAD

La conex1dad niega la existenoia de oiertos

Bubconjuntos de un espacio topo16gico que ournplen can la

propiedad de que U n V • ¢ y U n V • ¢. Cualqu1er



par de estos subconjuntos se 11aman separados •

Dos aonjuntos abiertos U y V oonstituyen una

s~paraci6n de un espaoio topo1ogico X ai

U n V = ¢ y X-UUV;

si un espacio no tiene una separaaion no trivial se llama

aonexo. Equiva1entamente, X es aonexo s1 y solo ai

no 8S 1a uni5n de dos conjuntos separados; 0 a1 no es

la uni Sn de dos conjuntos ce r-r-ados y disyuntos o s1 no

con t iene conjuntos no trivia1es que so an aI miamo tiempo

abiertoB y corrados o si no existe una funcien cont1-

nua de X sobre e1 aonjunto de dos puntos, con 1a top~

log l<1di se re ta Un 8f· ' ..cio conexo X , se dice degene-

rario S1 co sta de un solo punto. Un subconjunto de un

:.,c>.Pd.C io to[lo1.6,:;icoX es un conjunto aonexo e i no es La

uniSn do dos subc onjuntos separados (ie X, 0 equivalen-

t.c me n t e si satisface 1a definicion de espacio conexo

1,~jo . a to~oloC!a induoida. Dos puntas de X son cone-

8i existe un oonj~nto conexo que los contiane.

Esta relaoton entre lOB puntas do un espacio es una re1a-

cion de 8qui\ralencia, pue st o que La union de cuaLqu ier

familia de conjuntos conexos cuya intersecci6n no as va-

oLa es conexa. Las cLases de equiva1encia disyuntas de
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puntOI!lde X bajo la relaoi6n II oonexa en X II se lls.-

man las com;ponentes de X. Las componentes de X son

preoisamente los suboonjuntos conexos maximales de X,
",

Y 'cHlos deben ser cerrados puesto que La clausura de todo

conjunto oonexo as oonaxa. Esto se muestra observando

que cualquier Beparaoi6n de E debe Beparar E 6 separar

E de algunos de BUB puntos Umi tea. (As! se muestraade

m~s que Bi E c FeE y E es oonexo entonces 1" es

conexo) •

CAPITULO II
TOPOLOGIA DEL ORDEN

En esta capitulo que trata el tema'oentral del tra-

bajo, construimos la topologia del orden para un conjun~

to totalmente ordenado, demostramos en seb~ida algunas

de las principales propiedadas de que goza esta espacio to

pologico, y finalmente damos algunos contraejemplos para

demostrar que la~opologia del orden no satisface, como

es de suponer, todas las propiedades topologicas •

Para comenzar consideremos la hip6tesis de que X

es un conjunto, totalmente ordenado por- 5, y que po-

39



see al menos doe elementos •

En primer lugar oonstru{rno~ la tQPolog{a .del orden.

o topologia de], intervalo, demoetrando el ,eigui.~mteteE.
..

rama I

TEOREMA 2.1

La familia S. I .(a, CDJ, (- CD, b) Ia,be XI

de los intervalos abiertos impropioe de X ,. es una sub-

base para una topologia T ,o la cual se llama 1& t6polo ."

~ del orden (0 topologia del intervalo) de X.

Demostraci6n

Como X consta d~ al manos dos ele-

mentos, entonces todo x EX, pertenece a1 menos a u

no de los intervalos de La forma (-·CD, b) 6 (a,"CD )

y as! S es una subbase para una topologia sabre X.

La base E para esta topologiao To conata de

todas las interseociones finitas de oonjuntos de la forma

(- CD, b) 6 (a, CD) ; por 10 tanto as claro qua Eo

consta de los intervalos abiertos (a,b) (propios 0 im-

propioe) • Si X no tiene e1emento mAximo, ni e1emen-

to minimo entonces la topologla puede ser generada por u-

na base oonstitulda por todos los intervalos abiertosprE.
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pios (a,b) en X. Este es al origen (ielnornbre de to-

pologia del intervalo •

Porejemplo, si X es el oonjunto de los nume-

ros reales y si 'E as la familia de todos los interva-o
losabiertos propios, entonc~~s una topolog!a est~ gene-

rada sabre X por Eo y se llama la topolog:l.ausua.l de

.l2!!. reales. La miama topologia (en :R) ae puede obte-

ner por diferentes metodoa, por ejemplo, introduoien-

do una m~trica .Similarmente, 'podemos considerar que

X es la familia de subconjuntos del conjunto de numeros

reales y formar las topol~gias del orden sobreestos con-

juntos. Algunos de estos, ser~n triviales par ejeE!,

plo, si X as e1 conjunto de los enteros, entonces

la topolog1a del orden es la topologia discreta ~

TEOREMA 2.2

(Estruotura de los abiertos) • Sea X to-

talmente ordenado y tal que esta relacion de orden, cum

pIe la propiedad de ser un orden oompleto. Entonces 0

es abierto relativo a 1a topologia del orden si y solo si

es la union de una familia de intervalos abiertos disyun-

tOB •
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Demostraoion

Sea x E 0 Y sea S c 0 e1 conjunto

de todos aquellos puntos A E 0 para los cua1es ~x,X-!£ o.

Entonces 8 I ¢ y por tanto tiene un extremo superior u

propio 0 impropio. Tenemos que 8 = ~x,u-l 6
s .,. LX,u) de acuerdo a que u portenezca a no a 8 • 81

i 8 b , b E X
,
b denota e1u , sea = u , aell. quo 0

X X X

elemento impropio + 00 Y S = ~x, bx) sr u E 8 en-

tonces u E 0 Y aS1 hay un tntervaLo (a,b) tal que

u E (a,b)c o. Luego no existe ~ E X que satisfaga

u < ~ < b, puesto que como (a,b) £ 0 un tal A debe-

ria pertenecer a 8 y as! ceria un elemento m~s grande

similar a la anterior podemos encontrar un elemento a
x

que el extremo superior. Por 10 tanto, escogiendo

bx - b de nuevo tenemos que 8 = LX,bx) •

Ahora consideremos el conjunto TeO de aquel10s

puntos A E 0 para los cuales LA,X-! ~ 0 • De manera

propio 0 impropio tal que T - (ax'x-!. En consecuencia,

para cualquier x E 0 encontramos elementos extremos

a y b tal que x E 8 U T = (ax,b) SO • 81 x I yx x
entonces a a y b ,.b 6 , 106 intervalos a-x y x y
biertos (a b ) Y (a , b ) son disyunt08 • Par 10x' x y y
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tanto I (a , b ) I x e 0 f 98 una fa,milia de Lrrte rva.Loe a-x x
biertos d1syuntoB ouya un16n es el conjunto abierto o.

Be claro que 109 1ntervalos eerradoa son lOB conjuE

tOB eerrados para eata topologia •

TEOREMA 2.3
La topologia del orden para X es Is. topo1o-

gta manos fina en la eual el orden as oontinuo, en e1 8i

guiente sentido • B'·1 a,b E X Y a < b entonees hay ve-

eindades U de a y V de b tales que, siempre

que x E U Y Y E V entonees x < y •

Demoetraei6n

Como a < b entonees puede oeurrir

1) Existe 0 E X tal que a < c < b, 6, 2) No exis-

te ning6.n o E X tal que a c. 0 < b • Si oeurre e1 caso

(donde

tomamos U =- (- 00, 0) E JB Y V = (c , (I) ) E :B
0 0

:IS as la base de T ) Y ee verifiea que si
0 0

entonoes x < 0 y ai y E V entonees e < y ,

1) ,

x E U

luego x < y. Si o~urre e1 oaso 2) ~ tomamos

u = (- 00, b) E ]80 y V • (a, (0) E:IS Y S9 verifies. queo

si x E U , entonees x < b Y si y E V , entonees
'>

y> a 1uego afirmamoa que x < y ya que 81 x fy ,
entonee s y < x 6 x • y, , y a < y. < x.( b 6
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a < y. x < b, 10 cuaI es una contradicci6n a La hip6t.!.

. onces si b E (a, CD) se tiene que a < b ; como a < b
i

sis 2)

Consideremos ahora una topologla T sobre X que

h~~a continuo el orJen • Vamos a vel'que T:j To • Para

ella basta vel'que todo eLemento de la base :!Bo de To

85 un a.b i e rt o de la topologia T • Sea (a,b) e JB en-a

Y T hace continuo e1 orJen, existen abiertos U'(a)

y V'(b) de T que eontienen a a y b respectivamente

ytales quo siempre que x E U' (21) Y Y E V' (b) enton-

C~8 X < y. Veamos que V' (b) s (a, 00) • En efecto f

saa y E V'(b) , entonces y E V'(b) y a E U'{a) im-

pLi.can que a < y, }J'JI' tanto y E (a, ro') , Lue go

v' (b) ~ (a., (l)) • De donde (a, 00) = U V' (b) E T
bE(a,oo )

So pueclevel', de rnanera similar a La anterior, que

(- ro , b) E T, y finalmente

(a,b) (- co , b) n (a, CD) E T.

Luogo ]3 c T0- y par 10 tanto T cT.a

Can la topologlti del orden oeurre el easo siguie.!}.

to: si X es un conjunto totalmente ordenado POl' <

y si Y c X entonces Y es totalrnente ordenado POl'
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�, perc 1a topologta del orden en Y no coincide, en

general, con la topolog1a re1at1va a Y de 1a topologlu

del orden deX. Para ver que aetas dos topologias de Y

efectivamente difieren, basta dar un ejempLo dondo tal

cosa ocurr8o. Sea.errtcnces X. It oon 81 orden usu 1 , Y

- y - (- <D, - 1) U o t. U (1, oo ) c ]~ •

En 180topologia relativa el f 0 I es abierto pues

I 0 f = (- 1, 1) n Y

pera no puede ser reunion de intervalas de Y de las for-

,,mas ..(a, <D) , (- <D, b) Y (o,d) • Luego .f 0 f no ea a-

bierto en la topologia del orden de Y.

Sin embargo, 8i ponamos oiertas restriooiones las

II dos topologias ooinoiden. En efeoto tenemos eI siguiente

teorema :

II TEOHEMA 2.4

Sea X un oonjunto totalmente ordenado oon

..la topologia del orden. Sea Yun 8ubconjunto de X

..tal que 81 x est~ en X y Y en Y donde x·f y,
II 81 inte~~lo ablerto determinado porxy y,

II contiens puntos de Y. Entonces la topologia induoida

11 sobre Y es 180topoLog La .del orden de Y.
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Demostraci6n

Es claro que la familia

I (a,b) n yl a,b E XU.- (J), CD II es una base para

la topologla inducida sobre Y. 3i la hipotosis se satis-

face, entonces todo (a,b) n Y se puede expresar como u-

na union de intervalos abiertos en Y y aBi las dos topol.2.

gias son identioas •

DEFINICION 2.5
Sea X un espacio topologico con la to

pologia del orden. Sea SeX. D'i-r-ejno s qua S 8S con-

vexo si para todo a~b en S y t tal que a < t < b ,

entonces testa en S.

Este concepto y el de intervalo en X son diferen-

tes. Claramente todo intervalo es convexo, perc no

reciprocamente •

La union de cualquier coleccion de conjuntos con-

vexos con interseccion no vacia as convexa. Luego

cualquier subconjunto S de X puede expresarse de mane-

ra unica como una union de conjuntos conveX08 maximales ,

disyuntos, no vaoios. Estos conjuntos se llaman las

cornponentes oonvexas. La componente de S que contians



e1 punto p de S, es preoisamente 1a uni6n de ,~~08

los subconjuntos conveXOB de S que contie en a p •

E1 teorema que vamos en seguida'es important

puesto que con ~l, praoticamente q iedan eat.uddados too.

dos los axiomas de separacion para un as aoio topologico

X con 1a topolog!a del orden •

TE01lliMA 2.6

El espaoio top016gioo X con la topologia

del orden as un espacio comp1etamente normal •

Demostraaion
Supongamos que A y B son subcon-

juntos separados de X. Sean

A-= U f L'a,bJ
B-= U 1 L'a,bJ

a, b E A , L'a,bJ n,B = ¢ I
a, b E B , L'a,bJ n A • ¢ f

y

En t onces A c A-, puesto que para a E A , L'a,aJ = ,I a f

es disyunto de B •. Adema.s A"n B-= ¢, porque 61

p E A-n B- entonces deben existir puntas a,b E A Y

c,d E B tal que p E L'a,bJ n L'c,dJ. Pero co~o

c ri L'a,bJ Y d i L'a,bJ Y aiL' c,oJ Y b i L' c,dJ,
debemos tener que L'a,bJ n L'c,dJ = ¢ ·

-Afirmamos ademds que A y B son se.para.dos.. En
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efeoto, observamos primero que I- c AN U A Porque

si suponemos que p i A- U A entonc8S debe existir un

int rva Io abierto (s, t) d i ayunt o de A y tal que

P E (s, t) • El intervalo (a, t)- intersecar4 NA sola-

mente s i, Ln teraeoa a1gtin intervalo La, bJ £ A , donda

a, b E A Pero como (s, t) n A o y a,b E A en-

tonoes (5, t) c (a,b) , N10 cual imp1icar!a que pEA.

Pero como p r/. A- debemos tener que (5, t) n ANa ¢. POI'

10 tanto p r/. i-. Luego

- -Ahora escribiremos A, B Y e1 comp1emento de

A -U B como La union de 1,' componente s convexas

y

La oolecoion M = I AA' Bp' C6
Y es, POl' 10 tanto, un conjunto totalmente ordenado.

hereda un orden lineal de

fl.firmarnosqu en e1 conjunto :M, cada uno de los conjun-

tos AA (y similarm nte cada uno de los conjuntos Bp)

tiene un Buceeor inmediato siempre que la intersaccion de

AA Y 1a clausura de SA # donde SA elno sea v ac i a , 8S

oonjunto de las cotas superiores estrictas para AA En

este caso podemos mostrar que el sucesor de A 'A. es un e-
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supongamos que AA n SA i ¢ entonoes

+CA • Para ello

A'An SA cont ie

lemento de f Co f que denotaremos por

ne preoisamente un :punt0 , digamos p, que pertenece

al oomplemento del conjunto cerrado as1.que existe

una veoindad (x,y) de p, disyunta de B-. Entonces

(x,y) n SA i ¢, de donde (p,y) I ¢. Pero (p,y) es
... ...disyunta de A y de B, por 10 tanto debe exi st i r un

oonjunto Co que eontiene a (p,y) • En e I orden lineal

de M, Co es el suoesor inmediato de AA Y 10 llamare
+mOB CA. Ahora para oada 0, elegimos y fijamoG alGun

punto k6 E Co. Entonces siempre que AA n SA I ¢ ,
+ +existe un unieo kA E CA el sueesor inrnediatode AA.

En tal oaso, sea IA = ~p,k~) donde pEA n SA •

31 A n S",,.¢, sea I A • ¢. Definimos J A o i rni Larrnen

te para las cotas inferiores estrietas de AA (uaand o La

misma oolecoion de puntos ko E Co) • Entonces para cala

A , ae a UA '" JA U AA U

Jp U Bp U Ip •

IA y similarmente para c da p,

sea v •p 06 clara-

mente un oonjunto abierto convex:a que contiane a A'A y

Bp respectivamente. De esta manera U = U U'A y-

V • U V Bon oonjuntos abiertos que oontienen a A
p

-Y B •

Como ningUn AA interseoa a ningUn Bp y 01 usa del mis-
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mo kO desde el principio, implica que ningUn Jp 6
Ip podra intersecar ningUn JA 6 lA' es olaro que

ningUn UA podra intersecar ningUn Vp Luego U n V - ¢'"

y por 10 tanto X es T5• Como los puntos de X son

olaramente cerradoa, X as Tl, ypor 10 tanto es com-

pletamente normal •

Corolario

El espacio topo16eico X con la topolo-

gia del orden es normal, regular, de Tychonoff, de

Hausdorff , y To

Demostraeion

Es clara _

Eatudiam08 ahora l~ compacidad del espacio topo16-

gieo X mediante e1 siguiente teorerna •

TEOREMA 2-7

El espaoio topo16 ioa X oon la topologl.a

del orden as compaoto s y 8010 ai el ord~n as oomple-
to _

Demostracion

La oondieion os necesaria, porque ai

A c X Y si A no tiene ext rerno -,u-)<,rior, entonoes loa
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conjuntos PA - f xl x < A I 1 SP ... I x I x > p f para

A E A 1 P una cota superior de A, oubren X pero

elIas no contienen un subrecubrimiento finito. Para pr£

bar 1a suficiencia, necesitamos solamente cODsiderar ,

para cualquier oubrimiento abierto C de X, el conju~

to S de aquel10s elementos y E X para los cua1es

~a,y) (donde a ...inf X) puede ser cubierto por un nUme

ro finito de elementos de C. Si A - Sup S y s1

entonces U c S. Entonces existe a me-

nos que A - Sup S, un intervalo (x,y) £ U tal que

A E (x,y) • Luego (A,y). ¢, puesto que A. Sup S •

Pero eato significa que YES, 10 cual as impoaible •

Por 10 tanto S = X •

Pasamos ahora a estudiar la oonexidad del espaoio

topologioo X, con la topologia del orden •

] ] DEFINICION 2.8

Sa dice qua X contians do puntos~-

I I 8 outivos ai algUn Lrrte rvaLo (a,b), a < b, on X

118svaclo.

Si X oontiene dOB puntos conseoutivos a y b ,

III entonoes X puede ser ssparado por

f x I jJ: > b I . Similarm nte si X

y por

contien un conjunto
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acotado A sin extreme superior, el oonjunto de las 00-

taa superiores de A y au oomplemento, separan a X ••

Tenemoa por 10 tanto el siguiente teorema •

TEOREMA 2.9
El espaoio topologico X es oonexo, sola-

mente ai no oontiene puntos conseoutivos y 8i todo suboon-

junto aootado tiene extremo superior •

Nota

Estas oondiciones son, en afcato, sufi-

cientes y a menudo se resumen en el Axioma de Cortaduras

de Dedekind, que dice: II Si A Y B son subconjuntoB

de X, no vacios disyuntos cuya union es X y si

todo punto de A es menor que todo punta de B, enton-

ces existe e1 Sup A y e1 Inf B y Sup A • Inf B II • U

saremos eata version para demostrar e1 Teorema 2.9 •

Demostraoi6n

Supong mos que U y V eon oonjun-

tOB abiertoB, no vaolos, disyuntoB y cuys union 8S X

Y Bupongamos que U oontiene un punto u que es menorqua

algUn punto v E V. Sea E ls oomponente convexa de U

que oontiene a u y sea A. E U f x E xl x < u I • 81
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B = x ~ A, entonces v E B Y as! el Axioma de cortadu-

ra de Dedekind, garantiza la existencia de un punta

P 0: Sup A - Inf B 8i PEA entonces PEE Y aSl

P E U, luego existen puntas x y y tales que

P E (x,y) can (x,y)-S E cU. Pero como p Sup iI. ,

se tiene que (p,y) = ¢, 10 cua I BS im:rosiblo, puesto

que y no puede ser un sucosor inmediato de p. ror 10

tanto piA. Par un argumento similar, se puede vel'

que p i B 10 cual nos da la cantradicci6n desoada •

DEFINICION 2.10
Sea X un espacic tapalogico conexo y

Un punto de cortachira de x e c-
- >:> un punta P E X

tal que X - ,p I es no conexa. 8i p noes un punto

de oortadura de X 10 11amaremos un ~nto de no carta-

dura. Un corte de X es un conjunto I p, U, V dande

p es un punto de la oortadura de X , y U y V de s o o

neetan X 'p " es decir, dande U y V son s b-

oonjuntos de X, no vacios, abiertos, disyuntos y

ouya.uni6n e s X - ! Pl.

Nota

Si el espacio toplogico X con la topologia

del orden es oonexo, entonces cualquier punto p E X



es un punto de cortadura pue ato que X - ,p, eata se

parado por P =fXEX' x xr p Ip
y por S • I x E X Ix > pf.p

Tambien es claro que ai el eapacio topol?gico X

es conexo, entonces X es completo. Ademas ai X no

tiene puntos consecutivos, entonces todo intervalo as un

conjunto conexo en X.

En 10 que sigue, estudiamos, combinadas, las

trascendantales propiedades de compacidad y conexidad , p~

ra as! generar la nocion de continuo, la cual da como re

sultado una coleccion bastante grande de teoremas intera-

santes. Como es de suponer, nosotros eatudiaramos aqu~i

llos teoremas que conduzcan a un resultado importanta so-

bra la topolog1a del orden •

DEFINICION 2.11
Un continuo as un aspacio topologico ,

compacto, oonexo y de Hausdorff •

DEFINICION 2.12
Un conjunto A se llama un conjunto di-

rigido si y solo si hay una relacion < sobra A que

satisfaca t

para cada A E A

54



i1) sf \~ A2 y x.2 ~ A3 entonces X. $ A)1

iii) Si AI' A2 E A entonceG hay u.lgun A) E A

con A < A3 y A < A31- 2 - •

La relacion < se llama, a veces, una direccion sobre

A •
Una red en un conjunto X es una f'uno i on P fA -~ X,

donde A as algun conjunto dirigido. F~lpunto P (A) se

nota Xx. y usualrnente se habla de II la red (Xx.) A E A "

o de II la red (Xx.) II sino hay confusion •

DEFINICION 2.13
Sea (Xx.) una red en un espacio X Di-

ramos que (Xx.) tiene un punto de adherencia x 6i y solo

s1 para oada vecindad U de X y para cad.a A E A , exis
0

te a1gtin X. > X. tal que Xx. E U •
0

TEOREMA 2. 14

Sea IK",I x E I I una coLe cci Sn de continuos

en un espaoio topologioo X dirigido por inclusion. En-

tonoes n K>..es un cpntinuo •

Demostraoion

La interseccion es un 8ubconjunto ce-

rrado de oada 'KA y por 10 tanto e8 compaot~. Suponga-
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mas que se pueden encontraroonjuntos H y K cerrados,

disyuntos y tales que n K" • H UK, x E H, Y E K • Pa-

ra cuaLquier- "0 fijo, X se puede reemplazar por K",
o

sin afectar la interseccion ,y cada K" por K" n K" '
o

asi qua podemos suponer que x es compacto y de Hausdorff.

Entonces H Y K son cerrados en X y pueden ser separa-

dos por conjuntos U y V en X. Para cada

KA, KA i U U V ,

puesta que si no fuera aSl U n KA Y V n K" desconec-

tarian KX• De esta manera podemos tomar x" E K,,-(U U V).

El resultado es una red (x,,) que tiene un punta de adh'e':'"

rencia z en·X, par la compacidad. Ahora si W as

cualquier vecindad de z y KA esta dado, entonces para

alglin Kp S K", Xp E W. Por 10 tanto W n K" ~O par~

cada vecindad W de z, as! z E K" • KA ' -para cada

". Entonces ZEn KA ~ U U V. Pero U U V es enton-

ces una vecindqd de z, que no contiene a (x,,), por la

esoogencia de los xA• Esto es una cantradioci6n. Por

10 tanto, n leX debe ser conexo •

Si K es un continuo y f p, U, V I es un corte

de K entonces U U f p f Y' V U I, p I son oonexos (y



tambi6n oontinuos) •

Demostra.oi6n

Basta pr-obxr el Lema par-a U U • p , •

Sea. f la funcion dofinida. sabra K por

(x) a { :

oi X E U U , p I
f

81 X E V

Entonces f envia K sobra U U , p I y f €IS continua

sabre cada uno de los conjuntos cerradOB U U I PlY

Y U. pi, asl que f as continua. Luego U U I p I eo

la imagen, por medio de una furici6n continua, de un

e spac i.oconexo y, por 10 tanto, e s conexo. C"OlnO

u U I pi - K - V, U U I p I as cerrado en K y par 10

tanto compacto. Luego U U ,p I as continuo .

m:,1A. 2.16

Si K e s un continuo YIP, U, V I €IS un corte

do K, entonces tanto U como V contienen un punto de

no-cortadura de K.

Demostraoion

SupongamoB que oada punta x E U es

un punto de cortadura qu~ induce un porte X, U , V I deX x
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K • Si ux y v
x

intarsacan vU,P', ellos desooneo-

tan V U f plIo cual es imposible por el lema anterior.

As!. alguno de ellos , digamoB u
x

est~ oontenido en U.
Ahara U U I x I es un continuo para cada x E U por 81

x

lema anterior. Como I U U [x I I x E U
x

as un conjunto

n (U. U I x I )
U JC

X E

no v acI.ocontenido en U. (Par e L 'l'e orerna 2.14) • Toma

dirigido por inclusion , es un continuo

mos q E n (U U I x I ) Entonces
x E U x

entonces U no contiene a
r

U c Uq- y ai

r E U ,
q

q (sl no , Ur s
V cortarian a V U I q fr q

y 10 desconectarian) • Enton-

ces U U I rf no contiene a q. Pero esto contradlce e1
r

hecho de qua q E n (U U I x I ) •
x E U x

DEFINICION 2.17

Un punta de cortadura p en un espacio co

nexo X separa a de -b si y solo s1 existe un corte

I p, U, V con a E U y b E V. El conjunto Clueconsta

de a, b y de todos los puntas p que separan a de b

se nota E(a,b) • El orden de sepa-racian de E (a,b) se

define si Y solo si 6 se par a

a de



TEOREMA 2.18

E1 orden de separacion sobre E(a,b) es un
orden total •

Demostraoion

Es faoil ver que es un or4en parcial •

VeamoB la oondioion de orden total. Para cada p E E(a,b)

sea p, Up' Vp I un oorte de X tal que a E U
P

y

b E V
P
•

8i r, s son puntos distintos de E(a,o)-f a,b I

entonces B E Ur 6 s E Vr • S1 s E Vr entonces r se

para a de s, yas! r < s. Por 10 tanto supongamos

II que B E U • Ahora V Ulr I es conexo (Lema 2.15) Yr r,
est~ contenido en la union de V y U - debeaSl quea s

I I estar oontenido en uno de estos • Como b E V U fr Ir
I I debemos tener entonoes V U Ir I cV AhoriJ. rEVr - s s

• de decir < r Estoasr que B separa a r es s •
completa la prueba de que < es un ordon total soore .

]]E(a,b) •

E6 natural preguntarnoB, en este punto, 8i axis

te alguna oonexion entre la topologia del orden de E(a,b)

y su topologia inducida por el espacio X.
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TEOREMA 2 .19

a) Si B.ca,b) tiene mas de dos puntos, au

topologfa del orden es mas debil que au topologfa induoida. " ,

b) Si K es un continuo can dos puntos de no-cortadura

a y b entonces K. E{a,b) y La t opol.ogIa sobre K

es la topologia del orden •

Demostracion

a) Es suficiente notal'que, para

P E E(a,b) los conjuntos Up n E(a,b)

(con la notacion del teorema anterior)

y v n E(a,b)
p

son abiertos en

E(a,b) y

u n E(a,b) = lq E E(a,b) I q < p Ip

V n E(a,b) I q EE(a,b)1 q > p Ip

b) Si p E K Y P .;a Y p ,;. b , entonces dado oual-

quier qorte p, U, V de K por e1 Lema 2.16 tan

to U V contienen a de los puntos a, .. b.como uno 0

De esta manera p E E(a,b) y asi E(a,b) = K .
De (a), la topologia del orden es mas dabil que

la topologia de K. Supongamos, reciprocamente, que

U es un abierto en K y P E U. Primero tomemos p';' a

y p'; b. Mostraremos que U contiene alglin intervalo
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(r, .) -I q e KI r < q < a I que contiene a p • 8i est.o
no oourrtera, entonoes siempre que p E (r, a) , e1 in-

tervalo oerrado Lr, sJ. 'q e KI r s s s s'cortariai'l

a K - U. Pero los conjuntoB Lr, a~ n (K - U) forma-

r!an entonoes una familia de auboonjuntos cerrados de K

oon 1a propiedad de la interseccion finita (eada Lr, sJ
ea oerrado en K por la parte (a)) • Luego au intersee-

aion (en el espaoio compaoto K) aeria no-vaeia • Pero

p e U y n ,Lr, sJ I p e (r, s) , - , p , 10 eual

nos lleva a una oontradieeion. 8i p = a y p, b 0,
si P ~ a Y p = b, el argumento es similar

En 10 que sigue, daremos algunos contraejemplos

para probar que nuestro espaeio topologieo X, deja de

oumplir propiedades como la de eer 1-oontab1e, metacom

paoto eto •

En las propoaioiones siguientes, cuando digamos

el espacio topologico X, debemoB entender que se trata

del espaeio topologico X, con la topologia del orden •

PROP08ICION 2.20
El espaoio topologico X, no ea, en

general, l-eontab1e.
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Demostracion

Consideremos como X el espacio topo-

logico de los ordinales ~O,~, que consta del conjunto

de todos los ordinales menOres 0 iguales que (), donde ()

es el primer ordinal no contable, dotado de la topologia

del orden. Los conjuntos de ~a forma

(A, P + 1) = (A, pJ lC I xl ).A< x < p + 11

forman una base para esta topologia •

En el aspacio ordinal ~o,~, al conjunto

f n ~ e s un conjunto cerrado y no as un conjunto G6 • En

efecto I .n I es ce r-r-at o pue sto que su complemento

Lo,f"!.Y' es un oonjurito abierto; y no as un conjunto G6,

puesto que para cualquier colecci6n contable IG I
i

de

oonjuntos abiertos que contienen (l ,podemoB hallar una

coleooion de elementos de la base de la forma

(A.,1L7c G. ,
1. ':J - 1.

para cad a 1 • El extremo s~perior de lOB aa un ordi-
nal t menor que .n, pue ste que oada ~1' 0 equiva.1e!l

tomenta oada fO, A.) escontablo y la union contable
1.

de conjuntoB oontables es contable • ,',Por 10 ta~rto
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En resumen el espacio ordinal ~O,f:l7 no es l-conta-

ble, puesto que el punto Q. no tiene una base local con-

table, ya que n es un punto limite del conjunto

(A, n i , perc no es eL punto limite de ni nguna sucesian

de puntos de (A, rl) •

PROPOSICION 2.21
El espacio topologico X no es, en g~

neral, perfectamente normal •

Demostraci6n

Como la topologia del orden satisface

todos los ax.iomas de separaoian, el espacio Lo,nJ
es completamente normal. Pero ~o,nJ no es perfecta-

mente normal, puesto que e1 conjunto oerrad0 f n f no

e s un G6 •.

PROPOSICION 2.22
El espacio topologico X no es, en ge

neral met~oompaoto, ni paracompacto •

Demostraci6n

Todo subconjunto de ~O, nJ tiene

un extremo inferior, (su primer elernento) y todo subco~,

junto de ~O,!l-l tiene un extremo superi~r. Por 10
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tanto LO, nJ es un eapaci.otopolegioo oompleto, if de

esta manera es compaoto •

81 subespaoio LO,.n) de LO, nJ, no as oo.!!!

pacto, puesto que la coleccien I LO, A)I A< f) I as

un oubrimiento abierto que no tiene subreoubr1miento f1n1-

to (puesto que n e s un ordinal limite) • Como LO, OJ
es compacta se sigue que es oontablemente oompao t o •

Luego toda ... LO, n) tiene un punto de aoumu-auoeSlon en

laoien en LO, OJ . Pero n no puede ser un punta de a

oumulacien de ninguna sucesien de LO,O ) As! , toda

sucesi6n de LO,O) tiene un punto de acumulaoi6n en

LO, o i , 10 cual significa que LO, n) es oontable-

mente compacto Como 1.11. 8spacio es compaoto B1 y solo s1

es contablemente compacta y metaoompaoto y como LO, n)
es contablemente compacta pero no compacto, se conoluye

'que LO,!1) no es ni metacompacto ni paracompaoto.

PROPOSICION 2.2)

Gl espacio topo16gico X, no es necesa

riamente de Lindelof ni Cf-compacto.

Demostracion

Como todo espacio de Lindel~f y T)



as paracompacto, entonces X = ~O, n) no es de Lin-

de Lof y por 10 tanto no e s Ci-coLrpacto.

PROPOSICION 2.24

El espacio topo16gico X, no 8S necesa-

riamente contablemente compacta •

Demostracion

Si expandimos la topologia del orden a

~O, wn ), definiendo como abiertos a todos los ordina-

Le s nfi, tenemos, esencialmente, una sumo. infini t a ,

contable de copias de ~O, n ) Este nuevo espacio no

es (como ~O, n)) metacompacto, y, ademas no es

contablemente compacta, puesto que 108 sumandos forman un

cubrimiento contable sin ningtin subracubrimiento finito •

PROPOSICION 2.25

El espacio topo16gico X, no as necesa-

riamenta completo •

Demostraoion

Tomamos como X el conjunto de los

hiperreales R con 10. t cpo l.ogla del orden. Veamos qua

-R no e s oompleto. En efecto, consideremos el conjunto

de 10. numeros naturales :IN c It Vamos qua IN as acota-



do superiormente en R porque algUn infinito 1
e (don-

de E esalglin infinitesimal) es una eota superior • Aho

ra si existiera A tal que Lim n = A entonees A
n ....<D

de be ser infinito es deoir , A ¢ R (por propiedad ar-

quimediana) • Luego n < A , para todo n natural . Pe

ro sea a > 0 un real eualquiera, entonees n < A - a

para todo n E IN y. A a I. A, pues R es un ouerpo

esto es A no puede ser extremo superior de IN (absurdo).

PROPOSICION 2.26

El espaeio topologico X, no es necesa

riamente separable •

DamoBtracion
-'I'omernoaX = R, como antes, y vea.-

-mOB que R no as separable • En efeoto f aea x e R y

E > 0 un infinitesimal. Consideremos la oolecoi6n

I (x , x + eylx s :R

'I'enemoa que si x'; y, oon x, y E E., entonoes

(x, x + E) n (y, y + E) = ¢ ;
por 10 tanto, t.e nemca que I (x, x + E) I x E R t es una

colecci6n no-oonta.ble de intervalos disyuntoB dos a dOB •
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-Ahora si R fuera separable ,podriamos tomar

D = I dK IKE :IN I un subconjunto dense y numerable de

R-. Como U (x, x + E) 5: n-, entonces existiria un

dn(:{C) en D tal que dn(x) E (x , x + E) Y dn(x) I

dn(y) , para x rI y • Por 10 tanto , el conjunto

I dn(x) I x E R I es contable (absurdo) •

Nota Editorial
En e1 proximo nUmero del Boletin se publl

oar! una se cueLa del pre serrte artfculo e acrIta por e Lvm i s

mo autor •
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