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UN TEOREMA SOBRE SOLUCION DE ECUACIONES DIOFANTICAS

Nelson MEDINA FERRER

Vamos a considerar el problema de determinar el

nimero de soluciones de la ecuaciédn dioféntica

Xi ®"%E +x3+...+1b=a

1 2

donde ¢ es el menor entero permitido como solucidn .
Una solucibdn a dicha ecuacién es una b-tupla ordenada
(kl’k2’°'°’kb) tal que ki > c para i = 1,2,...,b

¥, naturalmente , tal que k1+k2+...+k.b = a

Determinaremos una funcidn f(a,b,c) cuyo valor
seri precisamente el nimero de soluciones enteras de la
citada ecuaciém . Cada una de las variables x, toma
valores que fluctia entre ¢ y a~c(b-1) = ¢ + (a-cb).

Ahora bien , s8i x, =0 el nlimero de soluciones
viene dado por f(a—o, b-1, o) puesto que se ha reempla

zado una de las variables por el valor constante ¢ , ¥y

as{ se rebaja el nlmero de variables en 1 al mismo tiem



po que

ciones

se rebaja la suma en O .

Igualmente , s8i x, = o+l , el nfimero de solu-

ge da por f(a—c—l, b-1, c) y Y generalizando ,

x, = o+2 -+ f£(a~0-2, b1, o)
x, = o+k -+ f(a-o-k, b~1, o)
x, = o+(a-ob) - f(e(b-1), b-1, ¢)

Como todos estos valores de x, son posibles se

gin las condiciones del problema , t2nemos

f(a, b, ¢) = fla-c, b-1, ¢) + £ (u~o=1, b-Xp ) +6e 0k

f(a~c-k, b-1, ¢) +..e+ £(c(b-1), b~1, o)

a-ch

f(a, b, c) = L f(a-oc~k, b-1, 0)

k=0

Donde claramente , a > bc .

Ahora ,
Sk wel, fla; by 8l =y,
51 b = 2 , entonces
f(a, 2 c) = f(a—c, 15 % i Wb f(c(b—l), 1, o)

=1+1+.-.+1

a-cb+l veces



= a - ob +.1

=a=-20+1

En resimen , s8i b =2 , enlonces
f(ay by ¢) = a =20 +1

Antes de examinar b = 3, 4, y el caso general ,

recordemos que

1+2+3+000+N-M

2 ’
y que 1°2 + 2°3 + 3°4 + + N(N+1) = N§N+1}§N+22

Ahora bien , si b =3 entonces

a-ob
£{ng: 3, 8)ip 1 f(a-o-k, b-1, c)
k=0

= f(a-c, 2, c) + f(a-c-1, 2, O)4eeot
£(a-o-(a-cb), 2, o)

Ahora , oomo

f(a-0, 2y c) = (a~c) = 2c + 1 =a - 36 +1

f(a-c-1, 2, c) = (a-c-1) - 26 + 1 = a - 3o

£(c(b-1), 2, o) = o(b-1) + 26 + 1 = 20 - 26 + 1 =1,

Dado que estamos .considerando el caso b=2,

3



sumando estas igualdades obtenemos que

f(a, 3, 0) =a-30+1+a-36+a=30=-1+..+1

(a~30+1) (a-3c+2)
2

Similarmente , para b = 4 tenemos

a-ob
f(a, 4, ¢) = X f(a~o-k, b-1, o)
k=0

= f(a-0, 3, ¢) +...+ £(o(b-1), 3, ¢)

(a-40+1) (a—4c+2) . (a~4c) (a—4c+1)
2 + 2 +eoot

f (cb-40+1) (cb~40+2)
2

Y como cb-40+l =1 (pues b = 4) , obtenemos

que

£(a, 4, o) = 1-2+2o3+3o4+...;(a-4o+1)(a—4o+2l

(a-4o+l)(a—4z+2)(a—4o+§l

Reuniendo en una tabla los valores obtenidos ,

vemos que

f(a, 0, ¢) =0
f(a, 1, ¢) = 1

f(a, 2, c) = a-2c+l



£(ay 3, o) = (8-3°+1)2(a-3o+2)
f(a, 4, o) = ﬁa-4c+1)(a:§o+2)(a—4o+3)

Lo cual hace suponer que

(a~bo+1) (a-be+2) . . . (a=bo+b-1)
(b-1)]

f(a, b, o) =

o sea ,
f(a, b, o) = <f_bgi?-1>

Nuestro propbsito en este articulo es demostrar
que esta fdrmula es vAlida en @l caso general . Para

é1lo partamos de que

n 3 i+n-i & 8 ¥, n-i l " 1
i(n-1i) i(n-1) i(n-i) i(n-1) i n-i

Multiplicando ambos miembros de la Gltima igual-
dad por (n-1)| y dividiendo por (i-1)} (n-i-1)| se
tiene que

n n-1 (n—l)
2 (ks 1t 1 l-i=1)~ 1o (i+3).c tn-1)

que se puede escribir ocomo

n n-1 n-1 n>i> 1

A B & i ’

Como esta Glltima identidad es cierta para todo



n>1l, se tiene

n-1 n-2 n-2

N = -1 | * i yn>21>1, n>2
n-2 n-3 n-3

i = i_l + i ’niitl, n->-3

etc.

Dado que el valor minimo de prth L sy Dpue-
b

de llegarse a la importante conclusidn

n n-i+1l n-k ;
- 2 4 ’ n > 1
i oul . i-1

Ahora volvamos a nuestra férmula para f . Sa
bemos que se cumple cuando b toma los valores
1, 2, 3, 4 3 asumamos que se cumple para un valor b
cualquiera . DIEntonces ,

a-c(b+1)
f(a, b+1l, o) = L f(a-c-k, b, ¢)
k=0
Luego ,
f(a, b+l, ¢) = f(a~c, b, o) + f(a~o-1, by, c) + ...

+ f£(eb, b, ¢)

y como hemos supuesto que



o <[]

entonces ,

f(a, b+1, o) & a—o;f;+b—1 s a—c-bgt:—l-l

+

a-0-bo+b-1-2 - be-be+b-1
b-1 et b-1

Tomando ©, = a-o-bo+b-1 ¥y o, = b-1

1
o c,-1 e, -2 c
f(a, b+1, O) - 1 + 1 -+ +eoo0et 2

02 o2 o2 02
01-02 cl—k

= L
k=0 c2

& 01+1
02+1

= [a-c(b+1)+(b+l)-1
(b+1)-1

Esta iltima igualdad prueba inductivamente el

resultado .
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