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UN TEOREMA SOBRE SOLUCION DE ECUACIONES DIOFANTICAS

Nelson MEDINA FERRER

Vamos a oonsiderar el problema de determinar el

nlimerode 601uciones de 1a ecuaci6n diofantioa

donde 0 es el menor entero permitido como soluoi6n •

Una soluoi6n a dicha acuaoi6n es una b-tupla ordenada

(kl,k2' •••'~) tal que ki > 0 para i· 1,2, •••,b

y, natura1mente, tal que kl+k2+ •••+~ - a

Determinaramos una funci6n f(a,b,c) ouyo valor

ser~ preoisamente e1 numero de soluoiones enteras de 1a

oitada aouaoi6n. Cada una de las variables Xi toma

valores que fluotua entre 0 y a-o(b-l). 0 + (a-ob).

Ahora bien, si xi· 0 el nUmero de soluoiones

viene dado por f(a-o, b-l, 0) puesto que se ha reempl~

zado una de las variables por el valor oonstanta 0, y

as! se rebaja 81 numero de variables en 1 al mismo tiem
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po que Be rebaja la Burna en o.

Igualmente, si Xi a 0+1, el numero de solu-

cion~a B da por r(a-c-l, b-l, c), y generalizando ,

X ...0+2 ..... r(a-o-2, b-I, 0)
1

x ...o+k ..... r(a-c-k, b-l, 0)i

X • o+(a-ob) -+ r(a(b-l), b-l, c)i

Como todos estos valores de son posibles ae

gUn las condiciones del pr-obLe ..rna, t.enemoa

f'{a ; b, c) == r(a-c, b-l, c) + rC,-c-l; b-l, c) +•••+

r(a-a-le, b-l, c) + ••.+ r(c(b-l), b-l, c)

rea, b , c) =
a-ic b

E
k==O

r(a-a-k, b-l, 0)

Donde claramente , a > bo •

Ahara

3i b 1 rea, b, 0) 1 •

8i b == 2, entonccs

rea, 2, c) r(a-o, 1, 0) +•••+ r(o(b-I), 1, c)
1 + 1 + ••• + 1

a-cb+1 veces
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• a - ob + 1

• a - 20 + 1

En resumen, 81 b - 2, entonc6S

tea, b, 0) = a - 20 + 1

Antes de examinar b::r 3, 4, y 61 caso general ,

reaordemos que

1 + 2 + 3 + ••• + N • N(N+l)
2 '

Ahara bien, 8i b· 3 e rrt cnc ee

a-ob
rea, 3, 0) = t r(a-a-k, b-l, c)

k=O
= rea-a, 2, c) + rea-a-I, 2, 0)+ ••• +

r(a-o-(a-ab), 2, 0)

Ahara, oomo

r(a-o, 2, c) ... (a-c) - 20 + 1 • a - 30 + 1

r(a-o-I, 2, c) = (a-o-l) - 20 + 1 = a - 30

•
•
•

r(o(b-I), 2, a) = a(b-I) + 20 + I '"20 - 20 + 1 • 1,

Dado que estamos .aonsiderando el oaso b· 2 ,
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8umando eetas igua1dadee obtenemos que

rea, 3, 0) • a - 30 + 1 + a - 30 + a - 30 - 1 + •••+ 1

• (&-30+1) (a-30+2)
2

Simi1armente, para b· 4 tenemos
a-ob

r(a, 4, 0) • t r(a-o-k, b-1, 0)
k=O

• r(a-o, 3, c) + ••• + r(0(b-1), 3, 0)
(a-Ao+l) (a-4o+2) (&-40) (a-40+1)

2 + 2• +••• +

(ob-40+l) (ob-40+2)
+ 2

Y oomo ob-40+l· 1 (pues b· 4), obtenemoe

que

rea, 4, 0) = 1·2+2·3+3·4+ •••+(a-40+1) (a-40+2)
2

(a-40+1) (a-4o+2) (a-40+3)
6

Reuniendo en una tabla los valoree 9btenidoe ,

vemos que

rea, 0, 0) .. 0

r(a., 1, c) - 1

r(a., 2, 0) .. &-20+1
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0) = (~-30+1)(a-30+2)rea, 3, 2

rea, 4, 0) (a-4c+1)(a-40+2) (a-4o+3)
6

Lo oual hace suponer que

0) = (a-bo+l)(a-bo+2)rea, bj
(s-i) I·-

(a-bo+b-l)

o sea,

f(a, b,0) = (a-b~~~l)
Nuestro prop6sito en eate articulo as demostrar

que esta f6rmula es valida en 131 caso general. Para

~llo partamos de que

n i+n-i i n-i
- t(n-i)'= ten-i) + i(n-i) =

1
i

1
+ --n-i

Multiplicando ambos miembros de la ultima igual-

dad por (n-I)! y dividiendo por (i-l)J (n-i-I) I se,

tiene que

i (n-i-I)
(n-I) +

(n-I) ,

que se puede escribir oomo

n > i > 1

Como esta ultima idantidad as ciarta para todo
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n > 1 , se tiene

( n~l) · (:=n + (n~2) , n > 1 > 1 , n> 2

\n~2) _ (:=~)+ ( n:3) , n> 1 > 1 , n> 3

eto.

Dado que el valor minimo de (:) as 1 , pue-

de llegarse a la importe.nte conclusi6n

, n > i

Ahora volvamos a nU8stra formlila para f. Sa

bamos que Be cumple cuando b toma los valores

1, 2, 3, 4 asuma.mos que se cumple para un valor b

cualquiera. Entonces

f'{a , b+l, c)
a-c (b+l)

1:
k=O

r(a-o-k, b , 0)

Luago ,

f'{a, b+l, 0) r(a-c, b, 0) + f(a-o-l, b, c) + •••

+ f(cb, b , c)

y como harnos Bupuesto que
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f(a, b, 0) • (a-bO+b-l)b-l

entonoes ,

• (a-O-bO+b-l) + \a-O-bO+b-l-l)b-l b-l

(
~0-bO+~-:1-2} (bO-bO+b-l)+ b-l···+ b-l

I

rCa, b+l, 0)

Tomando 01 • a-o-bo+b-l y O2• b-l

rCa, b+l, 0)

• (j1-0(b+l)+(b+1)-1)
\ (b+1)-1

Eeta ultima igua1dad prueba inductivamente e1

resultado •
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