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RELACION ENTRE EL G~~lliRODE UNA SUPERFICIE

Y EL GRADO DE UN POLINOMIO+

Kernel GEORGE

Vamos a demostrar que e1 genero g de una super-

fieie y e1 grade p de un po1inomio estan re1aeionados

de la manera siguiente

Teorema

Dado un numero g ~ 0 se puede oonstruir

un po1inomio p(x,y,z) tal que la superfioie definida

por la eouaoion P = 0 para alglin 0 > 0, tiene pre-

oisamente genero g.

Ademas , si un polinomio P tiene grade pyla

superfioie definida por la eouaei6n P - 0 tiene gene-

ro g, neoesariamente se oumple que p > 1 + VI+8g •

Como una guia ilustrativa de la demoetraei6n , P£

drfamos sintetizar los pasos que vamos a seguir, as! I

1). Como una 8uperfioie de genero g es topoli

gioamente equivalents a una esfera a la eual en eu inte-



rior se Ie han adherido g "asasll (ver figura 1), enton-

ces nosotroB neoesitamos construir un polinomio p(x,y,z)

cuya superfioie de nivel p(x,y,z) - c, para alglin 0,

sea topo16gioamente equivalente a una esfera con g "a-

Basil adheridas.

i Fig. 1

2). Para oonBtr~ir tal polinomio, tomamos la es

fera S2, y la oruzamos por g rectas paralelas • El pr£

ducto algebraioo de la eafera y esas g rectas sera el p£

linomio bUBcado. Esto demuestra la primera parte del teo

rema o'

3). Para demostrar la segunda parte, utilizare

mos el siguiente argumento topo16gico I Bi a una eafera
-Ie anadimos por su interior una serie de lIasas multiples"

(0 sea, varias Ilasasll a au vez interooneotadas entre

sf) , entonces la superficie resultante tendra el mismo

tipo de homotop!a que e1 de una esfera oon oierto n11mero

de reotas que la oruzan y se interseotan entre sf •
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4). Por oonaiguiente, baatarA conatruir (me-

diante el m~todo enunciado arriba) un polinomio cuya su-

perficie de nivel sea homotopicamente equivalente a una

eafera unida a reotas que 8e interseotan. Aplicando anA

li8is oombinatorio elemental, encontraremoa la relaci6n

entre el ~nero de tal auperficie y el grade de dicho po-

linomio •

A oontinuacion vamOB a establecer algunae nota-

oiones que requerimoe , y que son familiarea del analisia

elemental. En aqueLlos casos en que se enuncien resu1ta

dos eonooidoa, daremos refereneia a algunos textos don-

de se eneuentran. De 1a misma forma procederemos cuando

enunciemoa teoremas de clasificacion topologieoa, en

loa euales nOB apoyaremos para la demostraci6n del teore-

rnacentral •

Sea P - .p(x,y,z) un polinomio eualquiera en

trea variables, con coeficientes realea. Si oonsidera

P fun . ~ real eada eeuaeion de lamOB a oomo una lon ,
forma P • p(x,y,z) • 0 nOB define un oonjunto P 11a-

0

mado la Buperficie de nivel de P en el valor 0 .
El valor 0 ae llama valor regular de P Bi 81

gradiente de P (gradP) es un veotor distinto de oero



en eada punta (x,y,z) tal que p(x,y,z) - 0 •

En oaso de que en un punto (x,y,z) el gradiente

P se anule, dioho punto se denomina punto crItieo de

P , y el valor 0 correspondiente se denomina valor

oritico de P.
Es un resultado conocido (1) que si e es va-

lor regular de P , la superfieie de nivel Po es una

variedad diferenoiable (no neoesariamente oonexa) de

dimension 2. Por simplioidad , a tal variedad la lla-

maremos superficie regular P ,o o mis brevemente , la

supe rf i oi e Pe •

3imilarmente Bi p. p(x,y) es un polinomio

en dos variables eualesquiera, manteniendo la notaeion

arriba estableoida , denominaremos aPIa curva de nio

vel definida por 0 E R. 3i 0 es valor regular de P,

a La "variedad diferenciable (no neoesariamente oonexa)

de dimension 1", la llamaremos curva regular, 0 mas

brevemente , ourva Po
En ambos oasos, sea P un polinomio de dos 0

tree variables. 3i c - 0 , 11amaremos a Po 81

oonjun to de oeros de r" 0 mas brevemente , "e1 oero de

pIt •

A manera de ejemplo , ouando 81 po1inomio
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222p - 1 - x -y -z es oonsiderado oomo una funoi6n real ,

el valor 0 - 0 es un valor regular de P, Y la super-

fieie P es la oonooida esfera 52. 5i haoemos·eero uo
na de las variables, obtenemos un polinomio en dos va-

riables , ouya ourva regular Po es el oonooido oiroulo

Sl. Este oiraulo se obtiene tambi~n interseetando la es

fera S2 aon oualquiera de los pIanos determinados por

x • 0, Y - 0 , z • 0 •
Finalmente, por simplieidad en la notaei6n ,

llamaremos oirou1os S a las ourvas regulaTes topol6gi-

oamente equivalentes a sl , Buprimiendole el superindi-

sl •oe a

Vamos a enunciar a oontinuaoi6n una aerie de re-

su1tados, que nos permitirAn oonstruir un polinomio P

ouya 8uperficie regular p
o tenga genero g , para

oualquier g dado •

Lema 1.

Sea el oiroulo dado por 2 2
x +Y - 1 •

Sean Pi· (ai,bi)

del oiroulo sl.

n puntos del plano en 81 interior

Entonoes , e1 polinomio P dado por

1& f6rmula n
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tiene un valor regular 0, tal que la curva P oonsis
c

te de n o!roulos S. disconexos, que rodean a oada
1.

punto Pi'

(Figura 2.)
y un oirculo S que rodea los circulos S.•

1.

fig. 2 fig. 3

Este resultado ae obtiene al analizar la naturaleza del P~

linomio P, ouya grAfica damos en la figura 3. Por fa

oilidad hemos tornadolos puntos Pi en el eje y, ha

oiendo Pi - (O,a.) •
. 1.

3i ademAs estos se diatribuyan

sim~tricamente , se concluye rApidarnente que o· a 8a un

valor oritioo de P y que para 108 0 cercanos a oero

y oon valoree positivos , el polinomio

n

P _ (1_x2_y2) II Lx2+(y-a
i
)2J

1-1 '

determina 1a ourva de nivel menoionada •



A manera de ejemplo, si n· 1 y P as e1 p~

to (0,0), entoncee el polinomio p. (1_x2_y2)(x2+y2)
tiene oomo Unicoe valoree cr!ticoe a o· 0 y c· 1/4 •

De forma tal que si 1/4 > c > 0 , la ourva regular

p(x,y) • 0 oonsiste de doe o!rculos en torno a (0,0) •
Lema 2

Sea el circulo dado por 2 2y +z • 1 •

Sean y - a.
1

n rectas tales que 1> a. > -1 •
1

Entoncas

a1 polinomio P dado por 1a f6rmu1a
n

p(y,z) == (l_y2_z2) I! (y-a
i
)2

i-I

tiene un valor regular c , tal que la curva P consisa

te de circulos S. co1ocados en cada una de las regiones
1

delimitadas por las rectas y .ai • (ver figura 4) •

fig. 4
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De la m1sma forma que en el Lema 1, e1 bao~moe

1 • 1 y tomamOB la recta y. 0, el polinomio se oon-

vierte en p(y,z) • (1_y2_z2)y2 ouyos valoree oriticos

son o· 0 y 0 E 1/4. Cada uno de los valores re~lla-

res oomprend1dos entre 0 y 1/4 definen doe circulos

colooadoB a ambos lados de la recta y. O. Obs~rvese

que tanto como (y_a.)2 son polinomioB
1

CUYOB ceros Bon puntos y rectas , respectivamente • Es

por ello que, en ambos lemas , podemos afirmar que he-

mas multiplicado el circulo por puntos (0 el circulo

por reetas) para obtener una familia de curvas de la que

hemos destacado un elemento particular. Este resultado

es mucho mas general I s1 mu1tip11camos el circulo par

puntos cualeequiera (0 por rectae cualesquiera) en el

eentido de multiplicacion de polinomios, podemos obte-

ner un valor regular cuya curva regular es 1a que a oon-

tinuaeion se muestra en la figura 5 I

Circulo multiplicado
por puntos



Ahora aplicando los lamas 1 y 2, podemoB con~

truir al polinomio P cuya Buparficie regular Pc sea

conexa , oompaota, y tanga genero g. Para allo pro-

cederemos asi s tomense g reotas de la forma

z arbitrario, 0 sea dafinida por la eouacion

x2+(y_a.)2 ·0.
1

Multipliquense estas g rectas por la asfera S2. El p~

linomio resultante es r

~
p(x,y,z) c (1_x2_y2_z2) I I ~x2+(y-ai)2-7

i-I

Veremos que este polinomio define una superficie regular

P de genero g.
o

En primer lugar ,en 0 - o· el palinomio P tie-

ne un valor oritieo , cuya Buperfioie de nivel Po oon-

aiate de una esfera unida a las g rectas. Ahara si

tomamoa 0 positivo y carcano a cero, la superfioie

P est~ totalmente oontanida en la esfera S2. El as-o

queleto de esta auperficie , 0 sea, su intersecoi6n oon

los planGs Z - 0 y x - 0, ae oalcula de la siguienta

manera r

8i z - 0, entonoes p(x,y,O) oonsiste del

oiroulo multiplioado por g puntos. Aplioando el lema

l~



2 , obtenemos el corte de la superficie con el plano

z • 0, tal como indica la figura 6.
31 x· 0, entonces p(O,y,z) consiste del

circulo multiplicado por g rectas. Ap1icando e1 lema

1, obtenemos el otro corte de la 8uperficie con el pl~

no x - ° .

fig. 6

Ambas interseociones oorresponden al valor regu-

lar eacogido 0, y la superfioie de nivel Po

po1ogicamente equivalente a una esfera (figura

es to-

la que se 1e han adjuntado g II asas II I
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fig. 7

Vamos a encontrar ahora la formula que relaciona

el genera de una superficie con e1 grade de un polino-

mio cuya superficie de nivel tenga ese genero. Para

ello, tomemos una superficie conexa, compaota, de

genera g. POl'un conocido teorema de clasificacion

(2) , ella es topologicamente equivalente a la esfera

can g "aaas" adheridas. Bstas "asas" las podemoB

reunir en un "asa con g+l patas" pegadas par el in-

terior de la esfera, manteniendo la equivalencia toP£.

logica. (vel'figura 8) •



Eafera con g "aaaa" Esfera con un "asa" de
g+l "patas".

fig. 8

De modo que si oonstruimos un asa multiple como

la que se indica en la figura 9, el genera de la supeL

ficie estarA determinado par el numero de oortes surnadoa

la mitad de las interseooiones son la esfera •

fig. 9
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Esta asa multiple la podamos astrechar convirtiendola en

rectas que sa interseotan , y la superficie obtenida (la

esfera interseotada por rectas) tendrA el mismo tipo de

homotopia que la superficie original. Dadas n ractas

Li, el mayor numero de intersecoiones de esas rectas as

(n-I)g - -2-· n. Por oonsiguiente, si multiplicamos La es

fera S2 por n rectas obtenemos un polinomio cuya

8uperficie regular P ,a para algUn a , tiene genaro

g, y como tales ractas se cruzan an e1 mayor numaro po-

sible de intarseccionas, g as el mayor genaro posibla •

Dabido a que al po1inomio tiane grade 2n+2 (2n

por las n rectas, y 2 mas por 1a esfera) , tenamos

qua

fig. 10



(n-1) n2 puntos,

luego e1 genero de 1a superfioie es igual a ese numero de

Laa n reotas se intersectan en

puntos mAs n, que son los cortes de las rectas con la

esfera. AdemAs, el grade p del po1inomio es p-2n+2.

Como e1 genero ea s-Gn2+n)/2 , igualando con p , obtene-

moa la ecuacion 2n +n .,2g y p - 2n+2 luego

1+8g Y como P es entero entonces p satisface necesa-

riamente la condicion p > 1 + Vl+8g, quedando demostrado

e1 teorema •

Supongamos, por ejemplo, que queremos constru-

ir una superficie de genera g" 1 Entonces, por el

primer metoda, e1 polinomio tendra grade p - 4. Por el

segundo m~todo, el polinomio tambien tendra grade 4 . Pe
ro de aqui en adelante se reduce ostensiblemente el grade •

Asi ,ai g = 10, entonces p z 2(10)+2 - 22 perc apli

cando el ultimo m~todo, podemos oonatruir un polinomio de

grado p - 1 + V 1+ (10) 8 - 10 cuya superficie regular tiene

genero 10. La disminucion del grade del polinomio a medi

da que el g~nero aumenta se puede iluatrar en el aiguiente

cuadro s
G~nero o 1 2 3 10 18

Grado 2 4 6 8 22 38

MInima 2 4 5 6 10 13
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En donde a1 teroer reng16n indioa el grado minimo

que pueda tener un polinomio P para que la Buperficie

P tenga g~nero g.c

+Eate tema me fue augerido por el profeaor Thomas

Banchoff, Universidad de Brown •
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