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EL TEOREMA DE PULLBACK

IVAN CASTRO CHADID *

Definicibn .
Diremos que la estructura algebraica
(A 3 Al geeey Xn) estd contenido algebraicamente en la
estructura algebraica (E j Py geeey pn) si @
1) A c B
2) x pi y=x Xi Y 3 para todo i =1 ,..., n
Yy para todo x , y € A .
Observacidn 1
En este caso , también se suele afir
mar que la estructura algebraica (E j pl geeey pn) con
tiene algebraicamente a la estructura algebraica

(A ’ X gecey )\n) .

1
Analicemos los siguientes problemas :

Problema 1.

Sea f(x) un polinomio no constante
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sobre el cuerpo F . Demuestre que f(x) tiene por 1lo
menos una rafz , en una extensidn adecuada de F .

Problema 2.

Dado un dominio entero D , existe
por lo menos un cuerpo extensidén de D .
BE1] método usual para resolverlos es el siguiente 3

Solucién del problema 1.

Sea h(x) un factor irreducible de f(x) . El a-
nillo F [T}L7'/ (h(x)) es un cuerpo para las operacio-
nes de suma y producto usuales . En realidad las opera-
ciones se llaman adicién y multiplicacidén . E1 conjunto
F formado por los elementos a+(h(x)) s con a € F , es
un subcuerpo de F Z};7/ (h(x)) « La aplicacién

? 1t F o F
a > ?(a) = a + (h(x))

es un isomorfismo .

Existe un cuerpo K , extensidén de F , y un

(1) isomorfismo § de K sobre F /x //(n(x))

que extiende a ? .

Sea o© = §-1(x + (n(x)) . El paso siguiente consiste en
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demostrar que ¢ es raiz de h(x) y por lo tanto de
f(x) .

Solucién del problema 2.

sean (a,b) , (c,d) e M =D x (D - 0) y la rela-
cién ~ , definida por (a,b) ~(c,d) , si y solo si
ad = bec

La relacién ~ es de equivalencia .

Sean [;,27 la clase de equivalencia de la pare-—
ja (a,b) por esta relacibn , y H el conjunto de
los /a,b/ ocon (a,b) en M .

Sobre H definimos las siguientes operaciones 1t

Suma [;,27 + [E,g7'- Z;h+bo,bg7

Producto 3 15;37 . ZE,Q7 = Z;c,b§7
(H, +, .) es un cuerpo y el conjunto D formado por
los elementos [;,17' con a € D es un subdominio de H.

La aplicacidn

o D - D
a > ?(a) - [a,1/

es un isomorfismo

Existe un cuerpo K , extensién de D , y un

(2) isomorfismo ; de K sobre H que extiende

a?.
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Observacidn

Como podemos ver , la claye para la so-
lucidén de estos dos problemas , estriba en la justifica-
cién de las afirmaciones (1) y (2) . Mis aln si demos

tramos que

Dado un isomorfismo ¢ de la estructura alge-
braica (A} kl,..., Xn) sobre la estructura
algebraica (A’ Xi - X;) , contenida alge
braicamente en la estructura algebraica

(3) (B3 pi Sp—— p;) § existe una estructura al-

gebraica (K3 0, gece, pn) que contiene alge-

1

braicamente a la estructura (Aj Xl goc oy Xn)

y un isomorfismo $ de (B3 Pl seeey pn) so-

bre (B’; pi gi: sl p;) que extiende a ¢ .

tendremos , entre otras , la respuesta a las afirmaciones
(1) y (2) .

Si demostramos (3) para n =1, facilmente po-
dremos demostrarlo para cualquier n > 1 definiendo sim-
plemente las operaciones Di para todo i = 2,..., n de

la siguiente manera

X Py = $"1($ (x) H § (y)) para todo x,y € B,
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(1) donde ; es el isomorfismo obtenido en el
de (E3 pl) sobre (E’j pi) , Que extiende a

Gracias a la definicibén dada en (1) de
dores pi sy Tresulta muy sencillo demostrar que

isomorfismo de la estructura algebraica (Ej p1

sobre la estructura algebraica (E’j pi I p;

extiende a ? .

caso n=1

? .
los opera

-~

? es un
A pn)

) y Qque

Para el caso n =1, este problema es conocido

con el nombre de '"Teorema de Pullback" .
Demostracidn del Teorema de Pullback .
Se presentan dos posibilidades

1) E’ y A son disyuntos .

En este caso se define E = A lJ (B - A?)

141



y ¢ L W g, a s8i aeB’ - A’
a > ¢ (a) =
¢ (a) s8i aeE A .

; , asi definida , es una aplicacién biyectiva .

Definimos el operador pl de la siguiente mansras

x o, y=§ ) e F ()

para todo x , y € E o
. & Nas] g y 3
Si x,y € A entonces x p; ¥y = ¢ (¢ (x) CH ?(y))
= 57O N ¢ (1)) = e A ) = §THRx A ) -
X Al y « Luego , la estructura algebraica (Ej pl) con-

tiene algebraicamente a la estructura (A Xl) .

Ademds , es evidente que § es un isomorfismo de
la estructura algebraica (B 3 pl) sobre la estructura
algebraica (K’; pi) » Qque extiende a ¢ .

2) E' y A no son disyuntos .

En este caso apelaremos al siguiente resultado de
la teoria de conjuntos , que se obtiene como una conse-
cuencia del axioma de eleccibn .

“Dado un conjunto U , existe un conjunto B ,
disyunto con U , y una aplicacidén biyectiva w de U
en B" .

En este caso sea U = E’ U A . Definimos 3
i) E" =Yy (B2) , A" =Y (ar)
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ii) Los operadores p; y X; por las fdérmulas

a) xely=y (D) o YN 4 para
x, ye E" .
) xAM y=7 ('fl(x) A Lp—l(y)) j§ para

xX, ye A" .

o Y ,"th Y hl,"n

De a) y b) se deduce que la estructura alge—
braica (A" j k;) estd contenida algebraicamente en la es
tructura algebraica (E" j OI)

De ¢) concluimos que ¢, es un isomorfismo ,
de la estructura algebraica (A’ H Xi) sobre la estruc-
tura algebraica (A" 3 X;) . Luego ¢, = ¢,¢ es un iso-
morfismo de la estructura algebraica (A 3 Xl) sobre la
estructura (A" 3 X;)

Como A y EB'" son disyuntos , nos hemos colo-
cado en una situacién similar a la del primer caso . Lue
go , existe una estructura algebraica (B 3 pl) que con-—
tiene algebraicamente a la estructura algebraica (A kl)
y un isomorfismo §2 de (E 3 pl) sobre (E" 3 p;) que
extiende a ?2

La aplicacién ? = ¢ ?2 es un isomorfismo de

(B 3 pl) sobre (E’ j pi) que extiende a ¢ , ya que
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-1

B8 1A=0 0= 0T 900

que era lo que queriamos demostrar .

144



BIBLIOGRAFIA

1) Warner Seth y Modern Algebra .
Prentice - Hall , Inc. (1965) .

2) Herstein I.N. , Algebra Moderna .
Ed. Trillas , S.A. México , 1970 .

3) Fraleigh John B. , A First Course in Abstact
Algebra . Addison - Wesley

Publishing Company (1977) .

¥ Bste trabajo fué presentado en el VIII Cologuio

Colombiano de Matem&ticas .

Ivdn Castro Chadid
Departamento de Matemdticas
Universidad Javeriana

Bogotd - Colombia .

145



