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EL ASPECTO ALGORI'I'MICO DEL ALGEBRA LJN"EAL

JESUS HERNANDO PEREZ

/1. Lnt r-od.ucc i Sn

Una de las caracteristicae mas

importantes del Algebra Lineal , es la de contar con u-

na serie de algoritmos que reducen la mayoria de los

problemas a simples cAlculos aritm~ticoB cuya reali-

zacion no presenta mayor difioultad. Sinembargo, la

totalidad de lOB textos en eeta materia , relegan Bsta

importante oualidad al nivel de los problemas y aplica-

ciones. El presente trabajo es tornadode una propues-

ta general que hemos venido ofreciendo para dssarrollar

los cursos de Algebra Lineal en forma tal que tanto en

1a teor!a oomo en las aplicaciones quede expllcito BU

oaracter algoritmioo
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A manera de ejernpLo , presentaremos La forma co-

mo se deberia introducir el concepto de dimension de los

espacios veotoriales sabre un campo K que supondremos

de caracteristica cero •

Matrices y Funciones Elementales

De todos es conocido el papel trascendental

que juegan las matrices e1ementales en diferentes algo-

ritmos del Algebra Lineal; pongamos pOl' caso el de Gauss

para resolver ecuaciones lineales , 0 el (Ie el 'iminaciSn p~

ra d terminar la inversa de una matriz invertible. Son

tan nwnerosos los algoritmos que descan:<.ansabre las pro-

piedades de es tas matrices que uno realmente se pregunta

POl'el peso dentro de la teoria, del concepto de matriz

elemental. BuscaDJo una respuBsta para esta inquietud

hemos logrado encontrar una forma amena de introducir y de

8a1'rollar algoritmicamente la teorla de los espacios vecto

Tiaies de dimension finita •

Veamo en primer Ingar , algunos concep tos , resul-

tados y anotaciones generales •

1. 3i V Y W 80n ospacios vectoriales sobre

K, por L(V,W), se denota el espacios vectorial de la8
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funciones lineales de V hacia W •

Para n, m enteros positivos M (K)n,m deno-

ta el espacio vectorial de las matrices de n filas y

bimos simplemente

m columnas oon elementos en K. Cuando n - m, escri

M (K) •
n

Emplearemos dos notaciones que resultan comodas

para las matrices • Si A E M (K),n,m

A

A
n

..
A.
1

donde mA. EKes la fila
1

Aj E M l(K) es la columna jn,
3. Entre los espacios

un isomorfismo I

f >-+

A ( 1 j m)A , ••• A , ••• A

i de A , i • 1,..•,n ;

de A, j .. 1, .•• ,m

y M (K)n,m

M (K)n,m
r(En)
1
•

M(r) c ,
fCEn)n

hay
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F(A) +-< A.

donds E~. (61"62,, •••,6 ,) E Kn1 1 1 nl

•••
An

Kronecker) y F(A) ss 1& funoion definida par

(6ij es el 6 de

F(A)(x1,···,Xn) • x1A1 + ••• + xnAn
para todo (xl,•••Xn) E Kn• Las funciones M y F &

demae de eer lineales , eatiefacen las siguientee pro-

piedadee I

donde y Q • M (K).n,m

son biyectivae

F Y .M Bon inversas La una de La otra y por 10 tanto

Esto muestra que

b) Si f E L(Kn,Km) , g E L(Km,KP), entonces,

M(g.f) • M(f)xM(g)
c) Si A E M (K) Y B E.M (K), entonces,,m mj p

F(AxB) - F(B) • F(A) •
d) Si I E M (K) es 1& matriz identioa ,n n

In - M(idH) , H • Kn

e) Para r E L(Kn,Km) y A E M (K), r esn,m
invertible si y solo a1 M(r) es invertible ,
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invertible ai y aolo ai F(A) es invertible. Ademaa
M(f)-l • M(f-l) , F(A)-l • F(A-l) •

En adelante, M(f) y F(A), se llamaran res-

pectivamente la matriz de f y la funcion de A.

Si P E LZ, p ~ 1 , F denot ara al grupo dep

las permutaoiones del conjunto formado par 1,2,•.•,p •

Llamaremos funciones elementales , a las funciones

lineales y biyectivas de uno cualquiera de los tres tipoa

aiguientes I

a) Funciones de permutacion • Para n E ]P ,
n

esta definidopor

Obae rvese que -1
Pn ..p -1

n
b) Funcionea simples. Para a E K , a ~ 0 ,

i-l, •••,n,

S. (a) I Kn
1

(xl,···,Xn) (Xl' ••• , ax. , •.. x ) •
1 n

Ob serveee que S. (a)-I,", S. (l/a) •
1 1

c) Funciones propiamente elementalea. Dadoa
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a E K , i , j = l,•••,n i I j (supongamos por ejemplo

j > i) •

e .. (a) I Kn
1J

(xl· .. ,Xn) ~ (xl,···,x.+ax., •••,x ) •
1 J n

Observese que e i .(a) -1 .. e. . (-a ) •
J 1J

Correspondientemente las matrices elementales , son

las matrices de las funciones elementales • Estas matri-

ces Bon invertibles •

a' ) Matrices de permutaci6n • Para 1( E F
n

P • M(p )
1( 1(

&;n
a(n)

donde -1e '" 1( y

Estas matrices tienen la siguiente propiedad funda-

mental. 8i A E M (K), 1( E JP , A E F , entonces,n,m n m

·A A1 e(l)
P x • -1• - •1t • • , 9 • 1(

A •
n Ae(n)
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(Al,•••Am) x PA _ (AA(l),•.•,AA(m))

b') Matrices simples. Nuevarnente sean

a E K , a ~ 0 , i - 1 ,.'., n •

S. (a) - M(s. (a)) •
1 1

••
~~
1

•••

( 1 i n)• F ,•••,aF ,••• ,F •n n n

Ademas

Al Al
•

S. (a) x ·· •
1

A &A.n 1
••·An

En astas u1timas relaoiones debemos tener an cuen

ta que s S . (a) E )( (K) ,
J m por 10 tanto,

i pertenece al oonjunto formado por l,•••,n j peE.

tenece al oonjunto formado por l,•••,m.

0') Matrices propiamente elementales • Para
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aeK, n>j>i>l,

E .. (a) • M (e .. (a)) •
1J lJ

En.+ Ena .
J 1

.
o

1 . j j n)_ (F ,•.• ,F1 + aF ,••• ,F ,••o,F •
n n n n n

8i A E M (K),n,m

A1

A1 l
·•
0

A.
1

E .. (a) •x . 0

lJ 0

AnJ 0

A.+aA.
J 1

0·
An

() ( 1 i j j ID)
X E .. a - A, ••• ,A +aA , ••• A ,•••A •

lJ
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5. Llamaremos cambios elementales en las filas

(0 columnae) de una matriz A, 0 simplemente , cambios

elementalea , a una cualquiera de las si~lientea opera-

ciones I

a) Perrnutarfilas (0 columnae)

b) Multiplicar una fila (0 columna) por un 8S-

calar diferente de cero •

c) Sumar a una fila (0 columna) , un multiplo

de otra.

De acuerdo con las propiedades de las matrices e

lementales , pode mos afi rmar 10 siguiente

Un cambio elemental en las filas de una matriz

A , equivale a multiplicar eeta matriz a izquierda por u-

na matriz elemental •

Si A,B E M (K) Y si B se obtiene de An,m
por cambios elementales , entonces existen matrices ele-

mentales Pl,.,.Pk E Mn(K) y Ql, •.•,Qt E Mm(K) tales

que, B - Pk x ••• x Pl x A x Q1 x ••• x Qt •

Como el producto de matrices invertibles e8 una

matriz invertible , entonces

B • P x A :x Q

donde P E M (K)
n

y Q E M (K)
m

80n invertibles •



/ 3. La r-eLaci dn de semejanza

Para it g E L(Kn,Km) direm08 que f es

semejante a g, (y escribiremos i-g) si existen isomor

La relacion correspondiente en M (K) se anunn,m
cia ,

: A as semejante B si B P x A Q dondeaS1 a • x

P Y Q son matrices invertibles . Observemos que si B

se obtiene de A por cambios elementales, entonces A

es semejante a B. La afirmacion reciproca de esta ulti

rnatambien es verdadera t aunque no nos ocuparemo8 de

ella en este trabajo •

Los sigu.ientes teoremas se demuestran sin difi-

cultad •

'I'e o re ma 1.

jante a g .
a) f es 1-1 ai y 8010 6i g as 1-1 .
b) f es sobre 6i y solo si g es sabre .
Taorema 2.

Toda matriz A E M (K) no nula ,n,m
es semejante a una matriz C de la forma I

r

128



Em
1
•··Em
r

C
r

0

o

donde el mlnimo de los valores de n y m es mayor 0 i-

gual que r y r > 1 •

En adelante , estas matrices incluyendo la ma-

de Hermitell •

triz nula , r-ecib ir-anel nombre de "Matri ces can6nicas

las matrices canonicas •

Las funciones oan6nioas , son las funciones de

firmaci6n :

El teorema 2 , es equivalente a la sLguiente a-

Si J E L(Kn,Km) entonces J es semejante a

una funci6n de Hermite.

De lOB teoremas 1 y 2 se deduce un algoritmo

muy util que llamaremos Algoritmo de Hermite.

Para determinar si j es 1-1 6 sobre , segui
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mas los aiguientes pasoa I

a) Ca1culamos la matriz A· M(f)
b) TransformamoB 1a matriz A en una matri~ can6-

nica C
r mediante cambios e1ementales •
0) Busoamos 1a funoi6n can6nica F(C )r y determi-

namos s1 eeta funci6n ee 1-1 6 80bre. La respuesta

para f serA la misma que se obtenga para F(C ) •
r

Ejemplo I Determinemos ai la funci6n lineal

J (x,y,z,w) - (x+y+z+w , x-y+z+w , x-y-z-w)
8S 1-1 6 aobre

1 1 1

A • M( J) .. 1 -1 -1

1 1 -1

1 -1 -1

Utilizando cambios elementales obtenemos que A es

semejante a 1a matriz Cr

C -r

1

o
o
o

o
1

o
o

o
o
1
o

La funci6n oan6nica F(Cr) - ~ 88
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�(X,y,z,w) • (X,y,z)

~ es sobreyectiva pero no 1-1. Por 10 tanto ,

J es sobre y no es 1-1.

/ 4. Dimension

Diremos que 108 K-eepacios vecto-

riales v y W tienen la misma dimension a son equid!

mensionales , si son isomorfos , es decir , si existe u-

na biyecci6n J E L(V,W) •

La relacion de equidimensionalidad es de equivale~

cia sobre el conjunto de los K-espacios vectoriales •

El siguienta teorema nOB da una idea inicial de es

ta relacion de equivalencia •

Teorema 3.

Kn es isomorfo a Km si y solo ei

Demostracion
Supongamos n f m. Consideremoe dos

casos I

a) m > n. En este caso, las funcionea canonicas

en L(Kn,Km) son las siguientes I

n~.(X)• ° , X e K
'r(X1' •••'Xn) - (Xl'•••'Xr'O,•••,o) , r • l,•••,n.
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Ninguna de astas funciones as sobrayectiva pues

~r(X) I E: para todo X E KID Y todo r que pertenece

al conjunto de elementos 0, 1 , ••• , n •

De ~sta8 , la unica funci6n 1-1 es ~n. Como

toda funci6n de L(Kn,Km) es semejante a una canonica ,

entonces ninguna de ellas es sobreyectiva •

b) n > m. En este caso la situacion es la sigui-

enta I ninguna funcion canonica es inyectiva y la unica so

breyectiva as ~ID' luego ningun elemento de L(Kn,KID) es

1-1. Por 10 tanto, si n 1m, Kn y KID no son i80-

morfos •

Obeervemos que , antre las funciones canonicas de

L(Kn,Km), la unica que es 1-1 es ~n - idH(H _ Kn) ,

que tamb ien as Bobreyectiva. Esto nos lleva al siguienta

resultado I

Si f es 1-1 si y solo

si f es sabre •

Regresando a1 problema de la dimension , para un e~

pacio veotorial V se tiene una y solo una de las siguie~

tee posibilidades I

a) V es isomorfo a un espacio nulo. En este oa-

so, V es tambien un eepacio nulo, pues toda funci6n li
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neal transforma el cero en cero. De otra parte , es evi

dente que dos espaoios nulos son isomorfos. Se tiene en

tonces que los espaoios nu10s forman una olase de equiva-

1encia. Es la clase de equivalencia de los espacios de

dimension cero •

b) V es diferente del espacio nu10 y existe

n > 1 tal que V es isomorfo a Kn _ n queda determi-

nado de manera Unica por V pues s1 V es isomorfo a

Kn VY es tambien isomorfo a Km, entonces Kn y

Km son isomorfoe , luego n - m •

La dimension de V es n. Para cada n· 1,2,--_,

hay entoncea una clase de equivalencia I la de los esp~

oios isomorfos a o de dimension n •

c) V es diferente del espacio nulo y para cada

n z 1,2,•••, V no es isomorfo a Kn• Llamaremos a 6S

tos espaoioe , espacios veotoriales de dimension infini-

ta , en oposioion a los anteriores , a los auales llama-

ramos de dimension finita. Aunque estos espacios no

son isomorfos entre S1 , pueden considerarse, en una

primers aproximacion , como una sola clase •

Un d1agrama de Venn nos muestra la manera como

queda Is partioion sobre el conjunto de los especios vec

toriales sobre K.
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p=r=J__2-+..': ~__Lz.L ~

r; Bases

En el proceso desarrollado previamente,

hemos llegado al concepto de dimensi6n sin pasar porlos

conceptos de independencia lineal , generador lineal y
base de un espacio vectorial _

E stos conceptos y en general los temaa de1 Alge-

ora Lineal pueden ser desarrollados con base en eate en-
1foq e

Terminaremos 81 traoajo exp1icando como introdu

cir e1 concepto de oase •

Consideremos Xl' ••• Xp vectores de un espacio

vectorial V. La funcion lineal f: KP ~ v,f(xl, •••,xp)

= xlXl+ •••+xpXp recibira el nomore de funcian lineal a

sociada a los vectores Xl, •••,Xp
Esta funcion depends de la forma como se enumeren

los vectorea. Sinembargo si n E Fp
asociada a Xl, •••,Xp' Y la funcian g asociada a

Xn(l)" ••'Xn(p)' se relacionan de la manera siguiente I

la funcion

g - fop
9

Por eeta raz6n , la definici6n que damos a oonti
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nuacion, no depende de la forma como se enumeren 108

vectores •

Definioion

Los vectores Xl, •••,Xp E V se dioen.

a) Linealmente independientea ai y 'sol; Bi f
es 1-1.

b) Un generador lineal de V si y solo si f
es sobre.

c) Una base de V ai y solo si f es biyeotiva

(un isomorfismo) •

Si en la definicion n
V - K , el algoritmo de

Hermite nos permite decidir ai los vectores son lineal-

mente independientes , forman un generador lineal, 0 u

na base de Kn•

Consideremos oomo ejemplo los veotores
n, ••• ,E •n

La funcion asociada a estos vectores as •

idH(H • Kn) y entonces , forman una baBe de Kn•

LOB teoremas olasicos Bobre la dimension se de-

muestran sin ninguna difioultad. Veamos uno como ejem-

plo I

Teorema 4

Sea V un espacio veotorial de dimen

vectoT8s de v



a) Si son linealmente independientes,

entonces n ~ p •

b) S1 Xl'~ ••'Xp es un generador lineal de V,

entonces p > n •

c) Si es una base de V , entoncea

p = n •

Demostraoion

Llamaremos f I KP ~ V a la funcion

lineal asociada a

Sea ~ r

X1,···,Xp•

V ~ Kn un iaomorfismo •

3i X1, •••,Xp Bon linealmente independientes , e~

tonces ~. f E L(KP,Kn) es 1-1. Como en L(KP,Kn) pa-

ra P > n, no hay funciones 1-1, se concluye que

n > P •

Las restantes af i rmac Lone a se demuestran an,iloga-

mente •

1 Ver el texto Algebra Lineal y Geometria por

Oilma de Villamarin y Jesus Hernando Perez , Universidad Na

oional , 1979 •
Jesus Hernando Perez
Departamento de Matematioas
Universidad Naoional. Bogot!
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