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COMENTARIOS DE "NOTA SOBRE LA NOCION Di DEFINICION"+

RAFAEL TISAACS

Empezando por la presentacidn del articulo me pare
ce que seria conveniente utilizar los siguientes mecanis-
mos para lograr que sea asequible a un nimero mayor de
personas .

Primero , mostrar e jemplos concretos de nuestra
practica pedagdgica , en donde se resalte la necesidad de
aclarar qué es la definicidén en matamiticas . Por e jem-
plo , es muy frecuente encontrar alumnos que se pregun-
tan por qué las definiciones no se demuestran , mientras
hay otros que ‘'demuestran" 1las definiciones 3 y esto
no es de extranar cuando se presentan a veces , defini-
ciones que son mucho menos '"naturales" que cualquier
teorema .

En segundo lugar , seria bueno contraponer otra

concepcidén diferente acerca del problema , buscando si-

tuar al lector en la discusidén . Me parece una concep-
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cibén generalizada que la definicién tenga carédcter de a-
breviatura 3§ esta concepcidn considera que las definicio
nes no son parte integral de la teoria ya que no agregan
nada en cuanto a lo que se afirma sobre el universo del
que se habla , y que solamente facilitan la nocién , au
mentando el numero de signos usados pero disminuyendo la
longitud de las proposiciones . Asi la definicidn ten-
dria que ver con el lenguaje sin interpretar , pero no
N

con el valor de verdad que se dé a las proposiciones .
Esta concepcidn tiene sus inconvenientes pedagdgicos fren
te a la concepcidn presentada en el articulo ya que , al
no introducir la definicidn como un principio primitivo ,
que se acepta porque corresponde a una realidad que se a-
naliza , los axiomas son muy pocos , Yy frecuentemente
poco utilizados directamente , y el alumno no logra cap-
tar el sentido de la deduccidn matemdtica . Si se hace
énfasis en la definicidén como un axioma , se hace una di
visidén mAs clara de las proposiciones ciertas de una teo-
ria ¢ 1los conceptos primitivos y los conceptos deducidos.

Naturalmente , decir que las definiciones son axio
mas , hacer énfasis en que ellas representan conceptos
primitivos , no es condicidén suficiente para asegurar

la comprensidn del proceso deductivo matemltico , que
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es uno de los objetivos fundamentales de la ensenanza de
la matemidtica . Buscando este objetivo , complementaria
bastante el contenido del articulo el recalcar sobre el )
rigen de las definiciones , algo asi como responder de
donde provienen y cdémo se construyen « A muchos alumnos
se le presentan definiciones tan complicadas que natural-
mente se preguntan por qué éstas se dan , es decir , de
donde vienen . Muchos profesores esquivan el problema y
contestan que las definiciones son arbitrarias , y que
por lo tanto ni se demuestran , ni se discuten . Realmen
te , la razdn de las definiciones no se encuentra en la
parte meramente formal de la matemldtica § por ello , las
definiciones no se justifican como los teoremas por medio
de demostraciones 5 Ppero ésto no implica que de ellas na
da se pueda decir . Las definiciones , como los axiomas,
nacen de situaciones en las cuales se observan ciertos ob
jetos que cumplen ciertas propiedades formales . KEn otras
palabras , los objetos a los que se refiere una teoria ma
temdtica son abstracciones de otros objetos que aparecen
mis “conoretos" . En lo fundamental , de abstracciones
gsobre dichos concretos nacen los conceptos primitivos

las definiciones y los axiomas . Viendo el e jemplo del
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la observacién de ciertos casos en donde se encuentran
ciertos conjuntos que cumplen unas propiedades comunes .
Mis explicitamente , hay ciertos objetos , 1la recta re-
al , el plano euclideano , el espacio tridimensional ,
los 'concretos" , en donde se detectan ciertos conjun-
tos (en la recta real , las uniones de intervalos abier
tos 3§ en el plano euclideano , las uniones de discos a-
biertos § etc.) . Estos conjuntos serdn llamados abier-—
tos y los objetos donde podemos enconirar abiertos , se
llamardn espacios topoldgicos . KEn general , los obje-
tos donde se puede aplicar una teoria se llaman modelos
de la teorfa . Por otro lado , existe una cantidad de
signos que se combinan segun ciertas leyes y que repre-
sentan objetos del modelo o de los posibles modelos . I
gualmente existe una cantidad de propiedades en los mo-
delos que son expresadas con esos signos , es decir ,
las propiedades de los modelos se escriben en el lengua
je de la teorfa "trivial" . Para el caso analizado
nos damos cuenta que en todos los casos de espacios to—
poldgicos , la interseccidn finita de los conjuntos que
habiamos llamado abiertos , es uno de esos conjuntos .

Vemos también , que 1la unidén de abiertos es un abierto

114



que la interseccién de complementos de abiertos , es el
complemento de un abierto , etc. kLstas propiedaies son
expresadas por combinaciones de signos , férmulas del
lenguaje de la teorfa , lenguaje que para el caso de la
topologia , es el lenguaje de la teoria de conjuntos .
Las propiedades , asi expresadas , tienen una caracteris
tica muy importante ¢ a saber , unas se pueden deducir
de otras por manipulaciones casi mecénicas de las férmu-
las , independientemente de los modelos , haciendo posi-
ble ordenarlas de tal forma que todas aparezcan como de-
duccidn de unas pocas llamadas axiomas . lsta caracte-
ristica , el desarrollarse sin recurrir a los modelos
que lo originan , es en gran parte la gracia del lengua-
je matemdtico y a su vez la desgracia § pues muchas ve-
ces en la prdctica , se considera que la actividad mate-
mdtica se reduce a la manipulacidn mecdnica de las férmu
las , olvidindose de establecer una relacidn entre el
lenguaje y los modelos . Desde este punto de vista si se
quiere introducir un nuevo signo , habrd que dar una
férmula que caractarice los objetos que se quieren repre
sentar por ese signo . Ks decir , primero se detec—

tan en los modelos ciertos objetos a definir , luego
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se busca una propiedad tal que dichos objetos sean los UG-
nicos que la cumplen , para después formular esta propie-
dad en el lenguaje de la teorfia . Asi se obtiene una fér
mula que contenga el nuevo signo , fdérmula que llamamos
definicidén de tal signo , y que es aceptada como un axio-
ma . En el caso de los espacios topoldgicos , si quere-—
mos introducir un nuevo término , por ejemplo ser cerra-
do , primero que todo debemos detectar los objetos que
queremos calificar como cerrados , es decir recurrir a
los modelos « Intuitivamente , los cerrados son conjun-
tos que contienen su "“frontera" , pero en nuestra teo-
ria no hemos hablado de fronteras , Unicamente hemos ha-
blado de conjuntos abiertos . Debemos buscar una propie
iad que nos caracterice los objetos detectados , de tal
forma que la propiedad no incluya signos que no hayan si
do previamente introducidos « A partir de diferentes re
flexiones , podemos llegar a ver que aquellos conjuntos
que vamos a llamar cerrados tienen todos una caracteris-
tica : su complemento es un conjunto de los llamados a-
biertos . Por esta razdn , arbitrariamente , pero no
tan arbitrariamente,definimos conjunto cerrado como a-
quel cuyo complemento es abierto . Digo arbitrariamente

porque en lugar de llamarlos cerrados los hubiera podi
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do llamar conjuntos completos o conjuntos bonitos , o
bien , pudiera haber dado otra definicién diferente (por
ejemplo , definir punto de acumulacidén y luego conjunto
cerrado) . Pero sy la definicidn no es tan arbitraria
puesto que previamente se habia detectado lc que se que-
ria definir .

Por filtimo , se me hace que la concepcidn del ar-
ticulo se podria complementar , tratando de diferenciar
entre los axiomas corrientes y los axiomas~definicidn .
Se me ocurien dos diferencias . Primero , a una teoria
yo le agrego un axioma corriente , seguramente descarto
una cantidad de modelos que se tenian pars la teoria o-
riginal , esto no sucede si yo agrego un axioma—defini-
cibén + En segundo lugar , al agregar un axioma corrien-
te a la teoria ésta se puede volver contradictoria , co-
sa que es imposible , en el caso de que el axioma agrega
do sea un axioma-definicidén . ©n el terreno de la mate-
midtica se encuentra el interesante problema de caracteri
zar los axiomas—definicidén y probablemente se pueda lle-
gar a aclarar lo relacionado con la forma que deben tener

los axiomas-definicidn .
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Este es un comentario a propésito de la '"Nota so-
bre la nocidn de definiciédn" aparecida en este mismo vo-

lumen en la pégina 100 .
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