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EL LENGUAJE CATEGORICO Y SUS APLICACIONES®

RAUL ROJAS

l. Introducecibn .

La teoria de categorias y funto-
res fué inventada en el ano 1940 por los matemiticos
norteamericanos Eilenberg y Mac Lane . El propdsito origi-
nal fué presentar un lenguaje con el cual se uniformizaban,
generalizaban y relacionaban las distintas definiciones y
teoremas importantes que existian en las Matemiticas .

Quizés lo més importante de este intento fué la de
finicidén de innumerables objetos algebraicos y topoldgicos
en términos ds propiedades universales en lugar de usar re
laciones entre elementos de esos objetos de estudio . Asi
mismo el oconcepto de dualidad permitid simplificar muchas
ideas , haciendo 1o solamente de diagramas conmutativos.

Hoy en dia 1a teoria de categorias esth bastante

bien formalizada , y cualquiera de los textos (1) 8
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(2) es exoelente para un e.tudio m!s o menos profundo -
Existen muohas aplioaoiones en oa.i toda la matem!tioa ,
especialmente en el Algebra Homol6gioa , Oeometria Alge-
braica , Topologia Algebraioa , eto. Inolusive hay oon-
ceptoB bastante aofisticados oomo limite de una funoi6n
real , integral de Lebesque,que se pueden formular en ter
minos de categorias , ver por ejemplo . (3) -

En el trabajo que presento dare una breve introduo
ci6én al estudio de las oategorias y funtores , asi oomo
aplicaoiones senoillas y fundamentales , que inexplioabl~
mente no aparecen en los textos mas oonocidos <

Una opategoria sera toda terna = (abC ,HomC' ~C) ,
donde abC es una clase (objetos de O©), HomC es una
familia da oonjuntos denotados por Hom(X,Y) , uno para
oada paraja (X,Y) de abC (los morfismoB de C) , Y
por ultimo ~C es una familia de aplicaoiones de la for-

rma a Home(X,y) Xx HomC(Y"Z) ~ HomC(X,Z) , una para

%, v,z
cada tripleta X,Y,Z de objetos de C.

Es oostumbre denotar oon una flaoha faX ~ Y un
elemanto del oonjunto Homc (X,Y) ~ Tambien, si gaVY ~ Z
. C
as otro morfiamo denotada a { 'x v Z(F,9) -
7

Dioho 10 anterior se imponen las siguientes oondioiones a

1). eate ‘'produoto'” ea asooiativo , as decir |,
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si ademds h 3 Y » 2 , entonces h(gf) = (hg)f . Yo 81
Y € ObC , existe un elemento 1, € Homc(Y,Y) tal que para
cada f € Homc(Y,Z) y cada g E HomC(X,Y) y flg=of y
1y'3 = g'. Es decir existen '"unidades" a izquierda Yy a
derecha respecto del producto .

Para simplificar pondremos Hom(X,Y) = HomeK,Y) p
$ = ?X,Y,Z » Es claro que si C es una categorfa , enton
ces C° definida por OBC' = ObC , Homc.(K,Y) - HomC(Y,K),
?C' (£f,8) = ?c(g,f) , 8 también una categoria , llamada
la categoria dual de C . Se tiene (C')" = C .

También si C y C’ son categorias , el producto
C xC’ se define por Ob(C x C’) = ObC x ObC’ , y si
X,Y 8 ObC , X’ , Y’ € ObC’ tenemos Hom, _ C,((K,K’) "

& I o I HomC(K,Y) x Homc,(x’,Y’) "

Si ademads (f,g) : (X,X') -» (Y,Y’) y (h,j) s
(Y,Y’) - (z,2') entonces (h,j) . (f,g) = (hf,jg) .

E jemplos de Categorias

1). Conjt La categoria cuyos objetos son los con-
juntos y cuyos morfismos son las aplicaciones entre con—
juntos .

2). Gri La categorfa en la que los grupos son los

objetos y los homomorfismos hacen el papel de morfismos .

3). Top: La categorfa en la que los espacios tg.
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polbgicos son los objetos y las funciones continuas son
los morfismos .

4). Anc: La categoria en la que los anillos conmu
tativos unitarios son los objetos y los homomorfismos ,
que llevan elemento unitario en elemento unitario , son
los morfismos .

5). Vec(K): La categorfa formada por los espacios
vectoriales sobre el cuerpo K c¢omo objetos , y , como
morfismos , las aplicaciones lineales .

Un funtor F 1 C - C’ de la categorfa C en la
categoria C’ es un par (FO, FH) y donde F,t OBC -
ObC’ es una aplicacién y Fy; ©s una familia de aplica-
ciones FX,Y : Homc(K,Y)-* Homc,(F(X) , F(Y)) , una por
cada pareja X,Y de ObC , de tal manera que 1). =i
X5Y82 en C entonces Pr,z(8f) = Fy ,(e)Fy 4(1)
2) Si X € ObC entonces FK,K(IX) = IF(X) . Pondremos
sin riesgo a confusiones .

F = FO Yy F = FX,Y

si ¢,C’,C" son categorfas y F s C (' , F?

¢’ - C" son funtores , entonces se define F'F § C - C"
componiendo las aplicaciones que definen a F y F? .
Asf{ se obtiene una categorfa Cat que tiene como objetos
las categorfas y como morfismos los funtores .

Si F 1 C-»C’ es un funtor , se denota F° 1
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ce. ~ C'- a1l funtor que coinoide con F en los objetos ,
y en los morfismos se define por la formula F-X ,y -
Fy ,X. olaramente (F-)-. F =

Es evidente la definicion del funtor producto en la

forma F x F* 1 C X C" ..D.x D* ; para funtores F |

Ejemplos de Funtores

1). Si C es una categorla, las aplicaoiones i-
denticas de ObC § HomC(X,y) definen al funtor identi
c ! C ..C...

2). Si  C es una categorla tal que cada objeto es

dad 1

un conjunto con una estructura adicional y cada morfismo
es una aplicacion que cumple oiertas propiedades (por ~
jemplo C podrfa ser Gr, Ano, etc) , entonoes el fun-
tor 0 1 C ..Conj. (funtor "olvido™) haoe oorresponder
a oada objeto su conjunto Bubyaoente , y a oada morfismo
su aplicacion Bubyacente <

3) F lAne _..Conj definido por F(A). oonjunto
de ideales de A; F(F)(J) <= ideal generado por T(J) (se
entiende que A es un anillo oonmutativo y unitario , J

un ideal de A) -

4). Sea Veof(K) la oategoria de espacios vectoria

les de "dimension finita y F. Veof(K) ~ Veof(K)-
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definido como F(V) = V' = Hom(V,K) . Si £ : V = W,F(£)=
£* 1+ F(W) » F(V) es tal que F(f)(u) = uf para todo fun
cional lineal u st W - K .

Sean C , C' ocategorias 3§ F , F’;C » C’ funtores.

Una transformacién natural o morfismo funtorial

a1t F>F" de F en F' es una familia de morfismos
8y 1 FX -» F’X , uno para cada objeto X de C , tal
que si f + X+ Y es un morfismo de C , el diagrama si-

guiente es conmutativo 3

Ff
FX - FY

8 v +3y

F'f

Si F" 1+ ¢ - C’ es un tercer funtor , y b : F' > F"
otra transformacién natural , se define b.a 3+ F - F" por
la férmula (b.a)x = bx.ax , 81 X & O0bC .

De este modo se obtiene una nueva categoria

Hom (C,C’) , cuyos objetos son los funtores de C en C’

¥ ouyos morfismos las transformaciones naturales .

Un ejemplo de transformacidén naturale 6 1+ O - F en-
tre el funtor olvido O s Anc - Conj Yy el funtor F 1

Anc -+ Conj , del que se habld anteriormente , podria ser
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definido asi I si A es un anillo y aE A entoncas
6A (a) o gA [ ]
En general un morfismo f 1 X --Y- de La categoria

C se dice que as un iBomorfismo si existe un morfismo

g1 Y..X tal que gf: y. fg ly
Dos categoriaa C y C" se dicen equivalentes si
existen funtores F 1 C ..CY y G :C" ..C. e isomorfis-

mos funtoriales 6 : IC ..GE , P : IC .-.FG -

Si  C es cualquier categoria y A E ObC , entonces
es claro que si se define hA, C ..Conj , como hA (X)= Hom

(A,X) , sobre los objetos , y para X! Y , hA(F) 1 hA(X)....

A

hA(Y) hA(f)(g) = fg h es un funtor Ilamado fun-

tor de representacion covariante.  Analogamente, se de

fine h C- ..Conj como hA(X) = Hom (X,A) , Y para

AC
f - X ..Y., definimos hA(F) : hAC(Y) ..bA(X) , hA(F)(@) ::

gf ; hA se llama funtor de representacion contravariante -
Un funtor C ~ Conj (respeotivamente C- ~ Conj)
es representable si existe un isomorfismo funtorial \ .

F~ h?

(respeotivamente \ 1 F ~ hA) es deoir sl para
todo X E ObC tenemos que \X es una biyeocion y si para
cada fleoha f 1 X ..Y. (respectivamente fTly -.X) el

siguiente diagrama es conmutativo (respectivamente)
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F(r) F(r)

FCO o F(CY) FCO wo F(Y)
ax T t\ ax T Lay
hACF) ha ()
Hom(A,X) i Hom(A,Y) Hom(X,A) = Hom(Y,A)

(A,A) se llama un par de representacion de F.

Sea F: C ~ Conj un funtor constante en el senti
do de que para todo X e ObC , F(X) es un conjunto con
un elemento. Si un tal funter es representable y (A,).)
es su par de representaciSn , decirnosque A es un obj~
to inicial de C. En tal caso X : F = h' ) luego , pa
ra todo X e ObC , t.eemos una bLyeccLon )..X:F(X) -~
hA(X) e« Hom(A,X) < Ee decir rera todo objeto X existe
un unieo morfiarno A ~ X. SimiJarmente se define obje-
to final -

En 10 que sigue daremoB con todo detalle algunos ~
jemplos senoillos e importantes los cuales se ubican den

tro del ooncepto de runtor representable e



1l . LOS NUMEROS NATURALES

En la teorfa no formal de conjuntos sabemos que "el"
conjunto de los nfimeros naturales es cualquier conjunto
N no vacfio , el cual tiene asociada una funcién s
N - N tal que se cumple los eiguientes axiomas de Peano.

i). Exiete un elemento de N , denotado C , tal
que O ¢ s(N) 3

ii). Axioma de Induccién :+ Si M c N es tal que
OCeM y s(M) cM entonces M =N j

iii). La funcién 8 es inyectiva .

Es costumbre llamar a s(x) el sucesor de x , Yy se
puede identificar al elemento O con el cero usual de los
enteros de tal forma que O seria el menor elemento de
N, s(x) =x+t1 y N el conjunto formado por 0 , 1 , 2 ...

De hecho hay infinidad de conjuntos N con una es-
tructura definida por una funcién e que satisfaga estos
axiomas , pero todos entre si , son isomorfos .

En lo que sigue , demostraremos esta unicidad del
conjunto N , a la vez que daremos una caracterizaciém u-

niversal de N 1la cual a su turno permite dar una defini

cibn categbrioca del conjunto de los nfimeros naturales .
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He aqu! la propiedad universal que debe cumplir N.
Proposicién 1
Sea N cualquier conjunto no vaclo
que satisface 108 axiomas de Peano enunciados anterior-
mente , sean A cualquier conjunto no vacio y a un alemen
to de A. Entonces para oualquier funcien Ff 1 A ~ A
existe una unica funcien (giN ~ A tal que g(0). a

y gs. Ffg es decir que el diagrama siguiente es conmu

tativo

Demoetraoien
a)e Unicidad de g 1 SupongamoB que
haya otra funcien h 1 N ~ A que tambien cumpla h(0)-~
y bs. Tb. Designemos por M el oonjunto de los x EN

para los cuales g(xX). b(Xx) < Y demostraremo8 que

M e J, "sto equivale a que g- h. Como g(0) - a -
h(0) entonces 0 E M supongamos que X E M luego
g(xX) = hex) , y , por consiguiente, g(s(x». f(gx) -
f(g(x» < F(h(x» < h(s(x», esto s8s sex) eM, as!

SCM) C M I por el axioma de induooi6n ss oonoluye que
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M=N.

b). Existencia de g : A una relacién R de N
en A la llamaremos regular si oumple : 1) Dominio de
R es N, abreviadamente D(R) = N j 2) (0, a) e R
3) (x, r) eR==> (s(x), £(r)) e R .

El conjunto de las relaciones regulares de N en
A no es vacio yaque N x A es una de 8llas 3 denotemos
por F 1la interseccibn de todas esas relaciones , es
claro que F es una relacidn regular de N en A , en
efecto (0,a) € F porque (0,a) e R para todo R Tegu-
lar , asf pues O € D(F) 3 si x € D(F) , existe r € A
tal que (x,r) € F, luego (x,r) € R, para todo R ,
lo cual implica que (s(x) , f(r))e R y asi (s(x) ,
f(r)) e F, es decir s(x) e D (F) + El axioma de induc
0ién implica que D(F) = N .

Veamos ahora que en efecto F es una funcidn . Su-
pongamos que (x,r) € F y (x,r’) € F . Demostraremos
que r = r’ . Llamemos M al oconjunto definido por los
puntos x de N para los gque se cumple

(xr) eF y (x,r’) € F==>r =1’
Debemos probar que M = N . Lo hacemos usando el axioma
de induccién : para ver que O € N basta con probar que

si (0,r) e F entonces r = a . Definamos R ocomo la
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reunidén de 1a relacidén (N - 0) x A y la relacidén puntual
(0,a) « R es regular , ya que obviamente (0,a) e R y
D(R) = N 3 abora si (x,r) e R, por el axioma i) =se
tiene que s(x) ¥ 0, 1luego (s(x) , f(r)) e (N -0) x A
entonces (s(x) , f(r)) € R . Por definicién de F debe
suceder que F € R y en consecuencia (O,r) € R j pero
como (0,r) ¢ (N - 0) x A necesariamente (0,r) = (0,a)
yasi r=a.

Supongamos finalmente que x & M , luego existe un
Gnico r & A tal que (x,r) € F . Para ver que s&(x) e M
basta con probar que si (s(x) , t) € F entonces t =f(r).
A la relacibén (N - s(x)) x A se agrega la relacidén pun-
tual (s(x) , £f(r)) y se traza entonces con F . Esta
relacién se nota K . Es claro que (0,a) € R , luego
0 € D(R) « Supongamos que x’ & D(R) , luego existe
r’ e A tal que (x’ , r’) € R, hay dos posibilidades 1

- Que x’ = x, luege (x,r') € F, entonces r =
r’ asi (s(x') , £(r’)) = (s(x) , £f(x)) e F ¥y (alx’)
£(r’)) e R , es decir s(x’) & D(R) .

- Que x' ¢ x, luego por el axioma iii) tenemos
s(x’) # s(x) , entonces (s(x’) , £f(r')) € (M - 8(x)) x A

y también (x’,r’) € F , luego (s(x') , f(r’)) e F , es-
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decir (s(x’) , f(r’)) e R, asi s(x’) € D(R) .

Conclusién ¢ D(R)

N y R es regular. Por de-
finicién de F tendremos F c R , luego (s(x),t) € R
y necesariamente t = f(r) . Hemos demostrado as{ que F
es funcién . g ¢+ N » A estaria definida como r = g(x)
si y solo si (x,r) e P . Asf (0,a) € F ==> a = g(0) 3
y para todo x € N se cumple (x,g(x)) € F . De allf
(s(x) 4 f(g(x))) e y f(g(x)) = g(s(x)) « BEn conclu~-
sidn fg = gs «

Ahora veremos cdémo esta propiedad permite definir
a los Naturales .

Proposicién 2

Sea N un conjunto no vacio para el

que existe un elemento O € N y una funcién s 8 N+ N
tal que para todo conjunto no vacio A , todo a€E A y
toda funcibn f 8 A > A existe una tUnica gt N - A que
cumple g(0) = a y fg = gs . Entonces N ocumple los
axiomas de Peano i) ii) y iii) .

Demostracidn

i) o ¢ s(N) . Supongamos lo contra

rios que O = s(x) , para algin x € N . Tomemos A = N,f:
A - A la funcibn constante de valor 0 y a = x § exis-
te una funcién g s N = A tal que g(0) = x y ade-
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mis Tg- ge, en partioular O = f(@(Xx)) = gBX)) =
g(0) « x , as! pues s©) . o . Consideremos ahora A ..
If vy £_- s 3y oomo la funoién g « s oUllple g(0) . 5
Yy fg - g8 vy tambien la funci6n g __|W oumple 1N(O) -

O Yy tg. gs , entonces , por unioidad , debe ser s-

Sea ahara TIN ~ N 1a funci6n constante de valor
0 Claramente fs = sf y ¥F(0) 0. Par unicidad
f e 1w~ luego N < IW(N) - feN) ..0 « Esto no puede
ser porque tomemos A un conjunto con dos elementos
a~b ,sea Ff I A~ A definida comb Ff@). b y Ffh)",
a existe una funci6n (gIN ~A tal que g(@). a Yy
fg = gs, asl f(g()) - g(s(0)) as decir T ""g(0)

es decir b - a =

ii) (Axioma de induccion) Si MeN tal que
OEM, sCM) ¢ M entonces M ..N. Considaremos A ..M,
tomamos f ..s" ..sIM I M ~ M, existe una unioa funoibn
giN ~M™M tal que g(0) -0 y S"g - gs. S1 pOl-otra

parte i 1 MeN y denota la inclusion cané6nica , la
functén g" = ig satisface €' (0) =O y ag” - g'a as!
oomo tambien |y satisface IN(O) "'O Yy sIN - INs -

POI*unicidad debe ser g "' y- en partioular IJ -

\.
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IN(N) = i(g(N)) ¢ i(M) = M en conseouencia M. N -

iii) La funoion a es inyeotiva Probemoa an-
tes el siguiente

Lema

ElI unioo elemento que no es aueesor de eual-

quier otro es O.

Demostraci6n

Sea M el conjunto seN) agregado

del punto O. Como evidantemente sCM) eM, por el

axioma de inducoi6bn probado anteriormente ae concluye que

Ahora probemos qua a es inyectiva. Para ello
tomemoa A infinito (en la teoria axiomatiea de con
juntos, ae postula la exiatencia de un conjunto infini
to en el Axioma del Infinito) , luego existe un subcon-
junto B de A tal que B | A Y una biyeccion
f 1 A -+B .« "Componiendo f con la inclusion podamos su
poner que T esta definida de A en A vy as inyeotiva,
Sea ,a E A - B 1 par la hip6tesis existe una funcion
giN +A tal que g(0) - a y gs- fg. Si probamos
que g es LnyectlLva se deduce facilmente que s es tam

bien inyectiva. Para ella formemoa el siguiente Buboan

junto M de N 1 x esta en M al no exists en N otro



punto z - distinto de x - tal que g(x) = g(z) . Si
iemostramoa.que M = N habrd quedado probada la inyecti
vidad de 8 . Para aplicar el axioma de induccién probe
nos que O EM . Si para algin y # 0 se cumple g(y) =
2(0) = a , existe y; talque y = s(yl} , luego a =
q(s(yl)) E f(g(yl)) € Imagen (f) = B, 1lo cual es absurdo.

Ahora , supongamos que x € M , luego mostremos
que s(x) e M « Para el efecto supongamos que g(s(x)) =
g(z) «. Bl punto 2 no puede ser O porgque , de serlo
se tendrfa s(x) = 0 (recudrdese que O € M) pero O
no estid en la imagen de s . Por el lema 2z = s(y) s Por
lo tanto f(g(x)) = g(s(x)) = g(s(y)) = f(gly)) . Siendo
f inyectiva , g(x) = gly) , y como x estden M, se
deduce que x = y « Luego s8(x) = s(y) = z .

Por Gltimo damos la formulacidén categdrica del con
junto de los naturales .

Proposicién 3

Sea R 1la categorfa de todos los

tripletes (A,f,a) donde A es conjunto no vacio , f
A-+A y aeA . los morfismos (A,f,a) -» (B,h,b) son
funciones g t A - B tales que g(a) = b y gf = hg .
Cualquier objeto inicial de R representa un conjunto

que satisface los axiomas de Peano . Reciprocamen-

86



te cualquier conjunto que satisfaga dichos axiomas 8s un
objeto inicial en esa categoria -

Demostraci6n

Es claro que ff es una categoria <= De

cir que (N,s,0) as un objeto inlcial equivale a la

existendia, para cualquier otro objeto (A,F,a) , de
uno y solo un morfismo (N,s,0) ~ (A,f,a) = Es decir a
la existencia de una ~nica funcian gIN ~ A tal que

968) =a vy fg = gs. Asi, pues, la prnposicion 1
equivale a que cualquier conjunto qu.esatisfaga los axi~
mas de Peano es un ohjeto Inicia.len |f, y la proposl
cion 2 equivale a que un objeto inicial en If, satie

faga los axiomas de Peano -
2. BASE DE UN ~SPACIO VECTORIAL

Sea B un conjunto n "1Cicio, vamos a construir
un espaoio vectorial U el cual tenga como hase a B
DefinamoB 81 funtor F 1 Vec(K) ..Conj haciendo que
F(V) sea el conjunto de 1-8 aplicaciones g: B ..v.

y ai ~: V ..W. ea una aplicacion lineal que

F(-) 1+ F(V) ..E(W) eate dado por F(-) (@) - ~g =



Proposicidén 4

S5i F es representable , cualquier
objeto V de representacidn es un espacio vectorial que
tiene oomo base a g(B) , donde g t B -V es una fun-
cién inyectiva « M4&s aln , para ur conjunto B dado ,
siempre existe un espacio vectorial U tal que Bcl y
B es una base de U . El funtor F =aiempre es represen
table .

Nota

Esta proposicidn también es cierta para mdédu-
los , es decir que como existe siempre un mddulo libre
sobre B , para un anillo fijo , ésto se puede traducir
diciendo que un cierto funtor es representable .

Demostracidn
5i suponemos que F es representable ,

el siguiente diagrama conmuta @

F(V) - h' (V) = Hom(V,V)
" i
Fle) | L n(9)
F(W) p3 B (W) = Hom(V,W)
v

g1 B-V es la imagen de 1V , mediante la biyeccidn
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pt y para fiB ~ W , ~ es la imagen de f bajo

V Ed
la biyecoion PW » Tenemos hV(~) = avy) » _ y como

el diagra.maes conmutativo , necesariamente f(~)(g) = F

as decir ~g = T J entonoes exista una g 1 B~-W tal
que para todo espacio vectorial W y toda f 1 .B+ W
existe una unica aplicacion lineal -~ : V -+ W que haoe

conmutativo el siguiente diagrama

Probemos que g(B) es una base de V. a) g(B)
genera a V 1 sea W = L(g(B)) el subespacio lineal -~

nerado por ¢g(B) , consideremos el diagrama

Agqui g" ,B ~ W as la misma g restringida en au
range 1 exists ~ que haoe oonmutativo el triangulo -

Para la situacion
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donde i 1+ W _.Y._.es la inclusion oanonioa ,
unioa aplicaoion lineal que hace oonmutativo tal trian~
10, pero it tambien 10 hace , luego it' 1y' En
particular V = ly(V) - i(,¥)) ci(W) =W «

b) geE) es 1linealmente independiente < Suponga-
mos [ Al.g(b.z = 0 y probemos que los A.1 son nulos pa-

ra i. 1, e« ., N « Sea u. definida oomo
R

1
. (b
o,
0 si b~ b
1
|
I
Existe una unioa lineal tal que el siguiente
triangulo oonmuta |
g
B \Y
| |
v 0
u. Jti
K
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Lusgo tenemos O = ?1(0) = ?i(zj kjg(bj)).
}:jxj?i(gj)) - § ljui(bj) = A, para i=1,2, ...,n

Ahora veamos que ? es inyectiva , en efecto si
bl f b2 en B , tomemos una funcién f : B = K tal
que ffbl) # f(bQ) , luego existe una Gnica ¢+ V=K
tal que ¢g = f , luego ?(g(bl)) ¥# ?(5(b2)), en parti-
cular g(b,) # g(bz) ‘

Sea C oualgquier conjunto tal que sexista una bi-
yecciébn h 31 C =V - ¢(B) y talque C B = @ . Defi
namos U como la reunién de B y C j la funcidn K 1
U=V, definida por K(x) = f(x) , para xe€C Yy
K(x) = g(x) , para x € B, es una biyeccidn .

Las operaciones

X +y = h_lfh(x) + h(y)) (x , y € U)

Ax = b~ (Mh(x)) (x € ¥)
convierten a U en un K- espacio vectorial isomorfo a
V . Como ademés g(B) es una base de V , B es una ba
se de U .

Un par (V , p) que representa a F , puede ser
caracterizado asf ¢+ ue V 8i ut: B —=+X es una aplica
cidén nula salvo para un numero finito de elementos b
en B . Por otra parte 0, 3 F(W) - Hom(V,W) estaria

definida por Pw(f)(u) = L u(p) £(v) (la suma estéd
bEeEB
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bien definida ya que wu(b) = O casi en todo x excepto

un nimero finito de éllos) .

Es claro que pw(f) es lineal . También es inyec-
tiva : porgque si se supone que pﬁ(f) = pw(g) y se defi-

ne

ub(x) =(1 B8i x=0»
0 Bi Xx % b

se obtiene que f(b) = & ub(x)f{x) = I ub(x)gfx) = g(b) .
Finalmente , DH es sobreyectiva porque si ? t VoW
es cualquier aplicacidn 1ineal , definimos f 8 B = W
por la férmula f(b) = ?(ub) . Hecho lo cual se verifica
la siguiente cadena de igualdades Dw(f)(u) = I u(v)f(v) =
L u(b)?(ub) = o(z u(b)uh) - ?(u) . Lo que se traduce en
la igualdad DH(f) = ? o

Por dltimo , veamos Qque P t F - hv €8s una trans—
formacibén natural . Porque si f 1+ B - W es una aplica
cibén conjuntista y ¢t W2 es lineal , hv(?)(PH(f))fu)
= (¢p,(£))(u) = ¢(z u(v)£(b)) = £ ulb)p(£(b)) « Por otra
parte DZ(F(?))(f)(u) = Dz(*f)(u) =L u(b)(*f)(b) . Con

lo cual se ha comprobado que el diagrama
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)
FQW) -+ F(D)
Py I- t pz

hv(w) . hv(2)
hv (~)

8s conmutativo <

Veamos que , de manera dual, el hecho de que to-
do espacio vectorial tenga una base (10 cual puede Ber
demostrado hacienda uso del lema de Zorn) as consecuan
cia de la representabilidad de un funtor -

Sea V un espacio vectorial sobre K, y C la
categoria cuyos objetos Bon los subconjuntos linealmente
independientes de V. Un morfismo de B" en B es sim
plemente una aplicacion conjuntista -~ s B" ~ B. Defi-
nimas el funtor F s C- -+ Canj (&) sobre los abjetos 3
F(B) es al conjunto de las aplicacianes f de B en
V ,() sobre los morfislDos & F(H)(F) o fF* para cada
L eB~4+B Y fE F(B) = En astas condiciones

Proposioién 5

Si F es representable, y (B,P)

es un par de representaci6én , entonces B es una basa

de V.



Demostraci6n

Tomemos como punta de partida el dia-

grama oonmutativo

B g

F(B) ~(B) = Hom(B,B)

y denotemoB por f en F(B) al elemento p;I(IB) Y
g~ F(t)(F) = p;~(~) = Estas relaciones indioan que exi-,

te una funoion f ; B ..V. que establece una biyeccion en-

tre las funciones t 1 B" ..Bylas funciones g 1 B ..V.
por medio de la relaocion f~. g =
Probemo8 que f es inyeotiva. En efecto 8uponga-

mas que a = f(bl) - f(bz) Y oonsideremos 1la funcion oons
tante g 1+ B ._.V., g(b) = a, para todo b E V. Existe
una unica funoién { 1 B ..B. tal que el triangulo sigui~n

te oonmuta
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Las funciones constantes ?i : B - B, ?i(h) = bi s para

todo beB (i = 1,2) satisfacen f?i = g . Por la u-

1

Para probar que B es una base de V , falta ver

nicidad se concluye ?1 = ?2 y en particular b, = b2 .

que L(B) = V . Supongamos gque sucediera que L(B) # V,
y tomemos un x € V - L(B) . Sea B’ el conjunto B
agregado del punto x § es claro que f no es sobre ,
luego tomemos y ﬁ £(B) s Y definamos

f(u) si ufx

g(u) = i

N si u=x.
Como sabemos que la funcién f es inyectiva , g tam
bién lo es . Por otra parte sabemos que existe una ?
tal gue f? = &} en particular ¢ es inyectiva . Pe

ro para f = gi existe una Unica funcién , Qque es

lB’ tal que
f
B - v
ot

f=gi
B

es conmutativo . Por otro lado para la funcidn ?i :

B +B se cumple f(?i) - 81 <« f, por consiguien-
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te

~1 = ~ en particular ,(b) = b para todo

b EB pero ahora ~(x) = b E B, luego ~(X) = ,():

como

la e

Sea
tos
es u
en 1

AV |

y si
ten
que
que
En o

y de

~ es inyectiva x = b E B, 10 cual contradice

leccion de x.

3 PRODUCTO TOPOLOGICO
Sea Top la categoria de los espacios topologicos.
F - Top ~ Conj el funtor definido sobre los obje-
por F(R) = Hom (R,X) x Hom(R,Y) =« Si f: R ~ S
na apliocaoi6bn continua se define F(F) : F(S) ~ F(R)
a forma F(P)(F,v) - (uf,vh), cuando u: S ~ X ,
S ~ Y son funciones continuas <

Proposicion 6

Si el funtor F es representable
(P,6) es un par de representacion entonces exis-
funoiones continuas Pl 1 P ~ X ,P2 P ~Y tales
la topologia de P es 1la menor topolOgia de P

baoe que las funciones Pl Y P2 sean oontinuas <«

tros terminos P es el producto topol6gioo de X

V. Mas aun, F siempre es representable -

Demostraoion

Tenemos el siguiente diagrama conmu-

tativo
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(p,»p,) € F(P) = Hom(P,X) x Hom(P,Y) — hp(O) ~ Hom(P,P)
“*(f) Jhp(f)

(4,v) € P(R) = Hom(R,X) x Hom(R,Y),> hp(B) - Hom(R,P)

P
Donde (PI’P2) - 6;1(1p) y £ = 6R(u,v) y Ppor lo tanto
F(f)(pl’P2) = (u,v) o dicho de otra manera pl-f =V ,

Se concluye que para todo par de funciones conti-
nuas u , v existe una dnica funcién continua f tal

(1) Pfmv ¥ (ii) pf=u.

Sea t 1la topologia de P , y supongamos que t’
sea la menor topologia sobre el conjunto P que hace
que p; ¥ P, sean continuas (topologia inicial en el
léxico de Bourbaki) ,

Probemos Qque 4t = t’ . Por la definicién de t’
es claro que t’ € t , por consiguiente la funcidn i-
dentidad 4id 3+ P - P’ es contfnua t agqui hemos denota-
do por P’ al mismo P pero con la topologia 1’ .

Existe una funcién f continua tal que la fun-

cién p’ 7 P ;' Y oes igual a p, o Gt Pimoiifn

]
‘

’ ]
oy ¥ ;1 X es igual a p,

M



Como por otra parte los compuestos
id f

id f

siguen siendo p2 Yy p respectivamente , 1la unicidad
lleva a concluir que f(id) = id . Asf pues f = id 1

P? - P 1lo cual nos dice que las topologias t y t’

estdn en la relacién t < t' .
Por Qltimo , podemos tomar siempre como represen
tante P al espacio topoldgico X x Y que tiene como
_ =] -1
subbase a conjuntos de la forma Py (V) ¥y p2 (v) ,
donde U es abiertoen X y V es abiertoen Y ,

siendo P, t X x Y —~ X'P2 P L XX AT §

las dos proyecciones canbdnicas conocidas . Dicho lo

cual AR ¢ Hom(R,X) x Hom(R,Y) - Hom(R,X x Y) estaria

definida por AR(u,v)(r) = (u(r) , v(r)) , para todo

re R . Es flcil ver que kR es una biyeccibn y que

A es transformacidén natural .



(1)

(2)

(3)

(4)
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