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ANALISIS Y PROBABIL DAD

por

Jaro  Alva ez h.

introducciono Durante los U timos anos se ha p di
do observar en Co ombea un creciente inte 63 or
la Teorfa de Probabilidad. Este inter~s alcanza a

refle;arse a nive de los planes de estudio de ma-

temgticds. a tr v=~ de curso como Frobabi idad,

Est d!stica, Procesos Estocasticos etc.~ ue han

ida obteniend una ve dade a importancia entro de

so est ClLura curr.cula . No obstante 10 antetio ,
% . .

Traba"o presentad en el VII ~o equio Colombiano

de Ma ematicas. Cal, 1977



la vision preponderante que existe de la Probabi-
1.. ad, en nues ro medios es la de una rama apl'ica
d de 1 Matemati a, cuyos resultados y metodos
es “n referidos un.feamen e a 1la formulae ion de mo
delos matemati 0s para el estudio de problemas
(renomencs) a e torios, que se generan en disci~
plina. ex e lores 8 la ma-ematica como la demogr-~
ffa) 1la bio_ogfa~ la ffsiea. etco~ perc ue n
tiene conex"cnes~ of apli aciones de IiImportancia

dentro del cuerpo teorico ~"Bmo de la matem.tica.

Esta es. sin dudo, na vision limitada; que co-
r_zponde a una situacion 8uperada historicamen~

te n el desarro 10 de la teoria de probabilidado

L probab*lidad es hoys una rama egftima de a

rnatemati~a9 Nno so o porqu€ pos~e una problematica~
rn~todoB propios y una splie bili~ad qus nadie dis
c te SilO. -~ambi~n, p rque el cuerp de sus res”l
tad s ha Ica.zado una adecuada fundamentacion y
str-ictun cion con errtr-ommques . Lar-e¢ on todo 81

edifici de la matematica contemporaneao

El propos ito de es~e trabajo e~ contrObu~r a am-
pliar 1la vision que se tiene~ en nuestro medioi
de a Teo 1ia de P obabilidad~ dando una visio
aun aSl sea esquematica, de imp rtantes “nterac-
cione e iIntersecciones que se han generado entre
el an~lisis cl"8lco y 1la probabilidady que han

abierto las puertas a la aplicaclon de metodo~



- probabilisticos al eBtudio-de problemas analiticoso

El trabajo incluye:

1) Una vision esquematica del desarrollo histori-
co de 1la probabilidad~ hasta ubicar los temas

que queremos tratar aqu20

2) Una aplicacion de la ley de los grandes numeros
a la demostracion de aproximacion de Weilers-

trasso

3) La definicion del rnovimiento Browniano como un

proceso de Markov.

4) La descripcion de algunos temas centrales de

la teorfa claslca del potencialo

5) El analisis de las conexiones est uctu ales en

tre el movimiento Browniano y 1la teoria del po-
tencialo
6) rinalm~nte9 utOlizando las analogfas con el mo

vimiento Browniano, se extiende a una marcha

simetrica al azar en el espa 1o~ 1la fa mulacion
y solueion del problema de Dirichlet. Se sigue,
en Bste caso~ un ejercicio propuesto po Dynkin

[12]~ as! como sus sugerencias generales para

resolverloo

1. Per~pectlva  hlstoruca  del de~arroll0 de la Pro~
babil 1idad.

La Probabilidad, como tedrfa matem&tica. tiene su
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origen histérico en el Siglo XVIl en los trabajos
de B. Pascal vy Po Fermat~ quienes estudiaron y r~

solvieron proble~as de apuestas asociadas can ju~

gas de aZctr que eran populares en la epocao La
definici6bnde:probabilidad, que hoy se conoce con
el Dombra de probabilidad clasica, que describe

todo juego de azar en base a resultados simetri-
cos de 1igual probabilidad, pr&cticamen~e ya exis-
ia antes de Pascal y Fermat~ perc ellos fueron los

primeros en establecer los principios que permitie

ron desarrollar una aritmetica probabilfstica y re
solver prob emas aplicados al respectoy <[4J).
En particular. ellos resolvieron el problema de

apuestas equitativas para diferentes tipos de ju~

gas. Sin embargo, su trabajo no trasciende el mar

co de los juegos de azar.

£1 primer gran desarrollo teorico de-la probabili~
dad puede asociarse con las obras~ casi contempo-
aneas. de J. Bernoulli 1 De Moivre. Gauss, Poi-

sson y Laplace realizadas a TFfinales del Siglo XVII

y durante odo e1 Siglo XVIIIL. Estos aUTores~ al
introducir el aparato matem~tico de la ~po-~-a al
estudio de problemas relacionados can Tenomenos de
azar, abrieron las puertas al gran desarrollo y
aplicabilidad de 1la teorla de probabilidad, que
trascendi6 el marco de los jueges de -zary Vvinhe,
osteriormente, a configurar la probabilidad como

na nueva rama de la matematOca purao
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En su libro el 9iArte de la Conjetura™9 J, Bernou-
111 presenta~ por ejemplo~ el antecedente histori
co de 1la version moderna de la ley de los grandes
nGmeros~ hoy canoe ida comoel Teorema de Bernoulli;
que constituye uno de los resultados centr les de
la Teorfa de Prohabilidad. Este Teorema al dar el
fundamento matematico de la nooi6bn iIntuitiva de e
gularidad estadlsticB, permiteligar, los resulta~
dos de la teorla de probabilidad con una comproba-
cion experimental estadlstica que as causa princi-
pal de la ~an aplicabilidad que ha alcanzado la

teor-La de prebabilidad a1 -~ 4], -

Por su parte A. de Moivre~ con su lib o "La Doctrl

na de las Probabilidade~li~ publicado en 1718~ don-~

de aparece per primera vez 1la regla de la multi-
plicaci6n~ da gran impulso y difusion a la teoriS8
de 1la probahilidad. En Is segunda edici6n de es-

ta obra, publicada en 1738, aparece (al parecer

por primera vez) la distribucion normal y su uti~
lizacicn en una formula de aproximacion de la dis
tribucion binomial, Esta formulae mejorada  post~
riormente por Laplace, conduce al teorema onocid
hoy como de De Moivre-Laplace, cuya generalizacion

se conoce como Teorema Central del Lfmitey otro de
los resultados fundamenta<es de la teorla de pro-~
babfLfdad, <[2], [3]9 [4]).

Esta primera etapa del desarrollo de la teorla de

probabilidad, tiene su punto culminante en el li-



bro de Laplace .Teor“ia Anal! tlca de las Probab i-
lidades"~ que aparece en 1812 y en el cual se r~
ogen y se sistematizan los resultados de autores
nter''ores y Sse presentan numerosas aplicaciones

de 1la teor~a de probabilidad. Laplace permanece,

in embargo~ atada a la definicion clasica de p ~
babilidad <[21, [lj)~ a pesaz- de que en distintas
apl -cac-ones de Is pr~babilidad, diferentes de

103 juegos de azary 10. concepci6bn de los resulta-
dos simetricos de igual probabilidad era dificil~
mene aplicable y estaban planteando la necesidad

de r visar dicha definici~n"

La obra de Laplace maroa una Ipoca de gran difu-
si6n y utilizaci6n de a teorfa de probabilidad.
Durante el Siglo XIX, [la probabilidad €s utiliza
da ~o0 5&10 en el analisis ~stadlstico de pobla~
ciones~ que sirve d~~-base para el desarrollo de
~3 matemat''ca actuarial- sino que se extiende a
la Flsica on la Mec&nica Estad"istica desarrolla
da por Maxwell, Boltzman y Gibbs ([2])0 EI mis~
mo Laplace~ paralelamente a Ga"ssg aplic6 m~todos
probabilistic05 al estudio de errores provenien~
tes de medicfones ffsicas o desal"Y""ollando <i.sl una
teorla de errores de gran importancia en las cien

ciasexperimentaleso

Despu~s de Laplace~ y a pesar de la difusibn men-
cionadag la probabilidad sufre un largo rece50

teorico que solo viene a ser superado a Tinales



del siglo~ par la matematica Rusa~ iniciandose, la
que podrfa Ilamarse~ segunda gran etapa de su de-
sarrollo. Esta etapa esta asociada Tfundamentalmen

te a los nombres de Chebyshev 'y sus alumnos Lyapu-

nov y Markov. ([31) quienes introducen el concepto
de variable aleatoria y extienden y demuestLan.

en forma rigurosa~ los teoremas sabre Ifmites de
variables independientes~ ley de los grandes nurne

ros (Chebyshev) y Teorema Central de Lilmit (Lya-
punov)~ rnientras que Markov 1inieia el estudio de

los procesos de Markev a principios del Siglo. No

obstante este gran resurgimiento tearico de F-nu~
les del Siglo pasado y principios del presente~ 1
probabilidad segufa teniendolas earacteristicas de

un eonjunto de resultados partieulu es aislados

sin una ordenada  fundamentacion y sustentacoon.
Tal como dice Feller <[1])~ 1iipocos matematicos fu~
ra de l1la Uni6bn Sovi~ticaconsMerabanla probabili-

dad como una rama legftima de la matematica™.

El trabajo de Kolmogorov~ iniciado hacia 1920~ en
el cual se alcanzauna formulacion axiomAtica de
la teoria de probabilidad utilizando ccnceptos ba~

sicos de la teorla de 1a medida y 1la variable real,
y en 12 cual se superan las dificultades de la de=
finiclon clasicag le da a l1la probabilidad dicha c~
tegorla ubicandola~ a nuestra manera de ver~ como
una rama del analisiso El est~-Jio de 1la teorla de
los procesos de Markov, inicilado per este a prin-

cipios del Siglo y cuya teorla general es desarro-
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Ilada hacia 1930 per Kolmogorov, feller~ Levy vy
otros, pene en evidencia conexlones importantes
en re la rama de los procesos de Markov de trayef
tor-ias continuas vy el estudio de los oper-adores
difsr nciales de segundo ordeno
al fundamentar en terminos probabil~sticos los
t~abajos de Einstein scbre el movimiento Brownia~
no~ da la primera construccion rigurosa de un pr-~
csso de Markov con trayectorias continuaso (eil -~
En 1945 Kakutani demuestra que 1la solucion
del problema clasico de Dirichlet esta asociada

con la esperanza matematica de variables aleato-

rias determinadas per el movimiento Browniano.
Posteriormente, en la decada del 50, los t~abajos
de Doob y Hunt desarrollan las conexiones estruc-

turales entre 1los procesos de Markov~ particular-
men e~ del movimiento Browniano; con la teoria
clasica del potencial~ que permiten deffiostrar la

equiva~encia matematica de ambas teorfaso

Queremos  destacar-~ Ffinalments, que aunque la pro-
babilidad ha desarrollado sus metodos y herramie~
tas prepias; la utilizaci6n~ en 3u momento. de r~

sUltados vy teorias de otras ramas de 1la matemati-
cs, principalmente del analisis; ha side factor
fundamental en todo su desarrolle~ muy especial-
mente en la configuracion de las tras grandes et~
pas que hernos esquematizado anteriormenteo Por
su parte, la teorfa de probabilidad que tiene sus

erlgenes en problemas de aza~ que no se plantea=



ron 1inicialmente en la Ffsica~ fuente principal de

los problemas que han dado impulso al desarrollo

del analisis, ha ido evidenciando, cada dfa~ rnayo_
res conexiones con el analisiso Estas conexiones
sa presentan~ a veces. como aplicacione de 1la
probabilidad a demostraciones de resultados cono~

cidos, perc en el caso de los prccesos de Markov
y la teorfa del potencial Ilevan a las conexiones
estructurales que son el tema central de este en-
sayo, Yy que, cornose ha dLcho, han permitido uti-
lizar rnetodos probabilfsticos en el estudio de

problemas analiticns.

2. ~a Demostraclén  Probabillst.ca = del Ieorema de
Aprox"maclén  de Wel~rbtrasb. = ([5])

Sea f una Tfuncion vre 1 acotada supericrmente po
M y deffnLda en el Lntervalo [01] - Sean Xi s Xy
oo~ Xn~000 las variables aleatorlus independien-

tes. que desc.ribeD una sucesion de observaciones

de Bernoulli~ las c¢ ales ternan el valor 1 (exfto)

con probabilidad X y C (fracaso)" con prebab®L
n

li.dad 1 - X. Sea s L XJ. la "su~a de -~xitos

en las n primeras observa loneso Recordando

que "laprobabilidad de ebtener k ~xitos en las
primer-as observaciones" - pX(S noE kL, esta dada
por la expreslon PX Sn ~ k) {UR) kG _y I~k .

sepueden escribir las siguientes igualdades~



n
E 00 = E [rrs, m] = k=IO fkimp (S =k =

I f(k/n) () :X:k(l_x} .n-k
k=0

Lo que permite ver que la esperanza matem&tica

En(x) es un polinomio en X, de grado n o

Queremos mostrar que, para n suficientemente

grande, sUPXE: [0—-11lIEn(X) ~ f(X)1 se hace arbi-
trariamen''te pequeno, En efecto~ se puede escri-
bir

Sf £ es continua en [0,1J, 10 ser& uniformemente.
y pOl®™ 10 tanto para £ » 0, se puede escogen 0 > O-
"tal que 1T(y)-f(2) | < £ ~ siempre que ly-z! ~ O~
10 que permite transformar la desigualdad anterior

de la siguiente manera:

1f(X)-En(X)/ $ I If(x)-f(k/n)!P(S =k) +
IX-k/nl~-o n
r 1f(x)-f(k/n)Ip(S =k)
Ix-k/nl>o0 n
~ g2 + o, | pes =k)
Ix~k/nl>6 n
~ £2 + 2M P(Ix=sn/n)1 > 0)
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Utilizando la desigualdad de Chebyshev, se sabe

que en el caso de observaciones independientes de
Bernoulli, p(Ix-S n/nI > 0) -~ 1/4n02 s desigualdad
que no depende de x . Es decir que, para n su-

ficientemente grande, se puede hacer 2m p(Ix-Sn/nl>0)

« £/2 independientemente de x en (O,lJ1 y, pol
10 tanto, |f(x)—E n &) | < & & para todo x en
[a"1] , que esex actamentel 0 que e querlapr Obal'.
En otras palabras, los pOlinomios En(x) aproxi-

man a f uniformementeo

30 EJ Movimjento  Browniano como un Proceso de
Markov.

3.1 Definicion: Tal como se diio en la parte histo_
rica, el estudio del movimiento B owniano esta 1n
timamente ligado al surgimiento y desarrollo de

los procesos de Markov. Con el proposito de dar
su descripcion matematica consid~remos el movimien
to de una partlcula en el espacio, que sigue un
movimiento Browniano sin barreras, y que inlcia su
recorrido en un punta x . Al abo del tiempo

sea X(t) su posicion en R3 y pt(x,E) la pro~
babilidad de que la partlcula este en el can junto

E.

Considerando intervalos pequenos de tiempo Yy par-

tiendo deque en Lnter-walLos co. secutlLvos [r~s] y

[s,t] los desplazamientos X()~-X(s), X(s)~X(r)
son fenomenos independientes, Einstein demostro
que la funcion de densidad N t,x) asociada con
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la uncian de probabilidad P(t9X~0) deb fa satisfa

er a a ecuacion de difusibn~

iendo D una constan~e positiva ([9])0 Tomando
D = 1/2 se puede conclu~-r que n(tox) - (2~t)-3/2
exp e as decirg 1la probabilidad de que, al
cabo del tiempo t~ 1l1la partfcula este en el conjun-~

to E . eat& dada per 1la expresion

1 I exp (~ly~x12/2t)dY
E

Al variar t, la partfcula describirl una trayecte-
ria tfpica W . Puesto que la partfcula ha de se~
guir una trayect ria continua. sa puede temar al
espacio de todas las curvas continuas, definidas

en (Og0 y que ternan ~alores en Rgg como el con-

junto de todas las trayectorias posibles en el m~

vimiento Browniano, es decir como su espacio mue~
tral N . Con~iderando en Bate espacio la cr-alge-

bra de eventos s(n)~generada p-r los eventos del
tipo (X(t) ~ E)~ donde t varfa en [0~00) ¥ E

es un conjunto arbi rario de Borel en R3 ~ para

un x Fijo~ la familia (p(t~x~0))t~0 induce Ila
eXlstencia de una Tfunclen de probabilidad unica

Py ~ definida sabre e(n)o Con este enfoque~ los

vectores aleatorios X(tJe que dan la posicion de

una partfcula al cabo de un tiem" o t9 se pueden

considerar definidos sabre el espacio de probabili
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dad (O~BUn~ P ) tales que XMW = w(b). Esta
familia de variables aleatorias define, por® 10 tan
to, un proceso estocastico, conocido como proceso
de Wiener, que se puede caracterizar con las si~

guientes condiciones~

0)

i) Para 0 ™to < t <o t_ .los vsctor-e a-
leatorios X(t.}j ~ XCI_J<I 0 L o n -
son mutuamente independientes Yy

Denotaremos can EX LO] la esperanza matemati a res

pecto de IOX

S se cODsidera que el movimiento no se origina en
un punto FijJO3 sino en un punto alea erio con dis-
~ribucion de probabilidad ~ la probabi idad de cual

quier evento A en N se ca cula segén .8 I1"elac~6n

PI,/j(A) '"]IF:; P (A)JI@dx). En parti ula , s

A O«tH:EL

P, (XCi)  E E) ([12])

13



3.2 Pro6pledad Markovlana: @ En general, el movimien-

to se puede origi~ar desde cualquier punto X en

RS - per 10 cual ~isponemo~ de una familia de dis-
tribuc-ones de p~obabilidad, -.de doble indices
fIP(t,;X'_', )j{:,g%:,lRS , que "controian? los desplazamien-

tos X(t) de 1~ part!cula, segGn sea e ~unto de
rlgen del movimiento Yy qu~ se conocen con el tiom-
bre de 'probabilidad~s de transici6bn del movimien-
toll.. Tenemos pues~ el c6njunto de todos los movi-
mien O0S posibles de 1la partfcula. con origen dife-.
~entes que matem"ticamente constituyen un ~onjunto
de procesos estocgstioos y que son, en definitiva
el modelo matem&iico probabilfstico que describe

el movimiento Brownianoo

Una pro~iedad muy importante de este movimiento es

que el pasado no afecta el f~turo. Es decir~ la
posicién de la partfcula en.~1 futurot+s, estA d~
terminada  porsu posicién en el presente t Yy no.

depende, para nada, de sus posiciones en el pasado

t-s . Esta propiedad.llamada M~r~oviana~ se reeD
ge matem&ticament~]j en la ecuaci6n
p(tts. x1 E)-~! pls, vy, BE)p(t, x, dy) .
R3

que se conoce como lila ecuaci6én de Chapman-Kolmog~
En otras palabras, el proceso estocastico
Y(s) - X(t+s), es un proceso de Wiener con distri~

bucfen inlcial p(t.-x.o)o
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-En realidad esta propiedad Markoviana es aun mas
fuerte, en este caso~ pues ella se conserva si el
tiempo ts qu~ es un tiempc TFfijo~ se -~eemplaza po
un tiampo aleatorio T. For ejemplog una part-cula
que 1inicia su movimiento en el origen O~ toma un
tiempc aleatorio T, en "visitar' o ‘'"tocar?, pol'
primera vez, la superficie de una esfera B de r
dio r~ perc posteriormente a este tiempo de lleg~.

da "a La superffclLe" de la esfer-a, el movLmlLento

de la p~~tfctila -~antiene su caré&cter Browniano. in
dependiente de supasado. En otras palabras~ el
proceso ye_t) ~ x(t + T) puede considerarse como
un proceso d~ Wiener con distribuci6n nioial

I'I;_('J definida por la expresion I'I;(E) ~ PX(T r')~E)~
E CaB o

Digamos~ finalmente, que el movimientc Browniano
es~ mat~mSticamente~ un proceso de Markov en cuan

to que e~ta deflnido per una colecclon de procesos
estoc&stico~  {(X(t)t-0 - cnBen)i Px3xER3 , que
satisfac~la propiedad Markoviana y que per cumplir
adem~si Is propiedadMarkoviana fuerte, Y tener
trayectorias continuas, se llama tambien proceso

Markoviano fuerte O proceso de difusion.

3.3 Iiempo de Escape. Consideremos el movimiento

de una partlcula que se 1inicia en un punta X in~
terior a un conjun O abie s conexo Yy acotadoo

Sea 1 el
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de considerar como el tiempo de .su pri.mer 'paso”

o "visita" a aDo Un resultado importante es que

1 partfcula- eventualmente~ sale de D ~ Y que
en promedio este tiernpo es finito. Simbolicamen
teo P (T <0 =1 Y E [TJ<00. En particular
la expresion rr(x~E) _ PX X(T)E:E), Ec3D ~ que

puede ser leida como "la probabilidad de que 1la

partlcula al golpear par primera vez a aD 10 ha

ga en el subconjunto E de dD'~ define wuna fun-
cién de probabilidad (llamada distribucion a~m6-
ni a) sobre eventos que son subconjuntosde Borel

de la superficie aD.

El que la partlcula. escape con probabilidad 1
del cenjunto D + se puede demostrar de una mane-
ra simple ([ 12])~reduciendo el problema al case
particular de una esfera con radio r y 18 par-
tfeuia iniciando su movimianto en el centro de Ila

mismao Sf la part!cula permanece dentre de la -B-

fera hasta el tiempe t - n.; tcdos 10B desplaza-
mientos X(1) -~ X(O)i X(2) ~ X(Dioo o~ X(n) -~
~ X(n~1)~ que son independientes y tienen la mis~
rna dist ibucioD, seran menores a 2r, en sSu normsg
Consecuentemente,

c - KK .l

2r) } ~ PoUIX(1) X(0) K2 In =

Donde a" es necesariamente mener que 10 Per 10
tanto~ Po(T = 00) - o - para todo n~ NO negati-
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vo; 10 que irnplica poeT: 0 : 0. 0 10 que es 10

rnisrno, poeT < 00 : 1.
Una observacion interesante~ por otra parte, es la
siguiente. Si el punto x¢D y T se torna como el

tiernpa de la prirnera visita a aD~ PX(T < 00) < 1.

Es decir que, eventualrnente~ la particula no volv~
ra a retornar a D. Se dice en estos casos que D
es transitorio O no-recurrente. En el caso del mo

virniento Browniano en la recta o en el plano, con-

juntos abiertos y acotados son recurrentes.

4. 1oS Temas de la Ieorfa del Potencial.

41 El Potencial de una cerga, La teorl.a del pote~
cial es un area muy extensa del analisis clasico

que tiene su origen en"problemas de la ffsicag que
tocan con el estudio de la Ley de Coulomb vy la a-
traccion de cargas electricas 0~ en generals con
el estudio de fuerzas semejantes a las caracteri-
zadas por 1la Ley Newtoniana de la gravitacion Uni~
versal. Segun la Ley de Coulomb~ por ejernplo~ dos
cargas puntuales en el universo se atraen o 5e re-
pelen con una fuerza cuya direccion esta definida
por la Ifnea que onecta arnbas cargas Yy cuya magni
tud es inversamente proporcional al cuadrado de la
distancia entre ellas. Si 5e considera una distri
bucion de carga electrica en -~~a region del espa-
cio, de suerte que el valor de la carga en cada
punto esta dada por una Tfuncion f — el potencial

en un punto X ~ debido a la distribucion de carga
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definida por f ~ U(~—F), s~ ~efi~—~ gpmp el tra-
bajo necesario para traer una unidad de carga des

de el infinito al punto x =

Se demuestra que este trabajo estS dado porla
exp~esion

V) 1 -‘E(AL).d;L
20 3 X~y
La tearfa clasica del potencial esta pues refer!
da 13.1 estudio de las propiedades de los potenci~
les~ Jas relaciones potencial-carga y~ en generl3._I1~
de otrl3.scantidades y conceptus definidos en tel'

minos de ellos.

En a teoria del potencial- el estudio d oper~
"2 12 ~
dor laplaciano ° , ° que se
\ax? 6Y dz

apl'"ca a funciones que son doblemente diferencia
ble=en alguna regi6bn~ jJuega un papel central.

porr ejemplo~ al operador Laplaciano resulta ser
el operado inverso del operador potencial en el
sentido que aplicado sabre un potencial dado nos
permite recupera la distribuci6n de carga que

10 produ 6. En efacto, sf 113 distribuci6n de car
ga f as continua y acotada (UF)(x) as doblemen-

te diferenciable y

~(UH) () =~ 2fx) ([139) (Ec.de Poisson)
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Esta ecuacion permite ver que el Ilaplaciano del po_
tencial se anuia en las regiones del espacio sobre
las cuales no se distribuye la carga, vale decir

en los puntas del espacio libres de cargae

En general~ una funcion u o dohlemente diferencia~
hle es un conjunto abierto D , tal que ~u = 0
se dice que es una funcian armonica. Segun 10 an-

terior los potenciales son funciones arménicas en

los puntos del espacio libres de carga.

402 las funclones Armonfcas, = E1 estudio de las fun
ciones armé6nicas constituye pr&cticamenTe el terns

antral de la teorla clasica del potencial. Tal co
mo dice OoDe Kellog (J10J) IliAmedida que se avanza
en la teoria del potencial results ev-dente ue la
teorls del potencial puede ser considep;gda, matema-
ticamente, como la teorl!a de una cie.l;vta eeuae'on d-
fer-escLaL conocida como ecuac:\".ate Lap lace”

(-f = 0). Las funciones arménicas p-~esentan propi~
dades sorprendente~ e IiInteresantes. Una de ellas~

y que juega un papel muy importante en la teoria

del potencial-~ es el princip~o del maximoo Una fun
cion u ~ definida sobre un conjunte conexo Yy abier~
to D ~ obe~ece el principie del maximo sf ella no

puede alcanzar en D un valor igual a su superior
[Sup {x):x E D)] a no ser que sea constarrte, De
manera semejante se define el ~ incipio del minima.

Las funciones armonicas satisf en ambos prin ipi so
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Mirando las propiedades anteriores desde otro an-
gulo ellas nos dicen que si u es una funcion ar
monica en DUaD~ siendo D un conjunto abierto
conexo y ab su frontera, u debe alcanzar sus va
lores maximo y minimo sobre aDo Resultado que a
su vez nos lleva a ver que las funciones armonicas
estan completamente definidas por sus valores en
la frontera en el siguiente sentidoo Si uUu vy Vv
son dos Tfunciones armonicas definidas sobre DuaD,
tales que u = v sobre aD entonces U = V SO-
bre D .

El principio del maximo y del mlnimo~ de las fun~
ciones armonicas~ se demuestra apoyandose en 1la
propiedad, igualmente sorprendente, de ser valor-~
das en forma promedio. En efecto, se demuestra

(I13)), que sf u es una funcion armonica, defin!
da en un conjunto abierto D vy Br(x) es una esfera
centrada en x ~ de radio r y contenida en D,

entonces

ux) - 4|lrr aé u(y)ds -~ 1; u(y)dv.

r r

Es decir, que el valor de u en x es igual a
su valor promedio~ cuando dicho promedio se toma
sobre la superficie o sobre todo el volumen de una

esfera centrada en X e

La conexion entre esta propiedad y la del maximo
no es diffcil de ver. Suponga, par ejemplo, que
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una Tfuneion- u continua, es valOrada en TfOFma pro

D abYerto y conexo en R3S y~

me d10 en un eon]junto
qu~ existe un punta X en D en el eual 1la Ffun-
cion posee un maximoo Se puede determinar una es-
fera abierta S . de radio 0 alrededor de x s tal

que para todo yc §, uCy) ~ ulx), Puesto que 1la

funcion es valOrada en forma promedio

' u(y)dv - -1 TQu(X)-u(y»dVv -0
S 4J|I’3 S

10 eual, debido a l1la no negatividad de u(x)-u(y),
solo puede ser si  u(xX)-u(y) - 0 sobre S. Se pu~
de -~eiterar la argumentacion con nuevas esferas
eentradas en la frontera de 18 anterior utilizanda

luego 1la eonexlOn de D para concluir que para to

do y en D, uly) - ux)o Es decir que si la
funcion u tiene un maximo en D entonees es cons
tante.

403 ~~ problema de Dirichleto Uno de los proble~
mas mas antiguos Yy mas estudiadas, en la teoria

del potencial, que ha tenido gran influencia en la
tearfa de las ecuaeianes difereneiales en deriva~

das parciales de uso en 1la ffsica, es el 1llamado

problema de Dirichlet que se puede plantear de 1la
siguiente manerao Sea una funcion real T , defi-
nida sabre 1a frontera aR, d un conjunto abierta
R. IExiste una funcion h eo~tinua sabre RLJaR
y tal que ~h = 0 sabre R y h = f sabre aR ?

La existeneia y unicidad de tal solucion ha sido
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demo strada para una gran variedarl de dominios; p~
ro un representaci6n analitiea expllcita se cono
ce para muy pocoS Casoso POI*" ejemplo, el proble~
rna de Dirichlet tiene 80luci5n Gniea para dominios
Ilamados de Poincare~ eon f continua. Un con~
junto R se dice que es un dominic de Poincare
81 as abierto y conexo Yy para cada punto X de
su frantera es posible hallar un cono circular~

con v~rtice aplicado en x i que es disjunto de R.

Huy conocida es la soluelOn al problema de Dirich
let para un dominio esf&ricog dado pOI* la siguie~
te f6rmula; conocida como f6rmula de Poisson

<[13])0

1
4TIp

donde y es el centro de la esfers R y P so

radio.

404  Eunclolie~ de Green. El problema de Dirichlet
puede ser considerado como un caso particular de
un problema roSs amplio respecto del operador La-
p aciano, y que Be puede formular de la siguietite
manera. Sea R un conjunto abierto y f y g

funciones reales definidas sobre aR 'y R res-

pectivamenteo IExIste una funclon continua h
tal que ~h ~ g sobre R y h ~ f scbre aR ?
Cuando h es una funci6bn C2 en una -~ecindad
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abi erta -de -RU-dR~ Res acot aday d Run a su-
perficie suave~ es posible encontrar una represen
tacion de h en terminos de sus valores sobre dR
y de Bu Laplaciano sabre R ~ que desar'bimos a

continuac'oDo

Para x FijJo en R se define 1la fuDcloD

e N ()
4t ly~xI

siendo ~(y) una TUDcion armonica sobre R"

G(XiY)~ como funcion de Y~ sa armonica sabre R

excepto cuando y;0 X

Denotaremos como DnG Y DnW las derivadas de G
y — en la direccion del vector normal externo de
la superficie aDo utilizando la segunda identi-
dad de Green se puede obtener la s~guieDte repre~

sentacibn de h sabre R.

~f 6(xy) ~hway
D

Esta formula se canace como tercera identidad de

Greeno

ST se e500ge ~ tal que ~(y) o ~Isobre dd en~

tonces G(x~y);o0 O sabre aDo Si queremos ade-
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mas que h = f sobre abD y 6h = g~ la formula
anterior puede transformarse para obtener la lla-
mada descomposicion de Riesz en su version del

Calculo.

hex) = - f f ex~y)g(y)dy
ab D

Y, en particular, si h es armonica se tiene due

hex) - - J F{y)DnG(xsy)da(y)
aD

A pesar de que esta formula supone que h es C2

sobre una vecindad abierta, ella puede ser utili
zada pa~a resolver el problema propuesto al pri~
cipio de esta seccion, puesto que en ella solo i1~
tervienen los valores de h sobre aD vy el valor
de su laplaciano sobre Do Bastarfa demostra-
que la funcion h s aSl definida, cumple las pro-
piedades exigidaso En la formula anteriors sin
embargos interviene la funcion G cuya existen-
cia se puede garantizar solo en la medida en que

existe la funcion y tal que 6% = 0 sabre D
y = 1 sobre aD. Es decirs en la medi-
Ty-xl

da en que se puede resolver el problema de Di~ich

let para el conjunto D con condicion de fronte-~

ra definida por 1la funcion 1 En este sen

ly-xI
+ido el problema propuesto y el probl-ma de Di-

richlet son equivalentes y su solucion sepuede
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reducir a calc~lar- 1a funci6én G, usual-~ente cono-
cida como funcion de Green respecto a D. La exis
tencia de la funclOn de Green se ha demostrado p~.
ra una amplia variedad de conjuntos pero~ su re-
presentacib5n expll~ita, s610 se conoce para unos
peces conjuntoso Se conoce~ pOI™ ejemplo, la fun-
cion de Green para e~feras y es utilizada para

llegar a la formula de Poisson ya pre~entada al

hablar del problema deDiri~hlet en la secci6n an

tsr-Lo r-, [7]0

50 cCoriexlones  'del Movimlento  Brown-ano  y Ieoria

del Potencial

Las conexiones estructurales entre el analisis vy
los procesos de Markov se hacen evidentes a tra-
ves del estudLo de los conceptos 1lloperador de
transic 16n..n operador infinitesimallly unoper ador
carecter-LstLco” de un proceso de Markovo Segui~
remos estas conexiones apcyadas fundamentalmente,
en el movimiento Browniano que hemos presentado
como un proceso de dffusion o proceso de Markov

fuerte.

501 Eisemr—-rupo  de Dperadores de Iranslcl5nolas
probabilidades de transici6bn P (t.Xi0) permiten
definir los operadores lineal-~s Pt ~ de transi-
clén, de la siguiente manera:

(P.tf)(~)-.-.::: I3 f(y)p;(t,x9"dy) .p-ma Taco-tadao
R
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Los o eradol'"~s P , son operadorBS lineales que d-.

an invariante al coniunto C, de las funciones
continuas acotadas y cons ituyen un semi-grupo, que
.8 continuo. En efecto, utilizando las propieda-
es de las probabilidades de transicio6n, algunas

de las cuales hemo_ enunciado aqui se puede de-
mo strar- ([11J), Clue los operadores de tr-anslLclon

c mplen las siguientes propiedades.
Ptf —~ 0 para f — 0

1> P Pt operador lineal can norma

2) Pof = T, Po es el operador 1 entico |1

3) Pt+s - p(gP s (propiedad de semi grupe)
4) (p . flex) S (69) (continuidad del semi-g~upo).
+ 0

EstB semi-grupo B oper dores determine  uniyoca-
men e al movim'ento Browniano en el sentido de que
a par -ir de fTil se pueden recuper-r Sus probabili-
0 des de t ansiclOn p -~ 10 _rto -u construcci6bn

compl ta-

5.2 Ei_gcpe~xl.di~0 9enefador '=f L~te~l.ma. lop e-

radar o generador infinitesimal del movimiento
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Browniano se define de la siguiente manera. Para
toda fE CA " para la cuai
converge uniformemen e cuando t tiende acero,

de fLn imos

fl

AR

Af _ rim
tOTO

Se demuestra  ([11]) que S1 C~ es el coniunto de

funciones en CA que son Tfunciones de clase 02 .
entonces [[A esta contenido en e dominic de A.
Has afin , en este .aso Af - _ nf, es decir el ope

radar A caine:"de con el operador Idpl ¢ no de-
inido globalmente.

En particular,  se puede demostrar que Of & 2

(en realidad es COO) Y. porla tanto, Ptf esta

en el dorlLnio delL oper-alcr- A_ Es decfri, que

AP | ) db Pt =5 120, DK

Deb ser claro que 1a def" ici6n de oerador o ge-
ne!” dor- InFdnLte sdmelL, que nemo dado par el ¢ so
par-ric lar del ma ImLenro row Leno, nuede. Xxt(:,:n-
dsrse a ¢a1 Lqu ler pr-acceso de Markov. .n pa tlLcu-

lar p°"ra p-~oceso de dif s"6n e5te (gene_ador inti-
nitesimal e~ un operador dif rencial de segun o or
den del tip,

11 r.rx.~)x. . -adx .
-1 J 1
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El punto fundamenta~ es que el operador infinitesi
mal determina completamente al proceso de Markov

asociado con 619 en cuanto que conociendo el ope-
rador infitiitesimal se puede ~econstrufr el semi-
grupo de operadores de transicion y, par 10 tanto~
el proceso de Markov mismoo Este es el caso del

movimiento Browniano para el cual se puede demos-

trar que L X [A20.1_A)-1-Allk f

)50 k2
([8])  <[11L Se puede establecer bajo que condi-
ciones un 6perador lineal permite generar un semi-
grupo de probabilidades de transicion Y9 por 10
tanto, ser el gene~ador infinitesimal de un proc~

so de Markov <[ll]) Se canace que 1la construc-
cién de Wiener del movimiento Browniano; se puede
extender a cualquie~ operador elfptico L para el
cual se pueda construir una solueibn fundamental

de laecuacibn diferencial aUt.
at  :lUg -

5.3 La formulaclén  probablltstlca  del potencial

Brownlanoo Utilizando la definicion del oper~
dor infinitesimai, a trav~s del cencepto de opera-
dor de transicion, descubrimos una primera conexion

fundamental entre el Movimiento Browniano y el op~
rador Laplacianoo Sobre eata conexion hemes de

Insitir mas adelanteo

Los operadores de transicion pueden ser utilizados
tambien para dar la siguiente descripcion probabi~

listica del potencial newtoniano de una funcion.
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El potencial ae una funcibn f sobre R3 , de so-
porte compacto, es la Tfuncién (GFH)(X)~ definida

de la siguiente manera

GHoo = f etHoeodt
0

siempre y cuando dicha integral exista.

Se ~uede ver que, trasladando la integraci6n al
espacio de prcbabilidad del movimiento Browniano~
e Iintercambiando integrales se llega a 1la siguie~

te igualdad

GH - EX
L~siguientes transformaciones demuestran que, en
realidad. GFl esel potencial newtoniano de f. To

me f — 0 V suponga que (GF)(xX)~ esta definido p~

ra todo x o

GO 2T emio-az2f | e-Ix-vizzi: —f@)dy]dt

0 IR3
Intercambiando integrales y efectuando el cambia
de variabledefinide per Ix=yl2/t = u se tiene

o0 %‘L Yl 1~1 u2/s2
B e du]f(y)dy

GHK) = |
3 211372

: 2
-1 F(Y)dy ( 2 J{ 2ap—~ o-u“/2 d4uJ

21T 3r3  Ix-v | 0
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1 fQoNdy
2IT Ix-yl

£1 operador G es en realidad un operador lineal,
que puede definirse en el rango del operador infi-
nitesimal y que resulta siendo su inverso. En efec
to, se puede demostrar que A(GF) ~ -F o 10 cual

no es otra cosa que la ecuacion de Poisson.

Como en al caso del operador ~nfinitesimal-~ es po-
sible extender ~a definici6bn del cperador de Green
o potencial a los procesos de Markov fuertes y so
relac~on con el operador infinitesimal seguira cum

pliendose de la misma manera.

En general as posible extender el concepto de po~
tencial para procesos de Markov utilizando el oon-

cepto de potencial de orden

n>o0 f e @EHEodD,
O L

en este caso, a partir del operadcr potencial (ope
rador de Green), como del operador infinitesimal~
es posible recuperar el proceso de Markov asocia-

do con el.

5.4 La \Version Probab!1fstica  (=ocal) del Llapla=_
clano~  £1 operador caracterfstico.,  Podemos

ahora dar una defini"ci6n probabilfstica del Lapl-~
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-clano~ en el sentido local que comunmente se le da
en el calculo y en el analisis. Sea f una fun-
cion definida en algun subconjunto abierto de R3
y X un punta en su dominioo Sea U(x) una ve-

cindad abierta dE;Mdicho punta y T(U) el tiempo

de escape de U. Se dice que f tiene Laplaciano
genel*alizado, en el punto x - si el limite
I'm , ExEX{A"UN)I-f(x) e FOI(X.dV)-FL{X
00
U(x)+x Ex[T(U)] f tdF (0

existeo Cuando este es el case 10 denotaremos con
el simbolo~of(x)o Las vecindades ux) se pue-
den reem~lazar pOl*® vecindades esf6ricas Bex) ,
con radio r tendiendo a cero~ para obtener al
mismo I1mite, 10 cual permite asimilar esta defi-
nicion a la definicion de Ilaplaciano generalizado
(I13D quese conoce en la teol*"fa clasica del pote~
cial, y que deja vel® en forma Inmediata, que si fFfes

de clase C2, entonces ~of{x) ~ ~ ~f(X).

En efecto~ en el caso de una vecindad esftfirica
B(x). de radio I y centrada en x ~ la simetr!la

del movirniento Browniano implica que para
. do

Es declLr,que - rr(x~E)
412

E C aB(x). JI(X"E) - [:[

da el area de la superficie dr E; normalizada res
pee to del area del a superficie tot ald e B(x) .

Se calcula~ ademas, ([12]) que erreste caso el
2
-.~S [I"f3o
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00 2
Es decLrv, E [T] = l:)td F_( = r /3" Resultados
X

que permiten escribir las siguientes igualdades: .

f e 1TCx,ayd-£00
IR

Cuando f es C2 Y r tiende a cero~ el Ilmite

de la expresi6n de la derecha existe y es un re~

sult ado que se estudia con Tfrecu~ncia en el cAlcu

10 avanzado y en cuya demostraci6n intervienela
segunda identidad de Green. EI. Ifmite~ como ya
se dijo para la expresion probabil!stica de la de

recha, es 1igual, en este caso. a ()~-f(X).

Se puede demostrar. igualmente, que cuando el 11-
mige - 17i™m PtfCO-fO0) existe~ tambJ:en eXI'ste
t+o t

~0F(X) y ambos valores coinciden, con 10 cual -~o

puede ser considerado como un operador lineal que

extiende el generador infinitesimal A e Se puede
hablar. entonces, del operador caracteristico del
movimiento Browniano O generador local, definicion
que puede extenderse a todos los procesos de Mar-

kov.

5.5 Version_ Probabilfstica del Problema  de DiFlch-
leta ~ncftones de Green. Utilizando la defi

nicion anterior podemos trasladar. al lenguaje pr-~

babillstico del movimiento Browniano~ la defini-
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cion de funciones armonicas. Una funcion f sera
armonica en algun subconjunto abierto de su domi-
nio de definicion si 6pF(X) existe y es 1igual a

cero para cada X en el conjuntoo

Un ejemplo de funcion armonica~ Yy a t-aves del cual
se llega a 1la solucion probabilistica del problema
de Dirichlet es el siguienteo Sea D un conjunto
abierto (acotado) y conexo y f una funcion cont!
nua y acotadao Sea T el tiempo (aleatorio) de es-
cape del conjunto D . La funcion

ulx) = Ey

definida sobre D~ es armonica sabre D~ y coinci~

de can f sobre an.

(La igualdad de u con f sobre dD, es inme-

diata puesto que PX(X(T) ::x) = 1 para todo xc dn,

Para demostrar que es armonic se puede probar sim
plemente que u es valorada en forma promedia.
Utilizando la prop~edad Markoviana fuert~ se puede

escribir que para A, subconjunto de Borel de abD,

Sr(x) esfera centrada en x y contenida en Do Es
ta igualdad permite escribir las siguientes igual~

dades~
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] ~J TFWITZidy) 1IT(xidz)
YE:dD ZE.CIS r

f fOITxidy) = ux)
yE:dD

que prueban que u es valorada en forma promedioo

La 50l1luci6én del problem~ de Dirichlet exige que

lim u{x) ~ f(y;s ss decir; que u(x) sea continuao
x-+YE:D

Esta condicion se cumple cuando a) sea suficien

temente suave {dominic de Poincarl". Es importan-

te comentar que la formulacion probabil!stica ha
permitido ahondar en el estudio del problema de

Dirichlet.

Siguiendo 1los lineamientos anteriores, es posible
dar una versi6n probabiltstica de la formula de
representacién dada en 4.4 de una funci6n C2 y
que permits resolver para h la ecuacion diferen
<:;lalbh:: g con condLcLon de fr-oter-a h ""f.

Hasta el momento hemos considerado el movimiento
Browniano de una particula;, sin ningun tipo de res
tricciones con el parametro t variando en el iIn-
tervalo [0-o0}. Se puede considerar el caso mas g~
neral de un movimiento tal que su parametro t
tiene ug Ifmite de variaci6n aleatorio. Por ejem-
plo, se puede considerar el movimiento de una par-
ticula que se ini~ia en el interior de un confunto
abierto D hasta que golpea la superficie dl en
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_cuyo mpmen~o_el movimiento para. En este caso~ el
parametro testa limitado por el tiempo aleato-
rio T que invierte la particula en escapar-~ por
primera vez de Do Respecto de este movimiento,
que puede wusarse para dar una definician m&s ge-
neral del proceso de Markov de la que hemos dado,
anteriormente se puede hablar de probabilidades

de transicion t(X~A) ~ Px(X(mint ~ 1)~ A vy~
consecuentemente, de operador infinitesimal, ope-
rador caracter!stico; potencial. En particular
su potencial GRg, Ilamado potencial de Green de
g vrespecto del conjunto R i esta dado per Is ex-
presion GRg ~ EX [fZg(X(t»)dt]

Sa demuestra que 1la representaci6n dada en 4.4~

toma la forma

T
h :;EX [f{X())] + E [J g(X(t))dt]
X 0

Conexjones  entre Jla teorfa del potencial y el
movimlento  Brownfano.
RESUMEN

Potencial.  Version clasica~

(Uf Jif x) = dy
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Version  probabillstica:

(GH(X) = B [f fexpan
X 0]

laplac'ano  como operador  global.

Version clasica~

Version  probabilistica~

Af = T1im

t+o
laplaciano ~ como operador  local.

Version clasica~

Version  probabilfstica~

(of) () =

f flym(x,dy)-f(x)
du
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Problema  de Di-rlehlet.

D dominio de Poincare~ Ff funcion definida sabre dD.
Existe funcion continua h definida sobre D tal
qgue 6h = 0 y h = f sabre dD.

Version clasica~

1 2 leses 2
~ f(z)dcr(2)

ap B lzX

(Formula de Poisson para una esfera Br)

Version  probabilfstica~

hex) Ey [FX(T(D»] (caso general)

hex) = e [FOX(T, ) " dBf FO)TI(x~dy)
r

(Para una esfera

Descomposiclon ~ de Rleszo

Version clasica~

Version  probabtlfstlca~
I'D)

hex) = E, [FX(TON] o E,[f g(X(D)dt],
0
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6. £1 problema de Dirlchlet p~ra una ~-mlnata  al
azar en el ES8pac9o.

Apoyados en la fcrmulacion prebabil23tica de 18
teorfa del potencial, que hemes esbozado anterior
mente. tiene sentide plantearBB la posibilidad de
UDa teorla potencial para cadenss de Markov. El
problema ue ss plantea en este caso as el de en-
contrar vers-one~ discretas; para el potencial y
el perador infinitesimal U operador inverso del
potencial, en terminos de los cusles sa nuedan es
tudiar [10B problemas inherentes a la teoria cl8s!
ea del potencial. La realidad as que existe una
amplia literatura 81 respecto ([aJ)i que incluye
tanto el caso de cadenas recurrentes como no re~
currentes. A manera de ejemplo -~y siguiendo Ilos
lineamientos de un problema propuesto por* Dynkin
en ([12])~ilustraremos parcialmente el caso para
una cadena no recurrente definida porr una caminata
simetrica a azar sabre 1la red espacial ~t i que
puede ser considerada como Qla version discreta
del movimiento Browniano. En efeeto, se puede de
mos tr az ([a] ~[12]);) que el mov Lmle nto Bzown Lan o
puede ser definido como el limite de caminatas Si
metricas al azar en redes espaciales y que la teo
rla potenc~al asociada con este tipo de cadenas
de MarkoY~ conserva fundamentalmen~e las propieda
des enunciadas para la teorfa clasica correspon-

diente al moy"miento Browniano.
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Sea {X(n) n : 0,1,2,00.} 1la cadena de Markov
defini.da por wuna caminata simetrica al azar en la
red espacial Z2 - Es decir, la cadena tiane como
espaclo de estados al conjunto constituldo per vee
teres del tipo

or €t constituyen una base ortonormal de un es-

pacio de dimensi6én t y las coordenadas X1:X5, *°
son enteros arbitrarios. En cada paso~ la

particula tiene igual probabilidad 1/21 de al-

canzan uno de los estados vecinos X + + e~

L

independisntemente de la posic-on X

0.0~ x ! eq

que ocupe en el instante precedente.

Denotaremos con p(n,x,y) las prohab.olidades de

transici6n, o sea la probabilidad que tiene la pa~
tlcula de aicanzar e punta vwi saliendo de "x"
despues de n pasos. En general~ 1a probabilidad

de algun evento A asociada con la caminata, de=
pende del punto X en el cual ella s8 inicia. De-
signaremos con PX (A) esta probabilidad y con
EX"I’oy la esperanza matematica respecto de esta

funcion de probabilidado

Teniendo en cuenta que verS._lon dis
creta de 1la probabilidad de tr nsici6én p(t,x~-)

del movimiento Browniano~ resulta natural obtener
las siguientes definiciones  d- Pu Y G, que con
tituyen las versiones correspondOentes del opera-

dor de transicion Yy del potencial definidos para

el movimiento Browniano.
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(. HCO = E [FX@N] = LI FOOP-C.xy)

Yf.Z

&) o

GHCY = E [ [ FXM]1 = I ¢k, DO
n=0

n=o
donde f es una funcion definida sobre ZI.

Se demuestra ([12]) que cuando IX-yl -+ o

GHE _ cr L fey

k.2
y XY |

La definicion equivalente al operador infinitesi-
mal, laplaciano en este caso, puede no ser tan ob
via pues, en el caso del movimiento Brcwniano o
procesos de difusion~ su definicion supone un paso
al limite cuando el parametro tiempo t~ tiende a
cero. Se observa~ sin embargo, que el operador Pl’
denotandolo simplemente como P ~ al aplicarlo a
(G (X)~ permite obtener Ila siguiente igualdad

(PCHX) ::(GCHX) - T(X)

[{P-1)G]F = - T (Ecuacion de Poisson).
Lo que lleva a identificar a P-1 como la version
discreta del operador -~ .

Es pertinente observar que si la base ortonormal,
que genera la red sabre la cual se da la caminata
al azar. fuera de la forma hel, he2,ooo,he! " pa-
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rr-a h > 0, -PH(x) tomaria la forma

PFIX) - L fO)Ip(t.x,y) = 19.LF(x+he ) -
ly-xI=h

Asumiendo la diferenciabilidad del caso para f Y
suponiendo que Ff esta definida en R9. , se pue-
de probar que

lim _ "lim
h+o 2 h+o

6F(x) =

Es decir, que el operador laplaciano puede ser ob-
tenido a partir del operador P-1 pasando al li-
mite cuando la abertura de la red tiende a cerOft

([x2))o

Estamos ahora en capacidad de completar las defini-

ciones y conceptos necesarios para Tormular y re-

solver el problema de Dirichlet para una caminata
simetrica al azar en el espacio E9..
9. ;

- Sea T wuna funcion definida sobre ~ . Diremos
que F es armonica sobre un conjunto D si
(P-DH(F(x» = 0 para todo xcD. Es importante
observar que (PF)(xX) promedia el valor. de la
funcion sobre los puntos que ~odean X y que
son accesibles~ en la caminata, en un solo paso
desde dicho puntoo p“o:t~-rOi-trant\)"~,ns ‘”,Wlﬂ?ﬁfarmﬁ
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nicas segun esta deflLniclons_~’moe n el cas? de

la definlcion clasica~ f es valorada en forma
promedia.
~ Sea B un subconjunto de EL Diremos que B es

conexo en ZzZY¥Y—si para dos puntos arbitrarios X~
y en B, existe wuna sucesion de puntos~

X2~0.0~ Xq -y , que Ilamaremos cadena en B -~
tales que, para cada par consecutivo de ello~~
la diferencia X - XJ..~J_4 coincide con alguno

de los vectores unitarios +

Definiremos, finalmentes como frontera de B~ y 1la
denotaremos con 3B al conjunto de puntas Xx ta-

les que xI-B v para alLgfin e, x t e c B

6.1 Propos'cién 1. (Principia del minima para fu-~
ciones armonicas). Sf B es un subconjunto co~
nexo de Z! vy F es una funcion armonica sobre
B que toma su valor minLmo sobr-e BU-dB~ en al-
gun punto x de B entonces f as constanta
sabre BUd B. La mlsma propos Lcion es valida para

su valor maximo.

Demostracion: = Sea f(x) el mlnimo aludido en el

teorema, se quiere probar que para z arbitrario
en  BUdB~ fez) " F(X)- Si z LB, existira una
cadena X ~ Xl~ X2~ eee ~xn ::Z en B. Puesto que
f es armonica sabre B ~ se puede escribirg
FX)-PF(X) el I P1(X,y) (FO)-F(y» 0
y: Ty-x Ll
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Puesto que fTX) es valor mInimo~ [los terminos

en la sumatoria anterior seran no-positivos~ pol*®
10 eual f(x) - PF(x) = 0 sii fx) - fey) = 0
para todo y tal que Iy-xI  ~ 10 En particular X5

satisface esta ultima eondicion y cansecuentemen-

Repitiendo el argumento n veces. se obtiene que
f(xX) ::f(x 1) :::f(x2) e

€, zEe.aS, exist ira yt.:.B en la vecindad de 1z,

tal que ly-zI = L Puesto que f es armOTIiiCa so
bre B , fey) - Ff(y) = 0 ~como ademas f(y) = f(X)
::minimo de f sabre BUdB~. la ar-gume ntac Ifin an-

terior puede r-getLr se para obtener que fx) -~
wofey) (V) s para todo v tal que !V'yl I S

gue en particular~ implica ffx) o fzL

6.2 Corolario 1~ Una funcion Armonica en ~~ no
tiene nl mfnimo~ nl maXImo~ a no ser que sea cons
tanteo  En particular-~ una funcion armonica  no-ne
gativa en e~ , Que se anula en algun punto, es i-
denticamente nulao

6.3 Corolario 2~ Sea B un conjunto finito en ,,~y
f Y g dos funciones armonlcas sobre B. 51 f Y ¢
son iguales sobre 3B, entonces tambien 10 seran

sobre  Bo

Demostraclon: = Supongamos inicialmente que B es
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conexo. Si £ Y g son arménicas sabre B~ tam-
bien 10 sera Tf-g vy por ser BUaB finito tomara

valor minimo Yy maximo sobr-e BU as.

Si f-g tomp su valor minimo o maximo en B~ f-g
sera constante sobre BU aB y puesto que f-g = O
sobre aB dicha constante sera 0. Consecuentemen

te f - g sobre B.

Si f-g toma su minimo y su maximo en aB~ puesto
que TFf-g = 0 en este conjunto, ella conduce inme-
diatamente al resultado f-g = 0 sobre todo BUaB.

En el caso general, no es dificil ver que todo X

en B es elemento de una componente conexa de B
(maximo subconjunto conexo de B que contiene a
x) cuya frontera esta contenida en aB; 10 cual pe~
mite extender inmediatamente el resultado anterior
al caso cuando B es finito y no necesariamente ,

conexo.

604 Lema~ Sea B un subconjunto propio de ~~ y T el
tiempo (aleatorio) del primer paso por aB e Sea ~
una funci6én definida sobre aBo Si la funcion

flx) = E_[PXT, T < 000 ~ existe para todo x en
B, entonces f es armfnica sobre B y coincide con ~
sobre  aBo En particular, este es el caso cuando

":Pes acotada sobre as,

Demostraci6én~ Puesto que B es un subconjunto pr-~
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pio de ZI~ B #.. Sean X e Yy en aBo Si X iy
entonces Px M ::yp =1 Sf x ¥y PX XM
~vy) = 00 Lo que permite conclulr que f(x) f( x)
sabre dB.

Se quiere prcbar ahara que f es armonica en B,

Se puede escribir

PHO::: L FOY)P(X,y) =
Ix-yl=1

= L POLY) L ~@P X ::z, T < wl x C B
Ix-y!=1 z(3B Y

2 (2) | P(X,¥Y)P (X(T) mz, T < 00, xCB
z(dB IX-yl=1 y
Reordenamientos que pueden hacerse gracias a la

convergencia absoluta de las sumas involucradaso
Utilizando la propiedad Markoviana del movimfento,
la igualdad anterior se puede transformar de la s*

guiente manera:

PH L j@r x(m = 2
z(3B X

Lo que prueba [la !iarmonicidad” de f sabre B.

St |'J | es acotada sobr-e as pol® M:zl1-
E [I=(X(D)! ; T < 0 ~ m, para todo x en B.
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por 10 que f estara definida para todo x-en B.

605 Teoremao  (Solucion del problema de Dirichlet).
Sea B un subcondunto proplo 9B-¥°y 5 una Tunclon’
definida y acotada sobre aB . Sea T el tiempo ale~
toria del primer paso por aBo La funclén f(x) =

= EX[':f(X(T)) T o< -| es soluctdn al problema de
Dirichlet respecto de By -~ Esto es. T es armo
nica sobreB y es igual a ~ sabre aBo M&s adn, sf
B es finito o aB es recurrente; f es la unica fun

cion acotada que cumple dichas condiciones.

o

Demostracion~ La existencia de la solucion ha sid
demo strada en el Lema. La unicidad para B Tini=
to se desprende del Corolario 2 a la Proposicion 1.

Solo basta demostrar la unicidad en el caso cuando

dB es recurrente.

Sea g una funcion acotada armonica sobre B que
es igual a j sabre dB. Sea X un punto arbitra-
rio de B. Se quiere probar que f(X) - g(x).

Consideremos un cubo C(p) en Z/ ~ de lado p cen-
trado en X o Denoternos con T(p) el tiempo (@~
leatorio)., del primer paso por a(C(p)(IB). Puesto
que C(p)(IB es fLnfto, de la parte ya demostrada
de este teorema., se puede concluir que g(x) -

E. [a(X(T(P»] siendo 1la expresion valida para

cualquier 0 < P < w Es importante observar que
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en el tiempo "T(p) 1l1la partfeula que 1inieia sO mo~i

miento en X estara en puntes de ae(p) 6 de dB.

Debe ser claro que Ifm P (T < N) ""P (T < 0 -~y
N+o00 X X

como Px (T < @O ~ 1 , per sar dB recurrente, es

posible seleecionar N dependiende de e~ tal que
E:
M
tive arbitrario y M es una cota superior para

on ,

Pi Y

PX(T < N) > 1 - donde £ es un numero posi-

Puesto que 1la caminata al azar que estudiamos es
simetrica vy debe proceder paso per paso, podemos
escoger [, dependiendo de £, de tal manera que
iniciandose en x el movimiento de lapartfcula

el tiempo (aleatorio) de su.primer paso por ~C(~)

sea siempre mayor que No Consecuentemente para

el evente (T < N), 1la partfcula que inicia su mo~

vimiento en x~ en el tiempe T(n) esta, por de-

finicion, en puntos de d(C(n)nB) que tienen que

ser puntos de aBe Es decir que en estes cases

T(n) = T Y por 10 tanto g(X(T(n» ~ ~(X(T»
~0+2MP(T~N)~-2-M£:

£
S g 2L 1 el
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Puesto que E es arbitrario, se pu~de concluir que
Ig(x) - T x)1 ~ 00 Esto es g(x) - Ff(X)o

*k*k
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