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EL ESTADO ACTUAL DE LAS MATEMATICAS PURAS

por

Bill Watson

Como se puede suponer, el titulo de esta conferen
cia es muy, muy ambicioso. También, como Uds.
pueden imaginarse, existen pocos matemdticos en
el mundo capaces de responder adecuadamente a la
pregunta: ¢ Cudl es el estado actual de las mate-
méticas puras? Ademds, después de estos comenta-
rios, es probable que Uds. se hayan dado cuenta

de que yo no soy uno de tales matem8ticos.

Teniendo presentes estas observaciones, propongo
dividir nuestra conferencia en dos partes distin=-

tas:

1) Las matemdticas que conosco.

2) Las que no conozco muy bien.
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Tal vez, estas consideraciones practicas parezcan
graciosas. Sin embargo, esperamos poder justifi-
carlas en términos de un andlisis realistico de

las importancias relativas y las dindmicas de los
varios campos de las matemdticas puras. Como una
aproximacién inicial, podriamos considerar los si

guientes campos como campos viables:

légica y fundamentacidn

.
o

teoria de nfiimeros

.
e
S

) funciones de varias variables complejas

Ho e
[0
~ e

< <
~ g

dlgebra

topologia geométrica

o

i) topologia diferencial

vii) topologia algebraica v
viii)geometria diferencial

ix) geometria algebraica

x) andlisis funcional

xi) ecuaciones diferenciales ordinarias

xii) ecuaciones diferenciales parciales.

Si hemos ofendido a alguien por haber omitido los

campos de autdmatas, teoria de control, probabili

dad y estadistica, andlisis numérico, relatividad

u otros campos de aplicaciones, esperamos que nos

puedan comprender. También hemos omitido algunos

campos de las matematicas puras, como la topologia
los cuales hoy en dia, no presentan ninglin proble~
ma significativo. Aln la conjetura topolégica de

los cuatro colores, recientemente resuelta, no es

mds que un ejercicio de largas computaciones. Por
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supuesto hemos omitido los estudios, como la teo-
ria de categorias y la teoria de graficos, los cua
les no son considerados como campos de investiga-

ci8n dindmica, sino como implementos.

Para justificar nuestra escogencia de los campos
antes mencionados, quisierames recordarles la his-
toria de las Medallias de Fields. Desde 1897, cada
cuatro afios (con algunas excepciones ocasionadas
por las guerras); se ha reunido el Congreso Inter
nacional de Matematicos. En efecto, fu@ en la se-
gunda reunidn, en 1900, que el genio matem&tico
alemdn David Hilbert, presentd su famosa conferen
cia sobre los veintitres problemas mls importantes
en las matem&ticas. Por cierto, la solucidn de
uno de ellos es suficiente para garantizar fama al
matemdtico que lo haya resuelto. Luego, en 1938,
en Oslo, las primeras Medallas de Fields; que lle-
van el nombre de un matematico canadiense quien
las estipuld en su testamento, fueron otorgadas al
Profesor Lars V., Ahlfors (Finlandia) por su traba
jo en andlisis., y al Profesor Jesse Douglas (EE.
UU.) persus investigaciones en las ecuaciones di-
ferenciales parciales. Debido a la Guerra Mundial,
las siguientes fueron presentadas doce afios des-
pués en Cambridge, EE.UU. Los matem&ticos premia-

dos en los afios posteriores fueron:
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PREMIADO

1950, Cambridge

Laurent Schwartz (Francia)

Alte Selberg (Suecia)

1954, Amsterdam

Kunhiko Kodaira (Japdn)

Jean-Pierre Serre (Francia)

1958,
Klano F.

René Thom (Francia)

Edimburgo

Roth (Alemania)

1962, Estocolmo

Lars V. Hormander (Suecia)

John W. Milnor (EE.UU.)

1966, Mosci
Michael F.
Paul J. Cohen (EE.UU.)

A, Grothendieck

(Francia)

Stephen Smale (EE. UU,)

1970, Niza
Alan
Heisuke Hironaka (Japén)

S:P.

Baker (Inglaterra)

Novikov (Rusia)

J.G. Thompson (Inglaterra)

1974, Vancouver

Enrico Bombieri (Italia)
David Mumford (EE. UU.)
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Atiyah (Inglaterra)

CAMPO

Anflisis

Cecmetria

Ceometria

GCeometria

Teoria de

Topologfa

algebraica

algebraica

algebraica

niimeros

geométrica

Ecuaciones diferen-
ciales parciales

Topologia

Geometria
Lgica
Geometria

Topologia

Teoria de
Geometria
Topologia

Teoria de

Geometria

Geometria

geomdtrica

algebraica

algebraica

geométrica

nimeros
algebraica
geometrica

grupos

algebraica

algebraica



Recibir una Medalla de Fields equivale a ser reco
nocido como el mejor o uno de los mejores matem&-
ticos jévenes en el mundo; no solamente porque es
te honor lo califica como un genio matemdtico, si
no también porque reconoce la importancia y la

trascendencia de sus trabajos matemiticos.

Bas&ndonos en los datos anteriores, podemos cons-

truir la tabla siguiente:

CAMPO NUMERO DE PREMIADOS
Algebra 1
Légica 1
Teoria de nfimeros 2
Topologia geomé@trica i
Andlisis y E.D.P. i
Geometria algebraica 8

Total: 20

El hecho de que cuarenta por ciento de las Meda-
llas de Fields fueron otorgadas por investigado-
res en geometrfa algebraica es muy impresionante.
Ademds, veinte por ciento fueron otorgadas en la

clasificacidn de la topologfa geométrica.

Como consecuencia de estos hechos, vamos a limi-

tar nuestro andlisis intensivo a los campos de la
geometria algebrdica, la geometria diferencial, la
topologia algebraica, la topologia geométrica y la

topologia diferencial. Sobre los demds, presenta-
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remos solamente algunas observaciones superficia=

les.

Como una pequefia digresidn presentamos la siguien

te relacidn:

PAIS DE NACIMIENTO, NUMERO DE PREMIADOS.

Estados Unidos
Francia
Inglaterra
Japdn

Suecia
Alemania
Finlandia

Ttalia

Lol o B S o . T . Y R — S |

Rusia

Estas cifras demuestran que es falso el rumor de
que la mayoria de los mejores matemdticos en los
Gltimos cuarenta afios han sido estadounidenses,

Francia e Inglaterra han producido m&s matem8ti-
cos premiados por cada milldn de habitantes. Sin
embargo, si examinamos los datos de acuerdo al

pais en el cual el trabajo premiado fué realiza-

do, entonces encontramos otras conclusiones:

PAIS DEL TRABAJO NUMERO DE PREMIADOS

Estados Unidos
Francia y
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Inglaterra
Italia

Rusia

[ T T

Suecia

La riqueza, las bibliotecas y los institutos de
investigacidn concentrados en los Estados Unidos
cambian la distribucidén. Teniendo todos los as=
pectos de los Estados Unidos en mente, no es cla-
ro si ésto es buenc & malo. Entonces, si Ud, es
un matemdtico latino que qguiere favorecer a su
pais, tal vez seria preferible que fuera por algu
nos afios al Instituto de Estudios Avanzados en
Princeton, obtuviera su Medalla de Fields y regre

sara inmediatamente a su pais natal.

Comenzaremos nuestro andlisis hablando de los cam
pos de segunda importancia para mi. En el alge-
bra, hay claramente una blisqueda de gran importan
ciac &ésta es la clasificacidn de los grupos sim-
ples de orden finito. El trabajo de J.G. Thomp-
son y W. Feit en los afios sesenta, el cual clasi-
fica los grupos solubles de orden impar, es b&si-
co y dié esperanzas a otros algebristas. Sobre
los grupos de orden par casi nada se conoce, aun-
que el matemdtico norteamericano Daniel Gorenstein
ha hecho algunos avances. En la direccién de ani
llos y m8dulos, el matemdtico francés, Serre, con
jeturd que cada mdédulo proyectivo y finitamente
generado sobre el anillo, K [ Xqgse00s xn] de po
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linomiocs en n indeterminadas sobre un cuerpo, K,
es libre. La conjetura inspird muchas investiga-
ciones en la K-teoria y en otras subteorias del
dlgebra. Fu€ resuelta en 1976 por Daniel Quillen,
e independientemente, usando métodos diferentes,
por A.A. Suslin, Obviamente hay otros tdpicos de
investigacidn seria en el &lgebra pero €stos dos,
debidoc a su importancia, atraen a la mayoria de

los algebristas.

En la 1d8gica y la fundamentacidn, una de las bilis-
quedas mis importantes de las Gltimas d8cadas ha
sidc el intento de encentrar un nuevo sistema de
axiomas para la teoria de conjuntos, tal que la
teorfa de n@meros (y, por lc tanto,; casi todo el
resto de las matem&ticas) sea md@s ¢ menos conzis
tente. Sabemos, por Kurt G&del, que los axiomas
de Zermelo-Frankel fallan cuando estdn sometidos
a un andlisis 18gico intensivo. Pero no existe
la certeza de que cada sistema contenga fallas
vis-a-vis en las matematicas que estudiamos hoy
en dia. El hecho obvio de que los nGmeros rea-
les son reales debe manifestarse en algiin siste-

ma de axiomas para la teoria de conjuntos.

En la teorfa de nimeros., es completamente claro
que la conjetura mds buscada es la del alemdn G.
Bernhard Riemann: Si w es un cero no trivial
de la extensidn analitica de la funcidn Zeta de

Riemann,
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-1
t(s) =TT (1 - —2) :
p primo P
entonces, W sSe encuentra en la linea, Re(s) = k,

en el plano complejo. La HipStesis de Riemann,
con un conocimiento de la distribucidén geom@trica
de las rafces en la 1fnea Re(s) = %, tiene impli
caciones numerosas y significativas para el com-
portamiento de los primos. Adem@s, hay otros t&-
piceos importantes en la teorfia de nimeros; pero
ninguno de esta magnitud. En particular, las con
jeturas famosas, como la de Fermat sobre x" 4 yn-
= z" » 50n miradas sb6lo como juegos fascinantes.
En el campo de las funciones de varias variables
complejas, hay tres o cuatro problemas los cuales
ocupan las energias de los m@s importantes inves-
tigadores, como Grauert., La clasificacifn de los
dominios de holomorffa, de las variedades de Stein,
y de los dominios seudoconvexos, y la investiga-
cidn de los ciclos analiticos en una variedad al-

gebraica, no compacta, tienen mucha importancia.

Para una explicacidén del estado actual del andli-
sis funcional, sistemas dindmicos, y ecuaciones
diferenciales ordinarias y parciales, lamentable

mente, tenemos que dirigirla a otra fuente.

Recuerde Ud. que mencionamos las palabras del
Profesor David Hilbert emn 1900. Las primeras son

muy importantes para nosotros:
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" ¢Quién de nosoctros no se alegraria de levantar
el velo tras el cual el futuro yace escondido; de
echar una mirada a los prdximos avances de nues-
tra ciencia vy a los secretos de su desarrollc du-
rante los siglos futuros? ¢(¢Cuflles metas en par-
ticular existirdn hacia las cuales los mds sobre-
salientes espiritus matemdticos de las generacio-
nes futuras lucharan? éCudles nuevos métodos y
nuevos hechos en el campo; amplio y rico, del pen
samiento matemdtico revelarin los siglos venide-

ros?

La Historia nos ensefia la continuidad del desarro
1lo de las ciencias. Sabemos que cada época tie-
ne sus propios problemas, los cuales la &poca si-
guiente resuelve o echa a un lado por ser infruc-
tuosos, y los reemplaza con nuevos problemas. 351
deseamos obtener una idea sobre el desarrollo pro
bable del conocimiento matemdtico en el futuro in
mediato, debemos dejar que los problemas no resuel
tos pasen ante nuestras mentes y revisar 1los pro-
blemas que la ciencia de hoy presenta y las solu

ciones que esperamos del futuro "

D. Hilbert (1900)

El octavo problema de Hilbert en su lista de vein-
titrés fué la resolucifn de la Hipotesis de Rie-
mann. Expresado precisamente, Riemann conjeturd
en 1859 que la extensidn meromdédrfica de la fun-

cidn Zeta de Euler :
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Elay 8 T @ -2

posee ceros solamente en la linea Re(s) = %. Més
tarde Richard Dedekind y Heinrich Weber extendie-
ron la funcidn Zeta, expres&ndola en términos de
ideales primos del anillo de los enteros algebrai
cos en un cuerpo finito., Por fin, en su tesis en
1923, Emil Artin formalizdé 1la moderna "Hipotesis

de Riemann"

donde las a; son coeficientes de un polinomio

p de grado 2g correspondiente a una curva de géne
rc g sobre un cuerpo finito, Ié.Como ud. ha podi
do suponer Karl Friedrich Gauss fué& el primero que
resolvid la HipCtesis moderna sobre cuerpos de ca

racteristica no cero.

En 1941, André Weil, el sucesor al titulo del me-
jor matemitico, que anteriormente habian poseido
Hilbert, E1i Cartan y Henri Poincaré&, presentd dos
demostraciones diferentes de la "Hipotesis de Rie-
mann", para una curva de género arbitrario sobre

un cuerpo finito. Luego, en 1949,  Weil publicd

sus conjeturas sobre cdmo la "Hipotesis de Riemann"
debe presentarse en las variedades algebraicas no
singulares, X, sobre un cuerpo finito, Fq. Habia
cuatro conjeturas y una de estas era la generaliza

cién de la "Hipdtesis de Riemann" segfin Artin. En

198



particular, la cohomologia de X como una variedad
compleja es una parte integrante de las ''conjeturas

de Weil''.

En las tres décadas siguientes, los mejores mate-
maticos del mundo se dedicaron infructuosamente a
resolver las cuatro conjeturas de Weil. Al prin=-
cipio, Serre tratd de utilizar los métodos topold
gicos de Oscar Zariski y William V.D. Hodge, ¥y
Weil incorpord la teoria de haces de Jean Leray,
Henri Cartan (el hijo de Eli)}, Serre y otros. y
los teoremas de cero de Kodaira y D.C. Spencer.
Estos fracasos condujeron a la blisqueda de nuevas
teorfias de cohomologia comoc la cohomologia de vec
tores de Witt por Serre; la cohomoclogia 1-&dica
(etale) de Grothendieck y de Michael Artin (hijo
de Emil); la cohomologia de haces de Leray; la co
homologia de formas diferenciales de George de
Rham y de Dolbeault (d"); la cohomologia cristali
na de M. Artin, y otras. Finalmente, en 1957,
Grothendieck reformuld toda la geometria algebrai
ca en términos de esquemas, o sea, ciertos functgo

res en la teoria de categorias.

El aspectoc mis importante de la evolucidn en la
geometria algebraica, desde E. Artin hasta Grothen
dieck, ha sido la tendencia a generalizar una con-
jetura, simple pero fuerte, a otra u otras con
interpretaciones mds ricas. Esta generalizacidn
llevd a la creacidn de teorias potentes que se
utilizaron al principio como implementos, pero
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luego pasaron a ser objetos matem&ticos indepen-

dientes,

En 1973, un jdéven matemdtico belga, Pierre Deligne,
demostr8 todas las conjeturas de Weil usando pun-

tos de vista diferentes a los de sus predecesores.

Actualmente, una gran parte de las investigacio-
nes en la geometria algebraica, estd concentrada
en el entendimiento y la aplicacién de las teorias
creadas y usadas por Deligne para alcanzar su
triunfo. Adem3s la labor de Deligne ilustra un
fendomeno que ha ocurrido a menudo en las ciencias
tedricas, y particularmente en las matem&ticas.

En este caso, el penio Deligne ocbtuvo el resulta-
do brillantisimo de la resolucidn de las conjetu-
ras de Weil, en una forma tan acelerada y directa,
que en su trayectoria dejd un gran nimero de resul
tados muy importantes sin considerar. Como es 15-
gico, muchos otros matemd3ticos se han dedicado a

la investigacidén de estos resultados.

Existen muchos aspectos de la geometria algebrai-
ca que atraen a la mayoria de los genios en las ma
tem&ticas. Por esta razdén, la geometria algebrai-
ca ha sido el campo de investigacidn de gran parte
de los ganadores de las Medallas de Fields. Por
ejemplo, la teoria de Hodge es una de las mas im-
portantes en las matemdticas, porque relaciona, a

través de la cohomologia, las integrales de 1las
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formas armdnicas con varios invariantes topoldgi-
cos y algebraicos. Dédndole la interpretacidn co-
rrecta, esta teoria resulta muy potente. Hace po
cos afos, Deligne (otra vez!) descubrid la teorfa
de estructuras mixtas de Hodge, gque demuestra te-
ner muchas cualidades. Parece, por ejemplo, que
puede ser aplicada con éxito a las variedades re-
sultantes de la aplicacidn de la teoria de Hirona
ka de la resolucion de las singularidades, la cual
es uno de los resultados mAs importantes de este
siglo, (Medalla de Fields de 1970). El matemdti-
co norteamericano Philip Griffiths estd actualmen
te ocupado en investigaciones sobre las teorias

mixtas de Hodge-Deligne.

También en las variedades complejas y compactas,
existe la formula de Riemann-Roch=Hirzebruch gue
relaciona la integral de un polinomio de J.A. Todd
en las clases caracteristicas de Shiing-Shen Chern,
con la caracteristica de Euler-Poincaré. En 1957,
Grothendieck generalizé esta f&rmula (RRG), pero
muchos matem8ticos sostienen que es posible gene-
ralizarla atin mds, Otro problema consiste en en-
tender los "modulii', los cuales son variedades que
clasifican objetos algebraico-geométricos. En par
ticular, Mumford, Goro Shimura, Michio Kuga y sus
alumnos han realizado grandes avances en €l estu-
dio de este problema tan dificil. La antigua teo-
ria (de Dedekind, Kronecker y Hilbert) de los cuer

pos de clases sigue siendo un tema no sondeado.
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Sin embargo, se espera que la nueva teoria de "mo-
tivos" de Deligne (otra vez!) en las manos de &1

y de Bombieri, H. Cartan, Serre y John Tate pueda
avanzar nuestro conocimiento de la teoria de niime-
ros algebraicos. Ademis, existen ctras ramas de
investigacidn en la geometria algebraica, las cua
les pueden ser mejor explicadas en contexto con

la geometria diferencial.

Si recordamos que la geometria diferencial de una
variedad compleja es, en muchos casos, la geome-
tria algebraica, entonces, podremcs entender cdmo
muchos de los investigadores en la geometria alge-
braica son gedmetras diferenciales. En la geome-
tria diferencial, podemos distingulr dos senderos:
(i) la geometria de las variedades, y en particu-
lar su identidad comc variedades slgebraicas, y
(2) los teoremas de Tndices de Atiyah ¢ | .M.5in-
ger. En el primer casc, matematiccs tales como
Chern, A. Andreotti y Eugenio Calabi utilizan, en
tre otros, el método de los espacios fibrados para
clasificar las variedades., Hasta ahora los &xi-
tos que han alcanzado descansan sclamente en dimen
siones bajisimas (£ 3 ). En el segundo caso; el
poder total del Teorema de Indice de Atiyah-Singer

tedavia no se conoce bien.

Desde la publicacidn del Teorema FEgregio, de
Gauss (1827), uno de los problemas principales de

la geometria diferencial ha sido entender la cur-
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vatura o mejor dicho, las curvaturas. Una de las
direcciones que este estudio ha tomado ha sido la
generalizacidén del famoso teorema de Gauss a los
teoremas de pellizcamiento.Un Teorema tipico de pelliz
camiento dice que una variedad compacta M° tiene
el tipo de homologia de una esfera S si las cur
vaturas seccionales K_ satisfacen 0 < 6K1 < K,

€ K, para cualquier § > 2/11., E1 estudio de es-

te campo por H.E. Rauch, W. Klingenberg, Jeff Chee
ger, D. Gromoll y otros, es uno de los mis din8mi-
cos en la geometria diferencial. Otra direccidn
en este estudio ha sido la determinacidn de 1las
posibilidades para la curvatura escalar o la cur
vatura de Ricci en una variedad topoldgica. En
esta rama, la obra seminal de Jenry Kazden y Frank
Warner es de gran importancia. Finalmente, el es
tudio mis interesante en la geometria diferencial
es el del espectro del operador laplaciano en las
funciones y las formas de una variedad Riemannia-
na, M. Nuestra meta ha sido descubrir la geome-
tria de M basindonos en el conocimiento de los
valores propios, 0 £ 11 £ l? X s TeaETl 0w

la funcidn "Zeta" asociada.

Sabemos que es imposible distinguir una clase de
difeomorfismo, pero es posible establecer una iso
metria entre M vy una esfera & un espacio proyec
tivo, & establecer que M es Kahleriana o posee
una cierta caracteristica de Euler-Poincaré. Cien

tificos tales como Marcel Berger, André Lichne-
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rowicz, Harrold Donnely y Peter Gilkey esté@n tra-
bajando en este campo. En efecto, la mayor con-
tribucidn de Gilkey a la teoria del espectro, ¥y

a las matemdticas, en general, ha sido la clasifi
cacion de las invariantes geométricas de la varie
dad. Por ejemplo su método es tan potente que ha
ce posible una prueba del Teorema de Gauss-Bonnet,
brevemente contenida en una linea. La extensidn

de la teoria es un campo muy creciente.

El otro sendero importante en la geometria dife-
rencial estd constituido por los teoremas de Tn-
dices de Atiyah y Singer entre otros matemdticos,
Estos teoremas han sido contribuciones fértiles
y potentes a las geometrias diferenciales y alge-
braicas. El1 teorema de Atiyvah y Singer relaciona
los polinomios de Todd y ciertas clases de Chern
antes mencionadas, con un invariante, llamado el
indice, de algfin operador eliptico en una varie-
dad M". Si P es tal operador entre espacios
de Sobolev de formas o funciones, entonces su in-
dice, i(P), es la dimensidn de su niicleo menos
la dimensidén del nficleo de su operador adjunto.

Ademis es posible construir el "simbolo" Up de P.

Con esta preparacidn, el Teorema de Indice dice:

donde: Tk es el polinomio de Todd en el espacio

fibrado tangente complejificado, y Chn_k es la
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(n-k)-ésima clase de Chern de un espacio fibrado

construido en base al simbolo de P.

Aunque parece muy profundo, su aplicacién es fa-
cil:

(1) Sean.. n  papel 'y Pl ¥ d* entre las for-
mas de grado par hasta las de grado impar (d* es
el adjunto formal de d). Esencialmente P = VA .
Entonces el Teorema de Indice es el Teorema de
Gauss-Bonnet.

S r = x(M)
M

(2) Sean n bk y P comoc en el primer ejemplo
con dominio y rango, el espacio de las formas en
el 1-espacio propio del operador & de Hodge. Lue-
go, el teorema de Indice expresa la signatura
S(M) de Hirzebruch de M en términos de las cla
ses de Pontryagin. Este es el teorema clisico

de indice de Hirzebruch.

(3) Ssea M°™ Kihlerianay P = ;r t AT
Ar’s+10 Entonces al mismo tiempo, el teorema de
indice de Atiyah-Singer produce el teorema de 7n
dice de Hodge (S(M) = E i (EP) ) y el teorema

de Riemann-Roch-Hirzebruch, ya mencionado.

Hay varias demostraciones del Teorema de Indice
de Atiyah-Singer y puesto que utilizan los imple-

mentos mis potentes, quisieramos mencionar algu-
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nas: (i) La prueba original en 1963 por Atiyah y
Singer utilizaba cobordismo; (ii) otra, en 1968,
per los mismos, incorporaba el Teorema de Perioci
dad de Raoul Bott y la K-teoria de Grothendiecks;
y (iii) en 1973 Atiyah, Bott y Patodi demostraron
el teorema de indices a través de la ecuacidn del

calor.

Hoy en dia, las investigaciones en este campo fas
c1nante tratan de entender el indlce deulo 2, el
G-indice y el indice de familias de operadores.
Este Gltimo muestra una conexidn profunda entre

el teorema de indice y la K-teoria.

Los otros campos de los grupos de transformacio-
nes, variedades de dimensidn infinita y el del au
tor, estructuras casicomplejas también tienen im-

portancia.

Un implementoc clave en todas las geometrias y las
topologias es la topoliogfa algebraica, que inclu-
ye la homotopfa, la homoiogfa y la cohomoiogia de
un espacio topolbgico. Hoy en dia existen dos

nuevas teorfas en la topologia algebraica, que po
seen grandes posibilidades de ser uUtiles en la de
mostracidén de conjeturas impcrtantes. En los tra
bajos recientes de Deligne, Dennis Sullivan, John
Morgan y Griffiths en las variedades Kihlerianas,
la teorfa de la homotopfia racional de Sullivan ya

ha demostrado que es muy poderosa También 1la
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teoria de localizacién de M. Kan y Sullivan, exten
dida por Peter Hilton y Gilbert Baumslag, estd pro
duciendo muchos resultados significativos en la to
pologia geométrica, la teoria de grupos nilpoten-

tes y la geometria algebraica.

En la topologia geométrica podemos distinguir tres
problemas de méxima importancia. Estos estdn invo
lucrados en la relacidn entre las categorias de
las variedades topolbgicas (TOP), de las varieda-
des lineales por partes (PL), y de las variedades
c” , (DIFF). La Conjetura de Triangulacién dice,
esencialmente, que una variedad topoldgica es ho-
meomorfa a una variedad lineal por partes. El
Hauptvermutung expresa que tal estructura PL es
inica. La Conjetura de Poincaré dice que una n-
variedad compacta, que posea la misma homotopia
que S", es homeomorfa a s®. Rado demostrd la
primera Conjetura de Triangulacidén para n € 2 en
1924; Edwin Moise probd ésta y el Hauptvermutung
para n = 3 en 1951; y el trabajo de R.C. Kirby y
Larry Sieberman en las manos de Bruce Edwards pro
dujo una demostraciﬁn, para todas las n, de la
Conjetura de Triangulacidén en el presente afio. La
segunda conjetura, o sea el Hauptvermutung, es
falsa. La famosa Conjetura de Poincaré fué& demos
trada para n £ 2 y n 2 5, durante la primera
parte de la década del sesenta, por Smale, John
Stallings y M.H.A. Newman, La inhabilidad de pro

barla para n = 3 parece que es debida a los mé-
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todos de demostracidn. Sin embargo, el caso n = 4
es un gran problema en la topologia geométrica.
Esencialmente no conocemos nada sobre las varieda-
des de dimensidn cuatro, aunque vivimos en una va-
riedad de cuatro dimensiones. Es cierto que la biis
queda de mds conocimientos sobre las Mt y de afin
mids ejemplos de &stas es el foco de la gran parte
de las investigaciones en este campo.. Tal vez los
implementos del cobordismo de Thom y Smale y de 1la
cirugfa de C.T.C. Wall puedan continuar siendo ﬁti

les en dicha bfisqueda.

La topologfa diferencial esta caracterizada, hoy en
dia, por dos teorias importantisimas. La teoria de
foliaciones, de varios niveles de diferenciabilidad,
ha sido una d las mads fructuosas teorias en todas
las matemdticas. La teoria de foliaciones es 1la
construccidn, si es posible, de una descomposicidn
de una variedad en subvariedades de una manera re-
gular, tal que, localmente, la variedad parece ra-
yada por las subvariedades. Después de que André
Haefliger y Bott realizaron un gran progreso en la
década del cincuenta, el campo de las foliaciones
experimentd avances importantes en el trabajo de
Blaire Lawson y William Thurstor en nuestra década.
Todavia hay mucho por hacer en este campo tan inte

resante,

El an&lisis arménico en grupos semi-simples, ejem-

plificado en los trabajos de Harish-Chandra, Lan-
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teoria de localizacién de M, Kan y Sullivan, exten
dida por Peter Hilton y Gilbert Baumslag, estd pro
duciendo muchos resultados significativos en la to
pologia geométrica, la teoria de grupos nilpoten-

tes y la geometria algebraica.

En la topologia geométrica podemos distinguir tres
problemas de méxima importancia. Estos estd@n invo
lucrados en la relacidn entre las categorias de
las variedades topoldgicas (TOP), de las varieda-
des lineales por partes (PL), y de las variedades
c” s (DIFF). La Conjetura de Triangulacidén dice,
esencialmente, que una variedad topoldgica es ho-
meomorfa a una variedad lineal por partes. El
Hauptvermutung expresa que tal estructura PL es
finica. La Conjetura de Poincaré dice que una n-
variedad compacta, que posea la misma homotopia
que Sn, es homeomorfa a Sn. Rado demostrd la
primera Conjetura de Triangulacidén para n € 2 en
1924; Edwin Moise probd &sta y el Hauptvermutung
para n = 3 en 1951; y el trabajo de R.C. Kirby y
Larry Sieberman en las manos de Bruce Edwards pro
dujo una demostracién, para todas las n, de la
Conjetura de Triangulacidn en el presente afio. La
segunda conjetura, o sea el Hauptvermutung, es
falsa. La famosa Conjetura de Poincaré& fué demos
trada para n £ 2 y n 2 5, durante la primera
parte de la década del sesenta, por Smale, John
Stallings y M.H.A. Newman. La inhabilidad de pro

barla para n = 3 parece que es debida a los mé-
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todos de demostracidn. Sin embargo, el caso n = i
es un gran problema en la topologia geométrica.
Esencialmente no conocemos nada sobre las varieda-
des de dimensidn cuatro, aunque vivimos en una va-
riedad de cuatro dimensiones. Es cierto que la biis
queda de mas conocimientos sobre las Mu y de afin
mis ejemplos de &stas es el foco de la gran parte
de las investigaciones en este campo.. Tal vez los
implementos del cobordismo de Thom y Smale y de la
cirugfa de C.T.C. Wall puedan continuar siendo fti

les en dicha bfisqueda.

La topologfa diferencial esta caracterizada, hoy en
dia, por dos teorias importantisimas. La teoria de
foliaciones, de varios niveles de diferenciabilidad,
ha sido una d las mds fructuosas teorias en todas
las matemidticas. La teoria de foliaciones es la
construccidn, si es posible, de una descomposicidén
de una variedad en subvariedades de una manera re-
gular, tal que, localmente, la variedad parece ra-
yada por las subvariedades. Después de que André
Haefliger y Bott realizaron un gran progreso en la
década del cincuenta, el campo de las foliaciones
experimentd avances importantes en el trabajo de
Blaire Lawson y William Thurstor en nuestra década.
Todavia hay mucho por hacer en este campo tan inte

resante.

El andlisis armdénico en grupos semi-simples, ejem-

plificado en los trabajos de Harish-Chandra, Lan-

208



glands y otros, es otro de los campos mas profun-
dos de las matematicas. Tanto que resulta dema-

siado tratar de explicarlo aqui.

Recientemente, Thom y Christopher Zeeman han de-
sarrollado la teoria de catidstrofes, la cual estd
relacionada con la de las singularidades de las
funciones diferenciables. La clasificacidn com-
pleta de las cat@strofes permite un andlisis ana-
litico de fendmenos no continues, como la ruptura
de una viga, la erupcidn de una manifestacidn es-
tudiantil, una crisis en la bolsa de valores, &
la transmisidén de una onda en el corazbn. Toda-
via las sugerencias de sus aplicaciones corren muy
por delante de su base rigurosa, pero muchos mate

médticos estan trabajando en este tdpico.

Es muy propicio que terminemos nuestro analisis
con la teoria de las catdstrofes porque asi tendre
mos que responder a la pregunta: "¢Cudles serdn
las oleadas del futurec?" Entonces es posible de-
cir inmediatamente: (1) la homotopia racional de
Deligne, Sullivan, Morgan y Griffiths, y (2) la.
teoria de catdstrofes de Thom y Zeeman. Ambos

prometen grandes descubrimientos en el futuro.

También, contamos con otras teorias muy potentes

ademds de las dos ya mencionadas:

(i) E1 espectro del laplaciano,
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(ii) las estructuras mixtas de Hodge-Deligne,
(iii) la teoria de invariantes de Gilkey,
(iv) la teoria de "moduli" de Mumford y otros,

(v) la teoria de localizacibn de Sullivan y Hilton.

Y para resolver y extender estas teorias, conta-
mos con una coleccidn de algunos de los mejores mz
temdticos de la historia. En particular la opi-
nidn universal es que el joven Pierre Deligne es
el mejor matemdtico que tenemos y el prdximo gana
dor de la Medalla de Fields. Deligne estd muy

por encima de Weil; Grothendieck y Serre, y pro-
bablemente al mismo nivel de Poincaré. Somos muy
afortunados al ser sus contemporfneos. Aparte de
Deligne tenemos otros matem@ticos de altisima ca

lidad. Entre ellos se encuentran:

M., Artin R., Langlands
E., Bombieri B., Mazur

C., Fefferman D,y Mumford
P., Gilkey D., Quillen
P., Griffiths D., Sullivan
S., Hawking W., Thurston

H., Hironaka

Fspero sinceramente que todos podamos colaborar ern,

o por lo menos, entender sus trabaijos.

fede e

Case Westenn Resenve lUnivensitu.
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Texto de la conferencia presentada por el autor
en el VII Coloquio Colombiano de Matemdticas,

Cali, Agosto de 1977.

‘N. del E.
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