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TENDENCIAS ARMONICAS EN LA TEO RIA

DE LOS NUMEROS

por

Carlos Julio Moreno

§ 1 Introducciono

En mi conferencia en el VI Coloquio Colombiano de
Matematicas, dictada en julio de 1976~ presente
brevemente~ des de el punta de vista de la teor!a
analitica de los numeros~ algunas ideas relaciona-
das con los productos de Euler que fueron introdu=
cidos y estudiados par Langlandso La tesis que
presente daba a conocer con mas detalles la.rela=
cion existente entre las ecuaciones funcionales y

las·simet~~as que ya Ie eran conocidas a Riemann
en el caso de la funcion ~(s) presentes en las
formulas expltcitas que ocurren en el estudio de
.la distribucion de numeros primoso
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En la presente nota daremos una interpretacion de
la simetria que existe en la formula explicita de
Riemann [~o Esta limitacion artificial nos per-
mi e sin em~argo, dar claramente 1a idea central
y evitar laFintroduccion de conceptos cuya defini
cion exacta tomarfa mas tiempo y espacioo

En el § 2 definiremos la funcion zeta de Riemann
y daremos para Ista una demostracion de 1a ecua-
cion funciona1 basada en el estudlc de las series
no analfticas de Eisensteino La idea principal
que presentaremos alll es la de que la ecuacion
funcional de 1a funcion zeta de Riemann es en rea
lidad una consecuencia de 1a simetria del tipo de
Weil que satisface la serie de Eisenstein para e
grupo 5L(29 ~)o En el § 3 daremos una prueba
sencillai siguiendo las ideas' de Weil [7J, de la
formula explicitade Riemann [5]; tambien exhibire
mos 1a simetr1a que esta contiene y la relaclona=
remos con 1a ecuacion func!onalo Finalmente pre=
sentaremos una proposicion senci11a de Weili que
nos p~rmite ~eformular9 desde el punto de vista
del analisis armonico, la famosa hipotesisde Ri~
mann acerca de los ceros de la funci6n zeta que
estan localizados en la banda criticao

Quiero expresar aqui mi agradecimiento a los orga-
nizadores del VI Coloquio de Matematicas por su
gentil invitaciono
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§ 2 Las series de Eisenstein y la
nalo

o ~ecuaclon funeio-

La funcion zeta de Riemann se define formalmente co
mo e1 produeto infinito

A(s) ~ TI-s/2r(~) n (1_p~s)~i
2 p

~ TI~s!2r(~) s(s)~2

que, como se puede verificar facilmente~ representa
una fUTIcion holomorfa de 1a variable compleja s en
el semi-plano en el cual 1a parte real de s es es
trictamente mayor que 1; Riemann fu' el primero en
probar~ po~ dos mitodo~ enteramente diferen~es~ que
1a funcion A(s) tiene una continuacion meromorfa a
todo el plano de 1a variable compleja~ con un polo
de orden 1 en e1 punta s ~ 10 Aunque muchas varia
ciones de las ideas de Riemann en relacien con la
ecuacion funcional se publicaron en los siguientes
cien anos despues de 1a aparicion de [5] 9 todas es-
tas se basaban en una u otra forma en los metodos
de Riemann, es decir, en la teor1a de los residuos
de Cauchy y la formula de sumaci6n de Poissono El
descubrimiento de un principie bastante general~ de
tipe diferente a aquel10s utilizados per Riemann~
se debe a Selberg, quien, en su trabajo fundamental
de 1956 [6J, introdujo y estudi6 las series de Ei-
senstein no analfticas asociadas al grupo G = SL(2)0
Como hoy bien 10 sabemos, estas series forman parte
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esencial del analisis armonico del espacio de fun-
2ciones L (~/GE)t y conducen a una generalizacion

no abeliana de la formula sumatoria de Poisson.

En 10 que sigue, exponemos algunas de estas ideas,
siguiendo la presentacion de Kubota [2], Y utili-
zando una notacion simplificada. Las notaciones
que usaremos son: R, denota el eje de los reales;
( , a los complejos; E , a los enteros racionales;
GR = SL(2,R), al grupo de matrices cuadradas de or
den 2 de coeficientes reales y determinante igual
a 1; y r = SL(2,Z), al grupo definido per las mis-
mas condiciones perc de coeficientes en Z; K dena
tara al grupo compacta maximal de GR consistente
en todas las rotaciones

(

COS e
sen e

- sen e) con
cos e

o ~ e , 21T

A su vez, A denotara al subgrupo de las matrices
diagonales y H rep~esentara al subespacio supe-
rior de Poincare:

H = {z = x + iy r.x, y c "R, Y > O} •

El algebra de los operadores diferenciales que ac-
tuan en el espacio de las funciones en H y que
son invariantes bajo la accion del grupo SL(2,~)
es el algebra polinomial ([oj generada por el la-
placiano
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El grupo SL(2,R) contiene un subgrupo distinguido
nilpotente, que denotaremos con

N e { (~ ~) nt1R} 0

Consideraremos tambien el subgrupo definido por

La correspondencia, bien conocida~ entre las fun-
ciones en H y las funciones en el grupo SL(2,R)
que son invariantes bajo la accion del grupo com-
pacto K, se basa en la descomposici6n de Iwasawa,
SL(2,R) = NAK, que a cada elemento a de SL(2,R)
asoc ia la de scompos icion par-amet r-Lca

(
Y(a)~ 0 ,\

o years; (
COS S(a)
sen S(a)

- senS (a»)
cosS(a) ,

de tal ma ner-a que a una f uncLdn f(a) definida en
el espacio homogeneo SL(2,R)/K Ie corresponde
una funcion .f(Z) definida en H y dependiente
de la variable compleja Z = n(~) + iy(a). El al-
gebra compleja de Lie del grupo A se denotara
con alt, y la identificaremos, c omo es bien cono
cido en el estudio de las estructuras de las alge-
bras de Lie, con los numeros complejos ~, de tal

"manera que el algebra dual (Xc sera tambien e ~
"El grupo de Weil de ~~, que en 10 que aigue de-

notaremos con n, contiene solo dos elementos: la
identidad y la reflexion simetrica w de centro en
el origen dada por w(s) = -5 •
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l1)(s)

La descomposicion espectral del espacio de Hilbert de
las funciones L2(SL(2,R)/r) definidas en el grupo
SL(2,R) que son invariantes bajo 4a aeci6n ~e r
contiene una suma cont1nua y una suma discreta [2,
p. 62J. La parte discreta contiene funciones que
parecen tener gran importancia en teorfa de nume-
r9s. La parte cont!nua9 se conoce explfcitamenteg
y esta basada en el estudio de las siguientes,fun-
ciones:

Serfe~ de Eisenstein: s representa un elemento
A

del §lgebra dual de Lie a¢9 Y tambien la podemos
considerar como una variable compleja: si

_ a E: SL(2,lR) es la matriz

y z = x + iy es una variable en H, podemos po-
ner

a( z ) = az + b
cz + d

't,
I

Es facil verificar que la parte imaginaria del nu-
mere a(z) esta dada pOI'
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Lmo f z ) = y

De acuerdo con la teoria de las algebras de Lie~
podemos identificar esta expresi6n ~on

donde

(

COS e
sen e

-sen
cos

y

es la aplicacion logaritmica H{g) ~ ~ log Y y
z ~ x + iy, P es el elemento del algebra dual
~~ que consiste en multiplicar per 1 ~ p(~) ~a0
Utilizando estas igualdadesl tenemes que la serie
de Eisenstein definida por Harish-Chandra [l~poVIJ,

E(g,s) :::: L
aE:r/rco

(p+s)H(ag)
e ,

es identica a la serie de Eisenstein definida por
Kubota ([2J, p ,11) ,

E(z,s):::: r Ima(z)1+s/s
aE:r/rco

Como es costumbre, los elementos a en ambas sumas
se toman sobre un conjunto completo de coclases
del grupo cociente r/rco 0 Las principales pro-
piedades de la funcion E(z,s), inicialmente defi
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nida para valores de s con parte real mayor que
1 , son su continuacion meromorfa a todo el plano
de la variable s, y la ecuacion funcional

E(z,w(s» = A(s)
A(s+l)

E(z,s)

(Kubota [2], po 44). Vamos ahora a utilizar estas
propiedades para demostrar, siguiendo el metodo de
Selberg, Ie ecuacion funcional para el producto de
Riemann A(s).

Teorema I. El producto de Riemann satisface la e-
cuaci6n funcional

A(s) = A(l-s)

Nota. Como se observara mas adelantei si w es el
'"elemento del grupo de Weil de ~~ i diferente de la

un i dad , el teorema puede escribirse, mas apropia-
damente, en la forma A(s) = A(l+w(s». Es en es
te sentido que la ecuacion funcional se debe a la
invariancia por un elemento del grupo de Weil de
la serie de Eisenstein. Sin mucha duda~ podrfa-
mos afirmar que las mismas leyes fundamentales
que gobiernan el comportamiento simetrico de las
part1culas elementales, tambi~n determin~n la na-
turaleza del producto de Riemann y, por consi-
guiente, aquellas propiedades de los numeros en~
teros que se deducen de A(s).

Prueba del Teorema 1. Si utilizamos la notaci6n
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ya introducida, podemos escribir el desarrollo en
serie de Fourier ([2], p,16) en la forma

E (cr ~ s ) = r ( ) (w{s)+p)H{cr)c w,s e +
wd'l

r* 1
i\(s+l)mt:E

donde la primera suma se extiende a todos los ele-
'"mentos w del grupo de Weil n de (Jt y la segunda

* tsuma r se extiende a todos los numeros enteros m
diferentes de cero; para el elemento neutro de n,
ponemos

c{l,s) = 1,

y para el elemento w de orden 2, ponemos

c{w,s) = 1\(8)

l\{s+l)

Ademas~ K Ca )s es la funci6n modificada de Bessel:

7T

'2"
sen 'II' S

e ClO (l£z)s+2m
m!r(m+s+l)

I (z) = rs m=o

La importante relaci6n

K (z) = K { )(z) ,s w s (1)

es inmediata; tambien hemos puesto
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donde la suma contiene solo divisores positivos de
mo Igualmente se verifica que para un elemento w
del grupo de Weil Q~ tenemos

CJ <Iml)s

Observemos que las funciones c(w~s) satisfacen
trivialmente la ecuaci6n (Harish-Chandra[l] a po
VIII)

c ( w\) s v ( s » = c (w s s ) c " < v , V ( s ) ) ~ (3)

donde w y V son dos elementos arbitrarios de Q; per
consiguiente, la ecuacion funcional de la serie de
Eisenstein, la podemos escribir en la forma

E(CJ,s) = c(w,s) E(CJ~w(s».

Aplicando al desarrollo de Fourier de E(CJ9s) las
ecuaciones funcionales (1)-(4), obtenemos~

E(CJ,s) = r c(w,s)c(v9w»
\)e:Q

(V.w(s)+p)H(CJ)
e +

*t r
mE-I;

=
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=

+ 2 imn«1)

De esta identidad deducimos, utilizando teoremas
bien conocidos sabre los desarrollos en funclones
propias del operador laplaciano, que los coeficien
tes que aparecen en ambas series de Fourier de
E(g,s) dadas arriba deben ser igualeso Es decir.

1
::1\.(s+1) 1\.(w(s)+1)

::
1\.(s) 1
}\.(s+1) t

10 cual nos conduce a la ecuacion

1\.(s) :: 1\.(1+w(s))

= }\.(1-8) i

que era la que queria demostrar.
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§ 3 La formula explicita y la simetrfa de Weil.

Consideremos la clase ~ de funciones definidas
en el eje de los reales y que satisfacen las si-
guientes propiedades:

(a) Si h(x)~t , existe una constante real a > 0
tal que la funcion

es integrable en el eje de los reales.

(b) La funcion hex) y su derivada son continuas
en ~, excepto en un numero fin ito de puntos
{a.} , en donde hex) y su derivada tienen
1

discontinuidades de primera especie que satis
facen

h(a.) = ~(h(a.+O) + h(a~-O».
1 1 1

(c) Existe un numero real b > 0 tal que

lim hex) (~+b)lxl = 0e ,
Ixl+m

lim h'(x) (~+b)lxl = 0e
Ixl+m

Las propiedades que caracterizan la clase t nos
permiten utilizar libremente, como 10 haremos en
seguida, sin justificarlo, la transformacion inver
sa de la transformacion de Fourier. Utilizaremos
tambien algunas propiedades de las distribuciones
en el sentido de Schwartz [4J 0
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Definimos la transformacion de Melin de una fun-
cion h por medio de la integral

_00
,

donde h(s) se considera como funcion de una va-
riable complejai en lugar de considerarla, como se

,.,
ria mejor, como una funcion en ~ • Para simpli-e
ficar un poco nuestras formulas, estudiaremos sola
mente la subclase

i = {h : h(o) = h(1) = 0 }o

C que consisteT,~
del rectangulo del plano complejo definido por las,.

Consideremos ahora el contorno

acotaciones

-a ~ Re(s) .( l+a y -T ~ LmI s ) ~ T

s-plano

}T
----.---a . 0••••• ~_••. 1--- 1+a-------

Si T no es la parte imaginaria de un cero del
producto de Riemann A(s), entonces el teorema de
Cauchy nos da para una funcion hE t o

J h(s)
CT,a

A'(s) ds =
A(s)

(21Ti) r h(p)
-T~y~T
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f1+a+iT AI(S) -a-iT:: h(s)o A ds + f h(s)AI(S) ds+O(l),l+a-iT (s) A(s)-a+iT

donde la r los 8 + i'Y desurna recorre ceros o ='Y
A(s) :: 0 cuyas partes irnaginarias tienen un valor
absoluto acotado per T el sJ:rnbolo 0(1), que resul
ta de una integracion ep las barras horizontales~ E.e
presenta en 10 que sigue una funcion de T que ti!.n
de hacia 0 cuando T tiende a ~ 0 De la defini-
cion de A(s) y de la ecuacion funcional se obtie-
ne que

A I ( s ) ds = d l()g A(s)A(s)
d log -s/2 d log r(~)+d log Z;;(s)= 1T +

-1-s/2 l-s
:: d log 1T '+ d log r(-2-) ,+

+ d 10gl;(1-s).

Usando ahora la transforrnacion inversa de la trans
forrnacion de Fourieri se obtien~ f&cilrnente que

l+a+iT -a-iT
f h(s)dlog 1T-s/2+ f h(s)d log 1T-(1-s)/2
l+a-iT -a+iT

~ l+a+iT ~ -a-iT= - log 1T f . h(s)ds+log 1T f h(s) ds
l+a-iT -a+iT

= log
. T
'Ir~ ( f

-T
T

h(lJj+it)idt + f
-'T

h(~+it)idt+O(l) }

= 21T h(O) log 1T~ + 0(1) •

Del producto de Euler.
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-s -11;;(s)=rr(1-p) ,
p

obtenemos facilmente que en la region de converge~
cia absoluta

z: ' ( s )
1;;(s) (log p) p-ns

donde la suma se hace sobre todas las potencias p~
nsitivas p de todos los n6meros primos. Si ob-

servamos qre s::: 1 + a + it Y ds = idt, enton-
ces

l+a+iT r;; '(s)
J 0 h f s ) r;;(s) ds :::
1ta-J.T

1+a+iT
J h(s)
1+a-iT

-ns(log p ) p )ds

T
f h(l1-a-tit)
-T

r (log p)e-(1+a+it)n log p idto
np

(6)

Esta ultima expresion se convierte, utilizando la
definicion

en

e(~+a+it)x dx idt =
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__ fTidt E f~(log p)h(U)e(~+a+it)u-(l+a+it)nIOgpdU
-T pn_~

T
fdt E
-T pn

Si efectuamos el cambio de variable u = U+n log p,
resulta que la ultima integral es

T
= -f

-T
{E f

n -~
p

ita }H (u) e du· dt ,p,n

donde hemos hecho

H (u) =p,n
log p n (L+a)uh(u+log p ) e ~ •pn/2

Como h Cu ) E: ct ,entonceso

-(~+b)(u+nlogp)e

« log p
n(l+b)
p

-u(a-b)
e

donde hemos supuesto que el numero real a que apa-
rece en la definicion del contorno C satisfa-T,a
ce la desigualdad a ~ b similarmente se obtie-

,
ne, para la contribucion que corresponde a la ban-
da vertical izquierda~ que

-a-iT l;V(l-s)
f h(s) (- l;(l-S» ds
-a+iT

T
= -f

-T
f w itu}H (u) e du. dt ,p,n

(7 )
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donde
log p h( 1 n) -(~+a)un/2 u- og p e. 0

p

U~ilizando de nuevo la transformacion inversa de
Fourier para una funcion H de to'

00

- f

resulta de (6) y (7) que

f h(s)d log ~(s) =
CT,a

= - r p-n/2(log p){h(log pn)+h(_log pn)}.
pn,

Los factores gama en A(s) contribuyen, despues
de un simple cambio de va~iable~ en la forma

f . sC h(s)d log r(2)
T~s

= f~+iT h(s) {d log r(~) - d log r(1;S) }
~-iT

::

T
:: i f

-T
r'" r'"h(lj+.it) {-=- (1.2+it)+...=..- (~-it)} dt
r r

Esta ultima integral nos conduce a considerarla
siguiente integral

l;z+iT
J R(s) d ~og r(as+b) .
~-iT

donde a es real y positivo y b es cualquier nu
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mere complejo. Del cambio de variable s ::: ~ + it~
ds ::: idt; -resulta que esta es

1 T r"= 211'i f h(~+it)· a-=- (a(~+it)+b) idt
-T r

a=~
211'

I > + 0(1)a,b
donde

00

h*(t) = h(~+it) = f b Cx ) eitx dx ,
-00,

I . (t) =a,b
r"" (a/2 + b-iat)~
r

y
00

<f , g> = f f (x) .g (x) dx ,

pupongamos por un momento que b es real, y defi-
,
namos _r'" (a +b+iat),

r 2
<,.
e ,-

r"" a- (- +b-iat) 0rir.." 2

Resulta entonces que

Tambien tenemos ([3]~ p.13)

donde
M

log M - L
n=O

1
n+a/2+b+iat
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y donde M
+gn(t) = - E

n=O
1

n+a/2+b+iat 0

La transformacion de Fourier de +gn(t) es

M
E
n=O

. -ixt
e dt

00

n+a/2+b+iat

y, por consiguiente,

M 00

= - r f
n= 0 _.00

ixte dt •
n+a/2+b+iat

Haciendo el cambio de varia»le T = at, dT = adt
en la ultima integral, se obtiene

00 ixt 00 eL x/a. T
! e 1 f dT= -
-00 abo a 00 n+~+b+iTn+2'+ +1at

y, utilizando la formula clasica de distribuciones
(Magnus [3J, po 430), se obtiene finalmente que

00 i x/a T 21T e-(n+~+b)x/a1 ! e dT - si ~>O- =a n+~+b+iT a a
_00

0 si ~<oa

(Esta formula es v&lida sin ninguna hipotesis sobre
la naturaleza de b). Finalmente, obtenemos

{-
M

e-(n+7+b)x/a* E 21T ~>O+gn(-x) = sin=o a a

0 si x<Oa
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y, por consiguiente,

1_e(M+1)x/a
1 _ ex/a

si x<O

o si x>O

a

De esto deducimos que

donde 00 es la distribucion de Dirac con centrad a
en el origen.

Similarmente se obtiene, parala funcion

_1 b M(t) = log M -a, ,

M
r
n=o

1

que su transfomacion de Fourier es

*_1 b M(x) =a, ,
donde

g (t)
- n

M
r
n=o

1
a b .n+~ -~at

Utilizando una vez mas la formula clasica de las
distribuciones (Magnus [2J, p.430), se obtiene

M a
211' r -(n+'2+b)x/a si x>Oco ixt e

-1: f e dt a n=o=
co a b .n+~ -~at

0 si x<O
Finalmente, de la identidad de Plancherel

'1:< h , I b > = < h,a, *T >~a,b
"'. -,..~:;..,,
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deducimos la formula
1:

< h I b>a,
1:= <h,11m I >

M - a,b,M-+00
1:

= lim <h , I >M-+oo - a,b,M

00
= lim 2TIh(O)10gM - f
M-+oo 0

1 _ e-(M+1)k/a
hex) dx •-k/a

1 - e

Hemos as! demostrado la siguiente proposicion:

Proposicion: 5i la funcion h pertenece a la clase
ct. ' y si definimos la d i s t r t bu c t dn W.- b ,para ao a,
real positivo y b complejo, por medio de la formu
la

W b(h)a,
a-('2"+b)x/ae •

1 _ e-(M+1)x/a
1 _ ex/a

.h(x)dx-ah(O)logM,

entonces

lim 1
T-+oo2'TT i

~+iT
f h(s)d log r(as+b)= -W b(h). (8)a,
~-iT

Especializando esta proposicion, obtenemos

1
2'TTi

f:t.iT'h(S)d log r(~) = - WI,- ·(h(t) ),
... 2 '2,0

-iT

y
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1
21Ti

~-:iT
! h(s)d log r(l;S) =
J2+i T

Para simplificar las expresiones que resultaran
mas adelante, adoptaremos la siguiente notacion

{

00 l_e-(M+1)2x -x/2 M}
Woo(h)=lfm! -2x e h(x)dx~~h(O)log7T

M+oo 0 l-e -
( 9 )

Sf observamos que la expresion (5) esta incorpor~
da en la definicion (9)~ y sf para un numero primo
finito ponemos

00

W (h)
p

E
n=l

log P h ILo g.. n ,n/2 p J
P

y para el primo infinito definfmos W (h) como en
00

(9), podemos sumar todos los tfirmfnos locales pa-
ra formar un objeto global que llamare~os )a dls=

t rLb u c I Sn zeta:

W(h) z W (h). p
p

W (h)
00

Definamos ahara el importante eoncepto de trans-
formaci6n de Weil~ que cuando se aplica a la dis~
tribucion W9 nos da una nueva distribucion W~ 0

La definicion es~ simplemente

Si consideramos conjuntamente las c6ntribuciones
a la integral
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l+a+iT"
f h(s) d log A(s)
l+a-iT

Que provienen del lade derecho del,contorno CT9a
y

-a-iT
!
;.,a+iT

'"h(s) d log A(l-s)

y de
do T .. 009 la siguiente f6rmu)a:

Teorema 1. 51 h es una func16n de la ctase io' s1
wOes la distribuci6n zet~ y siw~ es su trans for

l • A

ma~a de Weil., res u l t a , para la t ra ns f cr-mac t dn h

de Melin. la s1gu1ente f6rmula:

-r* ~(£)= (w + w~ )(h) 9

.e.
r*donde lasuma p se hace sobre todos los ceros

del producto de R1~mann A~£) = 00

Nota. En la suma _~ se sobrentiende que, al pasar
allfmite' T-+ -(109 - carla termino h(.Q.) aparece

'" -con su conjugado complejo h{~).

El interes del teorema 2 radica en la simetria
presente, que, si se nos permite elabuso de no-
taci6n, podemos escribir, siguiendo la notaci6n

;,
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ya introducida en la definicion de la serie de
Eisenstein E(g,s), como

"
h (e.) = w

W- (h) ,r
E.

A(E.)=O

"donde n es el grupo de Weil del algebra de Lieot~.

De algun interes es tambien el siguiente lema, p~
ra cuya demostracion referimos al lector al artfcu
10 original de Weil [7J:

lemma (Weil). Si ~(s) es el producto de Riemann y
W es la distribucion zeta que aparece en el teor~
ma 2, entonces, una condicion necesaria y sufi-
ciente para que todos los ceros E. de A(s) satisfa
gan

Parte real de E. = ~~

es que la distribucion
W + w~

en el espacio de funciones to sea positiva en el
sentido de l. Schwartz.

Nota. La demostracion de este lema fue dada por
Weil para un tipo de distribucion definida en el
espacio t y que no contenia la simetria de Weil;
los cambios necesarios son triviales, y los deja-
mos para que sean verificados por el lector intere
sado.
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Como se sabe bien (to Schwartz [4], p.130), las di~
tribuciones positivas tienen muchas propiedades in
teresantes9 como la de tener caracter hermitico
([4], po131, Theoreme XVII)9 la cual es compara-
ble con la simetria de Weil que esta presente en
la formula del teorema 2; por estas razones cree-
mos que es de interes estudiar mas a fondo la es-
tructura de la distribu~ion W + W~ Y de distri-
buciones similares que pueden con~truirse a par-
tir del termino constante de las series de Eisen$
tein en las cuales figuren grupos de Weil que con-
tengan mas de dos elementos. Es tambien de inte-
res estudiar estos resultados desde el punto de
vista del teorema de Bochner([4], po132. Theoreme
SVIII) acerca de las distribuciones de tipo posi-
tivo.

***
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